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Diferencialni rovnice

Motivace ke studiu diferencialnich rovnic

Pojem derivace jsme zavedli, abychom mohli pracovat s okamzitymi
zmé&nami studovanych veli¢in. Ze stejnych ddvodi jsme kdysi
zavadéli diference a pravé vztahy mezi hodnotami veli¢in a
zménami téch samych nebo jinych veli¢in vedly k tzv. diferenénim
rovnicim. Jako motivaéni tvod k rovnicim obsahujicim derivace
nezndmych funkci se k diferenénim rovnicim na chvilku vratme.
Nejjednodussim modelem bylo droteni vkladii nebo pajeek (a totéz
pro tzv. Malthusidnsky model populace), kdy byl p¥iristek imérny
hodnoté.

V rdmci spojitého modelovani stejny poZadavek povede na rovnici
vztahujici derivaci funkce y’(t) s jeji hodnotou (tradi¢n& se u
takovych rovnic explicitn& nevypisuje argument neznamé funkce,
ktery je bud zndm z kontextu nebo na jeho oznaZeni nezilezi):

y =r-y

s konstantou imérnosti r.
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y'=r-y
Je snadné uhodnout ¥eSeni této rovnosti, tj. funkci y(t), po jejimz
dosazeni bude rovnost identicky splnéna,

y(t) = Ce"

s libovolnou konstantou C. Tuto konstantu uréime jednoznaéné
volbou tzv. po&ate&ni hodnoty yy = y(ty) v n&jakém bodé& to.
Pokud by &ast rlistu v naSem modelu byla ddna konstantnim
pusobenim nezavislém na hodnot& y nebo t (jako jsou nap¥.
pausalni poplatky za vedeni u¢tu nebo pFirozeny tbytek populace
tfeba v disledku porazek na jatkdch), mohli bychom pouZit rovnici
s konstantou s na pravé strané

y':r‘y+s.
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y'=r-y+s

Zjevné bude YeSenim této rovnice funkce
s
y(t)= Ce™ —=.

r

K tomuto zavéru je velice lehké dojit, pokud si uvédomime, Ze
mnozinou vdech ¥eeni prvni (homogenni) rovnice je jednorozmérny
vektorovy prostor, zatimco FeSeni rovnice se obdrZi p¥fi¢tenim
kteréhokoliv jednoho jejiho ¥eSeni ke viem ¥eSenim predchozi
rovnice. Lze pak snadno najit rovn&z konstantni feseni y(t) = k
pro k = —2.
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Teorie

Obecné rozumime (oby&ejnou) diferencidlni rovnici prvniho ¥adu
vztah mezi derivaci funkce y’(t) v prom&nné t, jeji hodnotou y(t)
a samotnou proménnou, ktery lze zapsat s pomoci néjaké realné
funkce F : R3 — R jako rovnost

F(y',y,t)=0.

Zapis p¥ipomind implicitn& zadané funkce y(t), nicmén& navic je tu
zavislost na derivaci hledané funkce y(t).
Pokud je rovnice alespoii explicitné vyfeSena vzhledem k derivaci,
tj.

y/ = f(t7y)
pro n&jakou funkci f : R> — R, miizeme si dobte graficky
predstavit, co takovd rovnice zaddva. Pro kazdou hodnotu (¢, y)
v roviné si totiz mlizeme predstavit Sipku uddvajici vektor
(1,7(t,y)), tj. rychlost se kterou se ndm bod grafu ¥eseni bude
pohybovat rovinou v zdvislosti na volném parametru t.
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Nap¥. pro rovnici

p :p(—%pﬂw)

(popisujici logisticky model popula&niho ristu zaloZeny na
predpokladu, Ze pomé&r zmény velikosti populace p(n+ 1) — p(n) a
jeji velikosti p(n) je v afinni zavislosti na samotné velikosti
populace) dostaneme takovyto obrdzek (i s vynesenym ¥eSenim pro
po&ateéni hodnotu p(0) = 1).
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Diferencialni rovnice se objevuji v mnoha oblastech, namatkou:
newtonskd mechanika, predpovéd potasi, elektrické obvody,
zah¥ivani homogenniho vodice, ocefovani derivatl (Black-Scholes)
a mnoho jinych.

oblast popis DE
podasi Navier-Stokesova rovnice
nelinedrni PDE vy$&iho Fadu
padajici predmét linearni ODE 1. ¥adu
pohyb télesa na pruzin& | Hookeva rovnice (linedrni 2. ¥adu)
pohyb kytarové struny vlnova rovnice
linedrni PDE 2. ¥adu
Battle of Trafalgar Lanchesterovy rovnice
systém dvou rovnic 1. ¥adu
ochlazovani 8alku ¢aje linearni ODE 1. ¥adu
rist populace logistickd rovnice
nelinedrni, separabilni ODE 1. ¥adu
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Modelovy pfiklad

Zména rychlosti pfedmétu padajiciho v konstantnim gravitaénim
poli v prostfedi s jistym odporem je dédna vztahem:

dv

/
= = — k
dt v g V?

kde k je konstanta udavajici odpor prostfedi. Prostfednictvim
fedeni této diferencidlni rovnice mizZeme urtit (po zadani potatedni
podminky) okamZitou rychlost pfedmé&tu.
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P¥iklad

Parasutista ma i s paddkem hmotnost 100 kg. Paddk je otevien
30s po vyskoku z vy$ky 2000 m. Konstanta popisujici odpor
prosttedi je rovna

o — 0,15, pfi neotevieném padaku,
] 1, p¥i otevieném padaku.
Urcete:

a) funkci vzdélenosti a rychlosti (p¥i neotevieném, resp. otevieném
padaku);
b) trvani seskoku;

c) rychlost pfistani.
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Taking m =100, g = 9.8, k = 15 and v(0) = 0, we find

196 196 St
Vi (t) 3 3 2 °,

After t = 30 seconds, this reaches the velocity
vo = 126 126 —9/2 — 64.607.. The distance fallen is

fo vi(u) du = 196 ¢ 4 3920 et — 3920,
After 30 seconds it has faIIen
x1(30) = 13720 + 39920 —9/2 — 1520.283... meters.
Taking m = 100, = 9.8, k =100 and v(0) = v, we find
v(t)=%2+et (81353 1% e~%/2) . This is the velocity with the
time t starting the moment Wile E. Coyote opens his chute (i.e.,
30 seconds after jumping). The distance fallen is

fo vo(u) du+ x1(30)
49 _ 833 ot | 196 ,—t,—9/2 , 71009 | 3332 ,—9/2
t— 35 + 3 € +25 T79 ¢ '
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Separované proménné

UvaZzujme diferencidlni rovnici ve tvaru

pro dv& spojité funkce jedné redlné proménné f a g, g(y) # 0.
Reseni této rovnice Ize ziskat integraci, tj. nalezenim primitivnich

funkci o dy
(”_/d /f

Postup spolehlivé najde ¥eSeni splitujici g(y(t)) # 0.

Pak totiz spoctenim funkce y(t) z implicitng& zadaného vztahu
F(t) + C = G(y) s libovolnou konstantou C vede k Ye¥eni, protoze
derivovanim této rovnosti s pouZitim pravidla pro derivovani
slozené funkce G(y(t)) dostaneme skute¢n& ﬁ -y'(t) = f(¢).
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Ptiklad
Jako ptiklad najdéme FeSeni rovnice

y'=x-y.
P¥imym vypottem dostaneme In [y (x)| = 3x* + C. Odtud to
vypada (alespofi pro kladna y) na

y(x) = e’ t€ = D . &2,

kde D je nyni libovolna kladna konstanta. Zastavme se ale
pozornéji u vysledné formule a znamének. Konstantni ¥eseni
y(x) = 0 vyhovuje nasi rovnici také a pro zapornd y mizeme
pouzit stejné YeSeni s zapornymi konstantami D. Ve skuteénosti
miZe byt konstanta D jakakoliv a nasli jsme ¥eSeni vyhovujici
jakékoliv poéateéni hodnoté.
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Ptiklady k procviceni

Najdéte obecné ¥edeni rovnice y — y? + xy’ = 0.

Urkete obecné Yeeni rovnice y' = (2 — y) tg x.
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ReSeni:

Postupné dostavame

dy
— =(2—-y)t
o~ (2 y)tex
dy sin x
7 X,
y—2 cosx
—Inly —2|=—In|cosx|—In|C|, C#0.

Posunuti dané integrovanim jsme zde vyjadfili pomoci In| C |, coz
je vhodné tehdy, kdyZ na obou strandch rovnice obdrzime
logaritmus. Odtud y — 2 = Ccosx, C # 0, kde bychom méli
psat +C. Diky tomu, Ze uvaZujeme vSechna nenulova C, na
znaménku nezéleZi. ProtozZe jsme délili vyrazem y — 2, je tfeba
pfipad y = 2 vySetiovat zvldt. Derivace konstantni funkce je
nulovd, a tudiZ jsme nalezli jest& jedno Feseni y = 2. To vSak neni
singularni: volbou C = 0 jej mliZzeme zahrnout do dfive uréeného
obecného ¥eseni. Vysledkem tak je y =2+ Ccosx, C € R.
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Linedrni diferencialni rovnice 1. ¥adu

Jde o rovnici tvaru y' = a(t)y + b(t) se spojitymi koeficienty a(t)
a b(t).

Nejprve najd&me ¥eleni homogenizované rovnice y'(t) = a(t)y(t).
To snadno spo¢teme pomoci separace proménnych a dostdvame

y(t) = yoF (t, o), F(t,s) = el a0 ox

Regeni pavodni (nehomogenni) rovnice s poatetni podminkou
y(to) = yo je (na intervalech spojitosti koeficientd a(t), b(t)) déno

vztahem .

y(t) = yoF(t, to) +/ F(t,s)b(s) ds,
to
kde F(t,s) = els ) dx,
Funkce e/ —2(x) dx se ¥asto nazyva integracni faktor, protoze se
ptiklady Casto Fesi prdvé vyndsobenim zadané rovnice timto
faktorem.
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Ptiklady k procviceni

Rychlost, kterou se rozpada konkrétni izotop daného prvku, je
p¥imo imérnd mnoZstvi izotopu. Polocas rozpadu izotopu Plutonia,
239Py, je 24 100 let. Za jak dlouho ubude setina z nukledrni pumy,
jejiz aktivni slozkou je zmitiovany izotop?

Reseni

Oznadime-li mnoZstvi Plutonia jako m, tak pro rychlost rozkladu
muZeme napsat diferencidlni rovnici

dm
- = -m
dt ’

kde k je n&aka nezndma konstanta. Resenim rovnice je funkce
m(t) = mpe~kt. Dosazenim do rovnice pro polotas rozpadu
(e~ = 1) ziskdme konstantu k = 2,88 - 105. Hledany &as je

pfiblizné 349 4 let.
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Transformace soufadnic

, . ’_ y > { > =Y
Homogenni rovnice y' = f( t) pfevedeme transformaci z = % (pro

t #0) na
N 1
zZ = p(ty —y)= E(f(z) - z),
COZ je rovnice se separovanymi proménnymi.

Bernoulliovy rovnice jsou tvaru

y'=f(t)y +g(t)y",
kde r € R, r # 0, 1. Transformace z = y'~" vede na obecnou
linedrni rovnici
Z'=1-r)y "(f(t)y +g(t)y")
=(1—-r)f(t)z+ (1 —r)g(t).
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Ptiklady k procviceni

Priklad

Reste rovnici
(x* = xy)y' +y* =0.

| A

Reseni
Jde o homogenni rovnici, proto feSeni dostaneme po substituci
y = u - x v implicitnim tvaru

y =cex.

N
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Prakticky model — psi kFfivka

Pes pronasleduje zajice. Ten je v ¢ase t = 0 v bod& [0, b], pes
startuje z bodu [—a, 0], kde a > 0. Zajic b&zi rovnhom&rn& ve smé&ru
osy y, zatimco pes b&zi v kazdém okamZiku smérem k zajici
rychlosti v > u. Nasim tkolem je uréit kfivku po niZ pes bézi a as
T, za né&jz pes zajice dohoni.
Dréhu psa budeme vyjadfovat funkci y = y(x), kterd navic spliiuje
y(—a) =0,y (—a) = g. V néjakém &ase t < T se pes nachdzi v
bod& [x, y] (x < 0) a zajic v bod& [0, b + ut]. Proto je

y(x) —b—ut

Y'(x) = VI
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Délka k¥ivky, kterou pes urazil za dobu t je rovna

vt = /_:,/H(y'(z))z dz.

Odtud vyjadfime t a po dosazeni do diferencidlni rovnice

ut =y — xy’ — b dostaneme (s oznatenim s = )

s/_:\/1+(y’(z))2dz:yxy’b.

ODb& strany zderivujeme podle x a dostaneme

xy" +sy/1+(y')2=0.

Toto je rovnice jiného typu, neZ jsme dosud zkoumali — jedna se o
tzv. rovnici druhého ¥adu, kterd je navic nelinedrni. Lze ji ale
snadno (po substituci p = y’) pFevést na rovnici se separovanymi
promé&nnymi

pl=—2\/1+p2p(0)="2

a
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Rovnici p' = —$+/14 p? Yedime klasickym postupem (s tim, Ze
i \/1+72 = In(p + /1 + p?)) a obdrzime vysledek

p=3e (-2 - (2r).

kde b
C=—+ 1+gy

Integraci jiZz snadno dostaneme y(x) = [ p(x)dx a dopotteme &as

T:ﬂm—b
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