5. ledna 2015 MB103 Spojité modely a statistika Cas: 100 minut

Jméno: Skupina: A Mistnost: 1. zkouska
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Ndhodné veli¢iny (6 bodi): Priklad 1

(a) Ndhodna velicina X md hustotu fx(z) = 2 pro € (1,00) a jinde nulovou.
Urcete jeji distribuc¢ni funkei, stfedni hodnotu a rozptyl. (3)
(b) Hmotnost jedné porce kavy povazujeme za ndhodnou veli¢inu s rozdélenim N(6g; 1,56g?).
Urcete pravdépodobnost, ze k piipravé 16 porci kavy postaci jeden 100g balicek. (3)

Oblast strojové snimatelnijch informact, nezasahujte. Resent piste jen na tuto stranu.
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Diferencidlni rovnice (6 bodu): Piiklad 2
Jedna z metod urcovani staii artefaktt je tzv. radioaktivni metoda. Kosmické zafeni produkuje
radioaktivni izotop uhliku C14 (polocas rozpadu T = 5568 let). Tento izotop je absorbovan zelenymi
rostlinami. Do téla zivoc¢ichu se dostava potravou. V zivych tkanich zivocichu i rostlin je davka C14
v rovnovaze s mnozstvim rozpadlého C14. Kdyz organismus zemfe, pfestane prijimat C14 a tak se
koncentrace C14 zacne snizovat. Za predpokladu konstantni aktivity kosmického zatfeni lze usuzovat,
ze mnozstvi C14 v zivych tkanich je pofdd stejné. Z toho lze odvodit ptiblizné stail vzorku.

Rozpad prvku se ifdi rovnici N(t) = Noe ™, kde N(t) je mnozstvi latky v case t, Ny udava
mnozstvi latky na zacatku (v case t = 0) a A je konstanta. Urcete konstantu A pro uhlik C14.

Dievéné uhli z doby osidleni jeskyné Lascaux vykazovalo v roce 1950 aktivitu a; = 0,97 min=tg~!,

7ivé dievo mélo ag = 6,68 min~—!g~!. Aktivita je definovdna vztahem a = —N'(t)/m, kde m je
hmotnost vzorku. Odhadnéte dobu vzniku kreseb uhlim v jeskyni.

Oblast strojové snimatelnijch informact, nezasahujte. Resent piste jen na tuto stranu.
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Aplikace diferencidlniho a integrilniho poc¢tu (8 bodu): Piiklad 3
(a) Necht M znaéi definiéni obor funkce (4)

fle,y) = 5V Vy— 2 +a—a*\/V1—y? -

Zobrazte M v roviné a pomoci integralu dvou proménnych vypoctéte obsah mnoziny M.

(b) Najdéte lokalni extrémy (a jejich typ) funkce y = y(x) dané implicitné rovnici (4)

Iny/22+y? = arctg%

Oblast strojové snimatelngjch informact, nezasahujte. Resent piste jen na tuto stranu.



5. ledna 2015 MB103 Spojité modely a statistika Cas: 100 minut

Jméno: Skupina: B Mistnost: 1. zkouska
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Ndhodné veli¢iny (6 bodi): Priklad 1

(a) Ndhodna velicina X ma hustotu fx(z) = 2t pro z € (2,00) a jinde nulovou.
Urcete jeji distribuc¢ni funkei, stfedni hodnotu a rozptyl. (3)

(b) Hmotnost jedné porce kdvy povazujeme za ndhodnou veliéinu s rozdélenim N (3g; 2g?).

Urcete pravdépodobnost, ze k pripravé 32 porci kdvy postaci jeden 100g balicek. (3)

Oblast strojové snimatelnijch informact, nezasahujte. Resent piste jen na tuto stranu.
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Diferencidlni rovnice (6 bodu): Piiklad 2
Jedna z metod urcovani staii artefaktt je tzv. radioaktivni metoda. Kosmické zafeni produkuje
radioaktivni izotop uhliku C14 (polocas rozpadu T = 5568 let). Tento izotop je absorbovan zelenymi
rostlinami. Do téla zivoc¢ichu se dostava potravou. V zivych tkanich zivocichu i rostlin je davka C14
v rovnovaze s mnozstvim rozpadlého C14. Kdyz organismus zemfe, pfestane prijimat C14 a tak se
koncentrace C14 zacne snizovat. Za predpokladu konstantni aktivity kosmického zatfeni lze usuzovat,
ze mnozstvi C14 v zivych tkanich je pofdd stejné. Z toho lze odvodit ptiblizné stail vzorku.

Ubytek prvku v uré¢itém ¢asovém intervalu je piimo imérny (konstantu oznaé¢me ) jeho mnozstvi
na zac¢atku intervalu. Sestavte odpovidajici diferencialni rovnici, vyfeste ji a urcete A\ pro uhlik C14.
Dfievéné uhli z doby osidleni jeskyné Lascaux mélo v roce 1950 obsah uhliku C14 v1¢i jeho ptuvodni
hodnoté 14, 5%. Odhadnéte dobu vzniku kreseb uhlim v jeskyni.

Oblast strojové snimatelngjch informact, nezasahujte. Resent piste jen na tuto stranu.
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Jméno: Skupina: B Mistnost: 1. zkouska
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Aplikace diferencidlniho a integrilniho poc¢tu (8 bodu): Piiklad 3
(a) Necht M znaéi definiéni obor funkce (4)

f(z,y) =v*\/ V1 — 22 — —%H\/\/x—xg—l—y.

Zobrazte M v roviné a pomoci integralu dvou proménnych vypoctéte obsah mnoziny M.

(b) Uréete rovnici tecné roviny a normaly v bodé [2, 3, —1] k plose zadané

implicitné rovnici (4)
2 3y 4222 =0.

Oblast strojové snimatelngjch informact, nezasahujte. Resent piste jen na tuto stranu.
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Jméno: Skupina: C Mistnost: 1. zkouska
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Nahodné veliciny (6 bodu): Piiklad 1
(a) Necht jsou X, X, stochasticky nezdvislé ndhodné veli¢iny s normovanym normélnim rozdé-
lenim. Urcete rozdéleni transformované ndhodné veliciny ¥ = 6 — 2X; — X, a najdéte jeji
dolni kvartil. Déle vypoc¢téte E(X; -Y). (3)
(b) Ke kazdému jogurtu ,bézné znacky* je ndhodné (rovnomérné) ptibalen obrazek nékterého
z 26 fotbalovych reprezentantu. Kolik jogurtu si musi Petiik koupit, aby s pravdépodobnosti
0,99 ziskal alespon jednu karticku svého oblibence Davida Lafaty? (3)

. Oblast strojové snimatelnijch informact, nezasahujte. Redent piste jen na tuto stranu.
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Diferencidlni rovnice (6 bodi): Urcete vSechny funkce y = f(x), Piiklad 2
pro které plati, Ze tecna k jejich grafu v libovolném jeho bodé [xg, yo] protina
osu z v bodé [%,0]. (Sestavte nejprve diferencidlni rovnici a tu vyfeste.)
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Oblast strojové snimatelnijch informact, nezasahujte. Resent piste jen na tuto stranu.



5. ledna 2015 MB103 Spojité modely a statistika Cas: 100 minut

Jméno: Skupina: C Mistnost: 1. zkouska
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Aplikace diferencidlniho a integrilniho poc¢tu (8 bodu): Piiklad 3
(a) Krabice ve tvaru kvadru je umisténa v prvnim oktantu (x,y, z > 0) tak, Ze jeden vrchol je umistén
v po¢atku a s nim incidentni stény lezi v souradnych rovindch. Protéjsi vrchol V' = [z,y, 2] lezi
na ploge 5% + 232 + z = 1. Zapiste vztah pro objem f(z,y) kvadru v zévislosti na x,y a ex-
plicitné vyjadiete piipustny obor pro hodnoty z,y. Déale naleznéte maximum f pro hodnoty x,y
v pripustném oboru (nezapomente zduvodnit, ze jde skuteéné o globalni maximum). (4)

(b) Uréete hmotnost télesa, které je tvoieno ¢asti mezikruzi 4 < x2 + 52 < 16 lezici v poloroviné z > 0,
je-li hustota v bodé [z, y] rovna a2 (4)

. Oblast strojové snimatelngjch informact, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.



5. ledna 2015 MB103 Spojité modely a statistika Cas: 100 minut

Jméno: Skupina: D Mistnost: 1. zkouska
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Nahodné veliciny (6 bodu): Piiklad 1
(a) Necht jsou X7, X, stochasticky nezdvislé ndhodné veli¢iny s normovanym norméalnim rozdélenim.

Urcete rozdéleni transformované ndhodné veliciny Y = —2 — 5X; + 3X5 a najdéte jeji horni

kvartil. Déle vypoctéte E(Y - Xs). (3)

(b) Néhodné vybrand konzerva v armadnim skladu je vadnd s pravdépodobnosti 0,1. Kolik
konzerv musi zasobovaci dustojnik ze skladu vzit, aby mezi nimi bylo s pravdépodobnosti
0,99 alespon 50 bezvadnych konzerv. (Pfedpokladejte nahodné vydavéani konzerv). (3)

. Oblast strojové snimatelnijch informact, nezasahujte. Redent piste jen na tuto stranu.
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Diferencidlni rovnice (6 bodi): Urcete vSechny funkce y = f(x), Piiklad 2
pro které plati, Ze tecna k jejich grafu v libovolném jeho bodé [xg, yo] protina
osu x v bodé [2xg, 0]. (Sestavte nejprve diferencidlni rovnici a tu vyfeste.)
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Oblast strojové snimatelnijch informact, nezasahujte. Resent piste jen na tuto stranu.
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Jméno: Skupina: D Mistnost: 1. zkouska
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Aplikace diferencidlniho a integrilniho poc¢tu (8 bodu): Piiklad 3
(a) Krabice ve tvaru kvadru je umisténa v prvnim oktantu (x,y, z > 0) tak, Ze jeden vrchol je umistén
v po¢atku a s nim incidentni stény lezi v souradnych rovindch. Protéjsi vrchol V' = [z,y, 2] lezi
na ploge 422 + 3y? + z = 1. Zapiste vztah pro objem f(z,y) kvadru v zévislosti na x,y a ex-
plicitné vyjadiete piipustny obor pro hodnoty z,y. Déale naleznéte maximum f pro hodnoty x,y
v pripustném oboru (nezapomente zduvodnit, ze jde skuteéné o globalni maximum). (4)

(b) Uréete hmotnost télesa, které je tvofeno ¢asti mezikruzi 1 < 22 + 32 < 9 lezici v horni poloroviné
(y > 0), je-li hustota v bodé [z, y] rovna (4)

Y
z2+y?”

. Oblast strojové snimatelngjch informact, nezasahujte. Reseni piste jen na tuto stranu.



