A1. Pomoci transformace do polarnich soufadnic spoctéte

dz dy,

1
I, NeEa
kde M: (z —1)?2+¢y2>1, (z—2)2 +y% < 4.
Regeni. Transformace je déna
xr=rcosp, y=rsinp, drxdy=rdrde.
Pro oblast M plati
(rcosp —1)2 + (rsinp)? > 1, (rcosp —2)? + (rsing)? < 4,
r2—2rcosg020, r2—4rcoscp§0,
tedy 2cosp < r < 4cosy. To je mozné pouze pro ¢ € [—m/2,7/2] a tedy

/2 4 cos ¢ 1
—rdrde

1
———fmwz/
//M \/x2+y2 —n/2J2cosp T
w/2 A
— [ ez

—m/2

w/2
:/ 2cospdyp
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. /2
= [2sin cp]i/ﬂ/Q =4.



A2. Najdéte obecné feSeni rovnice
xy =2y — .

Resend. Ptislusna homogenni linedrni rovnice je

xy = 2y.

- f
Y T

Inly| =2In|z| +¢

y = cx’.

Separaci proménnych dostdvame

z(c(x)z?) = 2¢(x)z? —
xc (x)z? + ze(x)2x = 2¢(x)z? —
d(x)r = —x
d(z) = —%
clx)=—+c

atedy y = (£ +c)a? =z + ca?.

x



A3. V pisemce se objevil ndroény piiklad. Ze studentu si 1/3 zapomnéla kalkulacku a zcela
nezdvisle si 1/3 studentt zapomnéla tahdk. Studenti vybaveni obéma pomuckami vypocitali piiklad
s pravdépodobnosti 70%, studenti vybaveni pouze kalkulackou s pravdépodobnosti 50%, stu-
denti vybaven{ pouze tahdkem s pravdépodobnosti 30% a studenti bez jakékoliv pomucky pak s
pravdépodobnosti 10%. Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné zvoleny student ptiklad vypocital?
Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrané spravné feseni pochazi od studenta bez kalkulacky?

Resend. Diky nezavislosti plati
P(KNT)=2/3-2/3=4/9, P(KN-T)=2/3-1/3=2/9,
P-KNT)=1/3-2/3=2/9, P-KnNn-T)=1/3-1/3=1/9.
Potom pravdépodobnost tspéchu je

PU)=PU|KNT)P(KNT)+PU|Kn-T)P(KN-T)
+PU | -KNT)P(-KNT)+PU | -KN-T)P(—KN-T)
=7/10-4/9+5/10-2/9+43/10-2/9+1/10-1/9 =1/2 = 50%.
Podminéna pravdépodobnost ze zadéani je

P-KNTNU)+P(-KNn-TNU)

P(0KNT)U(-KNn-T)|U) =

PU)
_ PU|-KNT)P(-KNT)+ PU | ~-KN-T)P(—K N-T)
- PU)
:3/10-2/9+1/10-1/9:7/4:5:15 56%. O

1/2



A4. Spojitd ndhodnd velicina X mé hustotu pravdépodobnosti f(z) = ¢-e™* pro vSechna kladnd
realnd ¢isla x, nulovou jinde.

(a) Urcete konstantu c.

(b) Urcete distribuén{ funkei F'(x) ndhodné veliciny X.

(c) Urcete P(—1 < X < 1).

Resend. Musi platit

oo 0 o'}
1=/ f(x)dxz/ Oda:—l—/ c-e%de=0+4[—c-e "],
—0o0 —oo 0

kde [—c-e 7] = limy_y0o —c-€ T - e? = ¢, takze dostédvame ¢ = 1. Hodnota distribuéni funkce
F(z) je pro < 0 nulova a pro > 0 je rovna

T 0 x
F(x):/_ f(t)dt:/_ 0dt+/0 e tdt=0+4[—e"f=1—¢".

Plati
P-1<X<1)=FQ1)-F(-1)=(1-eH—-0=1-1/e. O



B1. Pomoci transformace do polarnich soufadnic spoctéte

dz dy,

1
I, N
kde M: (x —1)% +y? > 1, 2% + y? < 4 (pozor na riizné meze pro x > 0 a pro = < 0).
Regeni. Transformace je déna
xr=rcosp, y=rsinp, drxdy=rdrde.
Pro oblast M plati

(rcosp — 1)? 4 (rsing)? > 1, (rcosp)? + (rsin)? < 4,
72 — 2rcos p > 0, r? < 4,

tedy 2cosp < r < 2. Avsak pro ¢ € [7/2,37/2] toto znamend 0 < r < 2 a tedy

1 /2 2 1 3n/2 2 1
_— dxdy:/ / frdrdgo—&—/ / —rdrde
//M \/W —n/2J2cosp T /2 o T

w/2 3m/2
- / (12 0y dip + / [ri2 dg

—m/2 w/2

w/2 37/2
:/ (272005@)(1904’/ 2dey

—m/2 w/2

= 20— 2sing]"/%, + [20]2707 = dm — 4.



B2. Najdéte obecné feSeni rovnice
zy =2y + 2.

Resend. Ptislusna homogenni linedrni rovnice je

xy = 2y.

- f
Y T

Inly| =2In|z| +¢

y = cx’.

Separaci proménnych dostdvame

Metoda variace konstant d4 feseni tvaru y = c(x)z?, kde c(z) je fesenim

z(c(x)z?) = 2¢(x)x? + 2?
xd (2)x? + ze(x)2x = 2¢(x)x? + 22
d(x)x® =22
1
d(z)=——

atedy y = (Inz + c)2? = 22 Inz + cz?.



B3. Z celkového poctu préce schopnych obyvatel mésta md 20% vysokoskolské vzdélant, 35%
nejvyssi vzdeélani stredoskolské, 40% je vyucenych bez stfedoskolského vzdéldni a 5% mé pouze
zékladni vzdélani. Nezaméstnanych mezi obyvateli s vysokoskolskym vzdéldnim je 1%, mezi nejvyse
stFedoskolsky vzdélanymi obyvateli 5%, mezi vyucenymi 15% a u téch, co maji pouze zdkladni
vzdéldni, je nezaméstnanost 25%. Jakd je pravdépodobnost, Ze je ndhodné vybrand osoba ne-
zameéstnand? Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany nezaméstnany mé vysokoskolské
vzdélani?

Regend. Plati

P(VS) =4/20, P(SS) = 7/20,
P(Vy) = 8/20, P(ZS) = 1/20.

Potom pravdépodobnost nezaméstnanosti je

P(N) = P(N | VS)P(VS) + P(N | SS)P(SS)
+ P(N | Vy)P(Vy) + P(N | ZS)P(ZS)
=1/100 - 4/20 + 5/100 - 7/20 4 15/100 - 8/20 + 25/100 - 1/20 = 184/2000 = 9, 2%.

Podminéna pravdépodobnost ze zadéani je

P(VSNN)
P(N)
P(N | VS)P(VS)
- P()
1/100 - 4/20

= LT /184 = 2, 174%.
184,/2000 /184 =2, 174% =

P(VS| N)




B4. Spojitd ndhodné velicina X md hustotu pravdépodobnosti f(x) = ¢ - sinz pro vSechna 0 <
x <, nulovou jinde.

(a) Urcete konstantu c.

(b) Urcete distribuén{ funkei F'(x) ndhodné veliciny X.

(c) Urcete P(—7/2 < X < 7/2).

Resend. Musi platit

e 0 T oo
1:/ f(x)dx:/ Odac+/ c~sinxdx+/ 0dx =0+ [—c-cosz]f + 0,
oo oo 0 T

kde [—c¢ - cosz|f = 2¢, takze dostdvame ¢ = 1/2. Hodnota distribuén{ funkce F'(z) je pro = < 0
nulova, pro x > 7 rovna jedné a pro 0 < x < 7 je rovna

F(x):/_x f(t)dt:/_O 0dt+/0z1/2-sintdt:0+[—1/2-cost]g:1/2~(1—cosx).

Plati
P(—n/2< X <7w/2)=F(n/2)— F(-n/2)=1/2- (1 —cos7/2) —0=1/2. O



C1. Pomoci transformace do polarnich souradnic spoctéte

dz dy,

1
//M Nz
kde M: (z—1)?2+¢y2 <1, 22+ (y—1)2 < 1.
Regeni. Transformace je déna
xr=rcosp, y=rsinp, drxdy=rdrde.
Pro oblast M plati

(rcosp —1)2 + (rsinp)? < 1, (rcosp)? + (rsing — 1) <1,
72 — 2rcos p < 0, r? — 2rsinp <0,

tedy 0 < r < min{2cosp, 2sinp}. To znamend ¢ € [0,7/2] a ve skutecnosti lze diky symetrii
pocitat

2sin ¢ 1

1 7\'/4
_— dzdy:2/ / —rdrde
//M Va?+y? 0 0 r
/4 )
=2 [ ag

/4
:2/ 2sinpdp
0

= 2[—2cos|n/* = 2(2 — V2). O



C2. Najdéte obecné feseni rovnice
xy =y + 1.

Resend. Ptislusna homogenni linedrni rovnice je

/

/%_/%
y T

Inly| =ln|z| + ¢

Separaci proménnych dostdvame

Yy = cx.

Metoda variace konstant dé feseni tvaru y = ¢(x)z, kde ¢(x) je FeSenim

z(c(z)z) = c(x)r +1
xd (z ):C—l—xc x)=clx)r+1
2

(
d(z)x® =
(

—_

s
!
|



C3. V pisemce se objevil naroény priklad. Ze studentu si 1/2 zapomnéla kalkulacku a zcela
nezdvisle si 1/4 studentt zapomnéla tahdk. Studenti vybaveni obéma pomuckami vypocitali piiklad
s pravdépodobnosti 80%, studenti vybaveni pouze kalkulackou s pravdépodobnosti 50%, stu-
denti vybaven{ pouze tahdkem s pravdépodobnosti 30% a studenti bez jakékoliv pomucky pak s
pravdépodobnosti 20%. Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné zvoleny student priklad vypocital?
Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrané spravné feseni pochéazi od studenta bez tahaku?

Resend. Diky nezavislosti plati
P(KNT)=1/2-3/4=23/8, P(KN-T)=1/2-1/4=1/8,
P-KNnT)=1/2-3/4=3/8, P-KnNn-T)=1/2-1/4=1/8.
Potom pravdépodobnost tspéchu je

PU)=PU|KNT)P(KNT)+PWU | Kn-T)P(KN-T)
+PU | -KNT)P(-KNT)+PU | -KN-T)P(—KN-T)
=8/10-3/8+5/10-1/8+3/10-3/8+2/10-1/8 =40/80 = 1/2 = 50%.
Podminéna pravdépodobnost ze zadéani je

P(KN-TNU)+P(-KNn-TNU)

P(KN-TYU(-KnNn-T)|U) =

PU)
_ PU|KNn-T)P(KN-T)+ P(U | ~-KN-T)P(-K N-T)
N PU)
:5/10-1/8+2/10-1/8:7/40:17 5%, O

1/2



C4. Spojitd ndhodnd veli¢ina X md hustotu pravdépodobnosti f(z) = 557 pro vSechna kladnd
realnd ¢isla x, nulovou jinde.

(a) Urcete konstantu c.

(b) Urcete distribuén{ funkei F'(x) ndhodné veliciny X.

(c) Uréete P(1 < X < /3).

Resend. Musi platit

o'} 0 00 c -
12[@f($)dmz[@0dx+/0 mdx20+[c~arctgm]0,

kde [c - arctg z]5° = limy 00 ¢ - arctgx + ¢ - arctg 0 = ¢ - /2, takze dostdvdme ¢ = 2/m. Hodnota
distribuéni funkce F(x) je pro < 0 nulovd a pro = > 0 je rovna

T 0 x
2
F(:z:):/ f(t)dt:/ ()dtJr/ 2/_:1 dt =0+ [2/7 - arctg z]§ = 2/m - arctg z.
—00 —00 o T

Plati

P(1<X <V3)=F(3)—F(Q1) =2/r-arctgV3—2/m-arctgl = 2/w-7/3—2/7-7/4=1/6. O



D1. Pomoci transformace do polarnich souradnic spoctéte

dz dy,

1
I, N
kde M: (x — 1)+ (y—1)2<2, (z+ 12+ (y—1)2 < 2.
Regend. Transformace je déna
xr=rcosp, y=rsinp, drxdy=rdrde.
Pro oblast M plati
(rcosp — 1)? 4 (rsing — 1)% < 2, (rcosp +1)2 + (rsing — 1)% < 2,
72 — 2r(cosp +sinp) <0, r? — 2r(—cos ¢ +sinp) < 0,

tedy 0 < r < 2min{cos ¢ + sinp, —cos ¢ + sinp}. To je mozné pouze pro ¢ € [r/4,3w/4] a ve
skutecnosti 1ze diky symetrii pocitat

7/2 p—2cosp+2sineg 1
/0

1
—_— dxdyz?/ —rdrde
//M Va2 + y? w/4 r

/2 )
_ 2/ [r]a2cosga+2smga d(p
/4

/2
:2/ (—2cosp + 2sinp)dy
/4

= 2[—2sinp — 2 cos Lp]:ﬁ = 4(vV2-1). O



D2. Najdéte obecné feseni rovnice
xy' =y+x.

Resend. Ptislusna homogenni linedrni rovnice je

/

/%_/%
y T

Inly| =ln|z| + ¢

Separaci proménnych dostdvame

Yy = cx.

Metoda variace konstant dé feseni tvaru y = ¢(x)z, kde ¢(x) je FeSenim

z(c(x)r) = c(x)r +x

xd (x)x + ze(x) = c(z)r +
d(z)z? =z
/ 1

atedy y = (In|z| + ¢)z = z1n|z| + cz.



D3. Z celkového poctu prace schopnych obyvatel mésta mé 25% vysokoskolské vzdélani, 35%
nejvyssi vzdélani stredoskolské, 30% je vyucenych bez stfedoskolského vzdélani a 10% mé pouze
zékladni vzdélani. Nezaméstnanych mezi obyvateli s vysokoskolskym vzdéldnim je 1%, mezi nejvyse
stFedoskolsky vzdélanymi obyvateli 5%, mezi vyucenymi 15% a u téch, co maji pouze zdkladni
vzdéldni, je nezaméstnanost 25%. Jakd je pravdépodobnost, Ze je ndhodné vybrand osoba ne-
zameéstnand? Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany nezaméstnany mé vysokoskolské
vzdélani?

Regend. Plati

P(VS) = 5/20, P(SS) = 7/20,
P(Vy) = 6/20, P(ZS) = 2/20.

Potom pravdépodobnost nezaméstnanosti je

P(N) = P(N | VS)P(VS) + P(N | SS)P(SS)
+ P(N | Vy)P(Vy) + P(N | ZS)P(ZS)
=1/100-5/20 + 5/100 - 7/20 4 15/100 - 6/20 + 25/100 - 2/20 = 180/2000 = 9%.

Podminéna pravdépodobnost ze zadéani je

P(VSNN)
P(N)
P(N | VS)P(VS)
- P()
1/100 - 5/20

780/2000 5/180 = 2, 778% O

P(VS| N)




D4. N4hodnd veli¢ina X m4 hustotu pravdépodobnosti na intervalu (2,00) rovnu f(z) = c/x?,
jinde nulovou.

(a) Urcete redlné cislo ¢ tak, aby opravdu $lo o hustotu pravdépodobnosti.

(b) Urcete distribuén{ funkei ndhodné veliciny X.

(c) Urcete P(1 < X < 3).

Resend. Musi platit
') 2 0
1:/ f(a:)dx:/ de—!—/ c/x®dz =0+ [—c/227]5°,
—00 —o0 2

kde [—c/222]3° = lim, o, —¢/222% + ¢/(2 - 22) = ¢/8, takie dostavame ¢ = 8. Hodnota distribuén{
funkce F(x) je pro < 2 nulovd a pro x > 2 je rovna

F(x):/_w f(t)dt:[ 0dt+/;8/x3dt=0+[—4/x2]g=1—4/x2.

Plati
Pl<X<3)=FB)-F(1)=(1-4/3*)-0=5/9. O



