
A1. Pomoćı transformace do polárńıch souřadnic spočtěte∫∫
M

1√
x2 + y2

dxdy,

kde M : (x− 1)2 + y2 ≥ 1, (x− 2)2 + y2 ≤ 4.

Řešeńı. Transformace je dána

x = r cosϕ, y = r sinϕ, dxdy = r dr dϕ .

Pro oblast M plat́ı

(r cosϕ− 1)2 + (r sinϕ)2 ≥ 1, (r cosϕ− 2)2 + (r sinϕ)2 ≤ 4,

r2 − 2r cosϕ ≥ 0, r2 − 4r cosϕ ≤ 0,

tedy 2 cosϕ ≤ r ≤ 4 cosϕ. To je možné pouze pro ϕ ∈ [−π/2, π/2] a tedy∫∫
M

1√
x2 + y2

dx dy =

∫ π/2

−π/2

∫ 4 cosϕ

2 cosϕ

1

r
r dr dϕ

=

∫ π/2

−π/2
[r]4 cosϕ

2 cosϕ dϕ

=

∫ π/2

−π/2
2 cosϕdϕ

= [2 sinϕ]
π/2
−π/2 = 4.



A2. Najděte obecné řešeńı rovnice
xy′ = 2y − x.

Řešeńı. Př́ıslušná homogenńı lineárńı rovnice je

xy′ = 2y.

Separaćı proměnných dostáváme ∫
dy

y
=

∫
2

dx

x

ln |y| = 2 ln |x|+ c

y = cx2.

Metoda variace konstant dá řešeńı tvaru y = c(x)x2, kde c(x) je řešeńım

x(c(x)x2)′ = 2c(x)x2 − x
xc′(x)x2 + xc(x)2x = 2c(x)x2 − x

c′(x)x3 = −x

c′(x) = − 1

x2

c(x) =
1

x
+ c

a tedy y = ( 1
x + c)x2 = x+ cx2.



A3. V ṕısemce se objevil náročný př́ıklad. Ze student̊u si 1/3 zapomněla kalkulačku a zcela
nezávisle si 1/3 student̊u zapomněla tahák. Studenti vybaveńı oběma pomůckami vypoč́ıtali př́ıklad
s pravděpodobnost́ı 70%, studenti vybaveni pouze kalkulačkou s pravděpodobnost́ı 50%, stu-
denti vybaveńı pouze tahákem s pravděpodobnost́ı 30% a studenti bez jakékoliv pomůcky pak s
pravděpodobnost́ı 10%. Jaká je pravděpodobnost, že náhodně zvolený student př́ıklad vypoč́ıtal?
Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybrané správné řešeńı pocháźı od studenta bez kalkulačky?

Řešeńı. Dı́ky nezávislosti plat́ı

P (K ∩ T ) = 2/3 · 2/3 = 4/9, P (K ∩ ¬T ) = 2/3 · 1/3 = 2/9,

P (¬K ∩ T ) = 1/3 · 2/3 = 2/9, P (¬K ∩ ¬T ) = 1/3 · 1/3 = 1/9.

Potom pravděpodobnost úspěchu je

P (U) = P (U | K ∩ T )P (K ∩ T ) + P (U | K ∩ ¬T )P (K ∩ ¬T )

+ P (U | ¬K ∩ T )P (¬K ∩ T ) + P (U | ¬K ∩ ¬T )P (¬K ∩ ¬T )

= 7/10 · 4/9 + 5/10 · 2/9 + 3/10 · 2/9 + 1/10 · 1/9 = 1/2 = 50%.

Podmı́něná pravděpodobnost ze zadáńı je

P ((¬K ∩ T ) ∪ (¬K ∩ ¬T ) | U) =
P (¬K ∩ T ∩ U) + P (¬K ∩ ¬T ∩ U)

P (U)

=
P (U | ¬K ∩ T )P (¬K ∩ T ) + P (U | ¬K ∩ ¬T )P (¬K ∩ ¬T )

P (U)

=
3/10 · 2/9 + 1/10 · 1/9

1/2
= 7/45 = 15, 56%.



A4. Spojitá náhodná veličina X má hustotu pravděpodobnosti f(x) = c · e−x pro všechna kladná
reálná č́ısla x, nulovou jinde.

(a) Určete konstantu c.
(b) Určete distribučńı funkci F (x) náhodné veličiny X.
(c) Určete P (−1 < X < 1).

Řešeńı. Muśı platit

1 =

∫ ∞
−∞

f(x) dx =

∫ 0

−∞
0 dx+

∫ ∞
0

c · e−x dx = 0 + [−c · e−x]∞0 ,

kde [−c · e−x]∞0 = limx→∞−c · e−x+ c · e0 = c, takže dostáváme c = 1. Hodnota distribučńı funkce
F (x) je pro x ≤ 0 nulová a pro x ≥ 0 je rovna

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ 0

−∞
0 dt+

∫ x

0

e−t dt = 0 + [−e−t]x0 = 1− e−x.

Plat́ı
P (−1 < X < 1) = F (1)− F (−1) = (1− e−1)− 0 = 1− 1/e.



B1. Pomoćı transformace do polárńıch souřadnic spočtěte∫∫
M

1√
x2 + y2

dxdy,

kde M : (x− 1)2 + y2 ≥ 1, x2 + y2 ≤ 4 (pozor na r̊uzné meze pro x ≥ 0 a pro x ≤ 0).

Řešeńı. Transformace je dána

x = r cosϕ, y = r sinϕ, dxdy = r dr dϕ .

Pro oblast M plat́ı

(r cosϕ− 1)2 + (r sinϕ)2 ≥ 1, (r cosϕ)2 + (r sinϕ)2 ≤ 4,

r2 − 2r cosϕ ≥ 0, r2 ≤ 4,

tedy 2 cosϕ ≤ r ≤ 2. Avšak pro ϕ ∈ [π/2, 3π/2] toto znamená 0 ≤ r ≤ 2 a tedy∫∫
M

1√
x2 + y2

dx dy =

∫ π/2

−π/2

∫ 2

2 cosϕ

1

r
r dr dϕ+

∫ 3π/2

π/2

∫ 2

0

1

r
r dr dϕ

=

∫ π/2

−π/2
[r]22 cosϕ dϕ+

∫ 3π/2

π/2

[r]20 dϕ

=

∫ π/2

−π/2
(2− 2 cosϕ) dϕ+

∫ 3π/2

π/2

2 dϕ

= [2ϕ− 2 sinϕ]
π/2
−π/2 + [2ϕ]

3π/2
π/2 = 4π − 4.



B2. Najděte obecné řešeńı rovnice
xy′ = 2y + x2.

Řešeńı. Př́ıslušná homogenńı lineárńı rovnice je

xy′ = 2y.

Separaćı proměnných dostáváme ∫
dy

y
=

∫
2

dx

x

ln |y| = 2 ln |x|+ c

y = cx2.

Metoda variace konstant dá řešeńı tvaru y = c(x)x2, kde c(x) je řešeńım

x(c(x)x2)′ = 2c(x)x2 + x2

xc′(x)x2 + xc(x)2x = 2c(x)x2 + x2

c′(x)x3 = x2

c′(x) = − 1

x
c(x) = lnx+ c

a tedy y = (lnx+ c)x2 = x2 lnx+ cx2.



B3. Z celkového počtu práce schopných obyvatel města má 20% vysokoškolské vzděláńı, 35%
nejvyšš́ı vzděláńı středoškolské, 40% je vyučených bez středoškolského vzděláńı a 5% má pouze
základńı vzděláńı. Nezaměstnaných mezi obyvateli s vysokoškolským vzděláńım je 1%, mezi nejvýše
středoškolsky vzdělanými obyvateli 5%, mezi vyučenými 15% a u těch, co maj́ı pouze základńı
vzděláńı, je nezaměstnanost 25%. Jaká je pravděpodobnost, že je náhodně vybraná osoba ne-
zaměstnaná? Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný nezaměstnaný má vysokoškolské
vzděláńı?

Řešeńı. Plat́ı

P (V Š) = 4/20, P (SŠ) = 7/20,

P (V y) = 8/20, P (ZŠ) = 1/20.

Potom pravděpodobnost nezaměstnanosti je

P (N) = P (N | VŠ)P (VŠ) + P (N | SŠ)P (SŠ)

+ P (N | Vy)P (Vy) + P (N | ZŠ)P (ZŠ)

= 1/100 · 4/20 + 5/100 · 7/20 + 15/100 · 8/20 + 25/100 · 1/20 = 184/2000 = 9, 2%.

Podmı́něná pravděpodobnost ze zadáńı je

P (VŠ | N) =
P (VŠ ∩N)

P (N)

=
P (N | VŠ)P (VŠ)

P (N)

=
1/100 · 4/20

184/2000
= 4/184 = 2, 174%.



B4. Spojitá náhodná veličina X má hustotu pravděpodobnosti f(x) = c · sinx pro všechna 0 <
x < π, nulovou jinde.

(a) Určete konstantu c.
(b) Určete distribučńı funkci F (x) náhodné veličiny X.
(c) Určete P (−π/2 < X < π/2).

Řešeńı. Muśı platit

1 =

∫ ∞
−∞

f(x) dx =

∫ 0

−∞
0 dx+

∫ π

0

c · sinx dx+

∫ ∞
π

0 dx = 0 + [−c · cosx]π0 + 0,

kde [−c · cosx]π0 = 2c, takže dostáváme c = 1/2. Hodnota distribučńı funkce F (x) je pro x ≤ 0
nulová, pro x ≥ π rovna jedné a pro 0 ≤ x ≤ π je rovna

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ 0

−∞
0 dt+

∫ x

0

1/2 · sin tdt = 0 + [−1/2 · cos t]x0 = 1/2 · (1− cosx).

Plat́ı
P (−π/2 < X < π/2) = F (π/2)− F (−π/2) = 1/2 · (1− cosπ/2)− 0 = 1/2.



C1. Pomoćı transformace do polárńıch souřadnic spočtěte∫∫
M

1√
x2 + y2

dxdy,

kde M : (x− 1)2 + y2 ≤ 1, x2 + (y − 1)2 ≤ 1.

Řešeńı. Transformace je dána

x = r cosϕ, y = r sinϕ, dxdy = r dr dϕ .

Pro oblast M plat́ı

(r cosϕ− 1)2 + (r sinϕ)2 ≤ 1, (r cosϕ)2 + (r sinϕ− 1)2 ≤ 1,

r2 − 2r cosϕ ≤ 0, r2 − 2r sinϕ ≤ 0,

tedy 0 ≤ r ≤ min{2 cosϕ, 2 sinϕ}. To znamená ϕ ∈ [0, π/2] a ve skutečnosti lze d́ıky symetrii
poč́ıtat ∫∫

M

1√
x2 + y2

dxdy = 2

∫ π/4

0

∫ 2 sinϕ

0

1

r
r dr dϕ

= 2

∫ π/4

0

[r]2 sinϕ
0 dϕ

= 2

∫ π/4

0

2 sinϕdϕ

= 2[−2 cosϕ]
π/4
0 = 2(2−

√
2).



C2. Najděte obecné řešeńı rovnice
xy′ = y + 1.

Řešeńı. Př́ıslušná homogenńı lineárńı rovnice je

xy′ = y.

Separaćı proměnných dostáváme ∫
dy

y
=

∫
dx

x

ln |y| = ln |x|+ c

y = cx.

Metoda variace konstant dá řešeńı tvaru y = c(x)x, kde c(x) je řešeńım

x(c(x)x)′ = c(x)x+ 1

xc′(x)x+ xc(x) = c(x)x+ 1

c′(x)x2 = 1

c′(x) =
1

x2

c(x) = − 1

x
+ c

a tedy y = (− 1
x + c)x = −1 + cx.



C3. V ṕısemce se objevil náročný př́ıklad. Ze student̊u si 1/2 zapomněla kalkulačku a zcela
nezávisle si 1/4 student̊u zapomněla tahák. Studenti vybaveńı oběma pomůckami vypoč́ıtali př́ıklad
s pravděpodobnost́ı 80%, studenti vybaveni pouze kalkulačkou s pravděpodobnost́ı 50%, stu-
denti vybaveńı pouze tahákem s pravděpodobnost́ı 30% a studenti bez jakékoliv pomůcky pak s
pravděpodobnost́ı 20%. Jaká je pravděpodobnost, že náhodně zvolený student př́ıklad vypoč́ıtal?
Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybrané správné řešeńı pocháźı od studenta bez taháku?

Řešeńı. Dı́ky nezávislosti plat́ı

P (K ∩ T ) = 1/2 · 3/4 = 3/8, P (K ∩ ¬T ) = 1/2 · 1/4 = 1/8,

P (¬K ∩ T ) = 1/2 · 3/4 = 3/8, P (¬K ∩ ¬T ) = 1/2 · 1/4 = 1/8.

Potom pravděpodobnost úspěchu je

P (U) = P (U | K ∩ T )P (K ∩ T ) + P (U | K ∩ ¬T )P (K ∩ ¬T )

+ P (U | ¬K ∩ T )P (¬K ∩ T ) + P (U | ¬K ∩ ¬T )P (¬K ∩ ¬T )

= 8/10 · 3/8 + 5/10 · 1/8 + 3/10 · 3/8 + 2/10 · 1/8 = 40/80 = 1/2 = 50%.

Podmı́něná pravděpodobnost ze zadáńı je

P ((K ∩ ¬T ) ∪ (¬K ∩ ¬T ) | U) =
P (K ∩ ¬T ∩ U) + P (¬K ∩ ¬T ∩ U)

P (U)

=
P (U | K ∩ ¬T )P (K ∩ ¬T ) + P (U | ¬K ∩ ¬T )P (¬K ∩ ¬T )

P (U)

=
5/10 · 1/8 + 2/10 · 1/8

1/2
= 7/40 = 17, 5%.



C4. Spojitá náhodná veličina X má hustotu pravděpodobnosti f(x) = c
x2+1 pro všechna kladná

reálná č́ısla x, nulovou jinde.
(a) Určete konstantu c.
(b) Určete distribučńı funkci F (x) náhodné veličiny X.
(c) Určete P (1 < X <

√
3).

Řešeńı. Muśı platit

1 =

∫ ∞
−∞

f(x) dx =

∫ 0

−∞
0 dx+

∫ ∞
0

c

x2 + 1
dx = 0 + [c · arctg x]∞0 ,

kde [c · arctg x]∞0 = limx→∞ c · arctg x + c · arctg 0 = c · π/2, takže dostáváme c = 2/π. Hodnota
distribučńı funkce F (x) je pro x ≤ 0 nulová a pro x ≥ 0 je rovna

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ 0

−∞
0 dt+

∫ x

0

2/π

x2 + 1
dt = 0 + [2/π · arctg x]x0 = 2/π · arctg x.

Plat́ı

P (1 < X <
√

3) = F (
√

3)−F (1) = 2/π ·arctg
√

3−2/π ·arctg 1 = 2/π ·π/3−2/π ·π/4 = 1/6.



D1. Pomoćı transformace do polárńıch souřadnic spočtěte∫∫
M

1√
x2 + y2

dxdy,

kde M : (x− 1)2 + (y − 1)2 ≤ 2, (x+ 1)2 + (y − 1)2 ≤ 2.

Řešeńı. Transformace je dána

x = r cosϕ, y = r sinϕ, dxdy = r dr dϕ .

Pro oblast M plat́ı

(r cosϕ− 1)2 + (r sinϕ− 1)2 ≤ 2, (r cosϕ+ 1)2 + (r sinϕ− 1)2 ≤ 2,

r2 − 2r(cosϕ+ sinϕ) ≤ 0, r2 − 2r(− cosϕ+ sinϕ) ≤ 0,

tedy 0 ≤ r ≤ 2 min{cosϕ + sinϕ, − cosϕ + sinϕ}. To je možné pouze pro ϕ ∈ [π/4, 3π/4] a ve
skutečnosti lze d́ıky symetrii poč́ıtat∫∫

M

1√
x2 + y2

dxdy = 2

∫ π/2

π/4

∫ −2 cosϕ+2 sinϕ

0

1

r
r dr dϕ

= 2

∫ π/2

π/4

[r]−2 cosϕ+2 sinϕ
0 dϕ

= 2

∫ π/2

π/4

(−2 cosϕ+ 2 sinϕ) dϕ

= 2[−2 sinϕ− 2 cosϕ]
π/2
π/4 = 4(

√
2− 1).



D2. Najděte obecné řešeńı rovnice
xy′ = y + x.

Řešeńı. Př́ıslušná homogenńı lineárńı rovnice je

xy′ = y.

Separaćı proměnných dostáváme ∫
dy

y
=

∫
dx

x

ln |y| = ln |x|+ c

y = cx.

Metoda variace konstant dá řešeńı tvaru y = c(x)x, kde c(x) je řešeńım

x(c(x)x)′ = c(x)x+ x

xc′(x)x+ xc(x) = c(x)x+ x

c′(x)x2 = x

c′(x) =
1

x
c(x) = ln |x|+ c

a tedy y = (ln |x|+ c)x = x ln |x|+ cx.



D3. Z celkového počtu práce schopných obyvatel města má 25% vysokoškolské vzděláńı, 35%
nejvyšš́ı vzděláńı středoškolské, 30% je vyučených bez středoškolského vzděláńı a 10% má pouze
základńı vzděláńı. Nezaměstnaných mezi obyvateli s vysokoškolským vzděláńım je 1%, mezi nejvýše
středoškolsky vzdělanými obyvateli 5%, mezi vyučenými 15% a u těch, co maj́ı pouze základńı
vzděláńı, je nezaměstnanost 25%. Jaká je pravděpodobnost, že je náhodně vybraná osoba ne-
zaměstnaná? Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný nezaměstnaný má vysokoškolské
vzděláńı?

Řešeńı. Plat́ı

P (VŠ) = 5/20, P (SŠ) = 7/20,

P (Vy) = 6/20, P (ZŠ) = 2/20.

Potom pravděpodobnost nezaměstnanosti je

P (N) = P (N | VŠ)P (VŠ) + P (N | SŠ)P (SŠ)

+ P (N | Vy)P (Vy) + P (N | ZŠ)P (ZŠ)

= 1/100 · 5/20 + 5/100 · 7/20 + 15/100 · 6/20 + 25/100 · 2/20 = 180/2000 = 9%.

Podmı́něná pravděpodobnost ze zadáńı je

P (VŠ | N) =
P (VŠ ∩N)

P (N)

=
P (N | VŠ)P (VŠ)

P (N)

=
1/100 · 5/20

180/2000
= 5/180 = 2, 778%.



D4. Náhodná veličina X má hustotu pravděpodobnosti na intervalu (2,∞) rovnu f(x) = c/x3,
jinde nulovou.

(a) Určete reálné č́ıslo c tak, aby opravdu šlo o hustotu pravděpodobnosti.
(b) Určete distribučńı funkci náhodné veličiny X.
(c) Určete P (1 < X < 3).

Řešeńı. Muśı platit

1 =

∫ ∞
−∞

f(x) dx =

∫ 2

−∞
0 dx+

∫ ∞
2

c/x3 dx = 0 + [−c/2x2]∞2 ,

kde [−c/2x2]∞2 = limx→∞−c/2x2 + c/(2 · 22) = c/8, takže dostáváme c = 8. Hodnota distribučńı
funkce F (x) je pro x ≤ 2 nulová a pro x ≥ 2 je rovna

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ 2

−∞
0 dt+

∫ x

2

8/x3 dt = 0 + [−4/x2]x2 = 1− 4/x2.

Plat́ı
P (1 < X < 3) = F (3)− F (1) = (1− 4/32)− 0 = 5/9.


