Matematika Il — 1. tyden
Funkce vice proménnych: krivky, smérové derivace,
diferencial, derivace vyssich rada

Jan Slovak

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

15. 9. 2014



Obsah prednasky

@ Literatura

© Funkce a zobrazeni
@ Funkce vice proménnych
@ Topologie euklidovskych prostort
o Krivky v euklidovskych prostorech

© Parcialni derivace a diferencial
@ Derivace ve sméru vektoru
o Totalni diferencial
@ Tecéna nadrovina ke grafu funkce

@ Derivace vyssich rada
@ Iterované parcialni derivace
@ Hessian — aproximace 2. fadu



Literatura

Plan prednasky

@ Literatura



Literatura

Kde je dobré cist?

@ Zuzana Dosla, Roman Plch, Petr Sojka, Diferencialni pocet
funkci vice proménnych s programem Maple, MU Brno, 1999,
273 s.


www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne

Literatura

Kde je dobré cist?

@ Zuzana Dosla, Roman Plch, Petr Sojka, Diferencialni pocet
funkci vice proménnych s programem Maple, MU Brno, 1999,
273 s.

o J. Slovak, M. Panak, M. Bulant, Matematika drsné a svizné,
Muni Press, Brno 2013, v+773 s., elektronicka edice
www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne


www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne

Funkce a zobrazeni

Plan prednasky

© Funkce a zobrazeni



Funkce a zobrazeni
[ 1]

Definition

Zobrazeni f(x1,x2,...,xn) : R” — R nazyvame funkce vice
proménnych. Pro n = 2 nebo n = 3 Casto misto Cislovanych
proménnych pouzivame pismena x, y, z.

To znamena, ze funkce f definované v , roviné" E> = R? budou

znaceny
f:RZB(X,y)b—)f(x,y)ER

a podobné v , prostoru” E3 = R3

f:R33(x,y,z) — f(x,y,z) €R.
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Definition

Zobrazeni f(x1,x2,...,xn) : R” — R nazyvame funkce vice
proménnych. Pro n = 2 nebo n = 3 Casto misto Cislovanych
proménnych pouzivame pismena x, y, z.
To znamena, ze funkce f definované v , roviné" E> = R? budou
znaceny

f:R?> (x,y) — f(x,y) €R

a podobné v , prostoru” E3 = R3

f:R33(x,y,z) — f(x,y,z) €R.

Defini¢ni obor A C R” — mnozina, kde je funkce definovana.

(Hrickou pro pisemky a tlohy byva tkol k dané formuli pro funkci
najit co nejvétsi definicni obor, na kterém ma tato formule smysl.)
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Definition

Graf funkce vice proménnych je podmnozina Gf C R" x R = R"*1
definova vztahem

Gr={(x1,-y Xm F(x1,-- -, xn)); (x1,-..,xn) € A},

kde A je defini¢ni obor f.
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Definition
Graf funkce vice proménnych je podmnozina Gf C R" x R = R"*1
definova vztahem

Gr={(x1,-y Xm F(x1,-- -, xn)); (x1,-..,xn) € A},

kde A je defini¢ni obor f.

Grafem funkce definované v £,

X+Yy

f(&)’) = m

je plocha na obrazku,
maximalnim definiénim oborem

je E2\{(0,0)}.
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Euklidovsky prostor E, je mnozina bodii (bez volby soufadnic)
spolu se zamérenim R", coz je vektorovy prostor moznych
prirtstki, které umime k bodim prostoru E, pficitat.
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n
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kde u je vektor, jehoz prictenim k P obdrzime Q.
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[PL— P2|]? = (x1 — x2)® + (y1 — y2)*.
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Euklidovsky prostor E, je mnozina bodii (bez volby soufadnic)
spolu se zamérenim R", coz je vektorovy prostor moznych
prirtstki, které umime k bodim prostoru E, pficitat.

Navic je na R” standardni skalarni soucin v-v =37 X;y;, kde
u=(xy,...,xp) av=_y1,-..,¥n) jsou libovolné vektory.

Proto je na E, dana metrika, tj. funkce vzdalenosti ||P — Q|| dvojic
bodti P, Q predpisem

n
1P = QI = [lul® =",
i=1

kde u je vektor, jehoz prictenim k P obdrzime Q.
Napf. E; je vzdalenost bodt Py = (x1,y1) a P2 = (x2,y2) dana
[PL— P2|]? = (x1 — x2)® + (y1 — y2)*.

Trojahelnikova nerovnost pro kazdé tfi body P, @, R

1P =Rl =1(P=Q)+(Q =R < (P = Q)+ (@ =R
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Rozsifeni pojmi topologie R pro body P; libovolného Euklidovského
E,:

e Cauchyovska posloupnost: ||P; — Pj|| < €, pro kazdé pevné
zvolené € > 0 az na konecné mnoho vyjimecnych hodnot i, J,

@ konvergentni posloupnost: |P; — P|| < ¢, pro kazdé pevné
zvolené € > 0 az na konecné mnoho vyjimeénych hodnot i, j,
bod P pak nazyvame limitou posloupnosti P;,

@ hromadny bod P mnoziny A C E,: existuje posloupnost bodi
v A konvergujici k P a vesmés riznych od P,

@ uzavfenda mnozina: obsahuje viechny své hromadné body,
@ otevrend mnozina: jeji doplnék je uzavreny,

@ otevrené d—okoli bodu P: mnozina

O05(P) ={Q € En; [IP— Q] <4},
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@ hraniéni bod P mnoziny A: kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny priinik s A i s komplementem E, \ A,
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@ hraniéni bod P mnoziny A: kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny priinik s A i s komplementem E, \ A,
@ vnitfni bod P mnoziny A: existuje d—okoli bodu P, které celé

leZi uvnitr A,

@ ohrani¢ena mnozina: lezi cela v néjakém d—okoli nékterého
svého bodu (pro dostatecné velké ¢),

@ kompaktni mnozZina: uzavfena a ohrani¢end mnozina.
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Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:
@ A je otevrena, pravé kdyz je sjednocenim nejvyse spocetného
systému d—okolli,
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Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:

@ A je otevrena, pravé kdyz je sjednocenim nejvyse spocetného
systému d—okolli,

@ kazdy bod a € A je bud' vnitni nebo hraniéni,

© kazdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,

Q A je kompaktni, pravé kdyz kazda v ni obsazena nekonecna
posloupnost ma podposloupnost konvergujici k bodu v A,

@ A je kompaktni, pravé kdyz kazdé jeji oteviené pokryti
obsahuje konecné pokryti.
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Definition

Krivka je zobrazeni ¢ : R — E,,.

Analogicky k funkcim v jedné proménné:

Definition

o Limita: lim_, c(t) € E,

@ Derivace: c'(to) = lim¢_y, Fltd “(c(t) — c(to)) € R”

o Integral: fab c(t)dt € R",

Vsimnéme si, ze zatimco limity existuji v E,,, derivace kfivky v E,
je ve vektorovém prostoru R”, integral ma smysl| jen pro kfivku ve
vektorovém prostoru R"!

Limity, derivace i integraly Ize spocist po jednotlivych n souradnych
slozkach v R" a stejné se rozpozna i jejich existence.
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Analogie souvislosti Riemannova integralu a primitivnich funci pro
krivky:

Theorem

Je-li ¢ : R — R" krivka spojita na intervalu [a, b], pak existuje jeji
Riemanniv integral fab c(t)dt. Navic je krivka

C(t) = /t c(s)ds € R”

dobre definovana, diferencovatelna a plati C'(t) = c(t) pro vsechny
hodnoty t € [a, b].
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Analogie souvislosti Riemannova integralu a primitivnich funci pro
krivky:

Theorem

Je-li ¢ : R — R" krivka spojita na intervalu [a, b], pak existuje jeji
Riemanniv integral fab c(t)dt. Navic je krivka

C(t) = /t c(s)ds € R”

dobre definovana, diferencovatelna a plati C'(t) = c(t) pro vsechny
hodnoty t € [a, b].

Véta o stfedni hodnoté dava existenci Cisel t; takovych, ze
ci(b) — ci(a) = (b — a) - ¢i(t:).

Tato ¢&isla ale budou obecné riizna, nemizeme proto vyjadFit
rozdilovy vektor koncovych bodii c(b) — c(a) jako nasobek derivace
krivky v jediném bodé.



Napf. v roviné E, pro c(t) = (x(t), y(t)) takto dostavame

c(b) - c(a) = (X'()(b—a),y'(n)(b — a)) = (b—a) - (x'(£), y'(n))

pro dvé (obecné rizné) hodnoty &, 7 € [a, b].



Napf. v roviné E, pro c(t) = (x(t), y(t)) takto dostavame
c(b) - c(a) = (X'()(b—a),y'(n)(b — a)) = (b—a) - (x'(£), y'(n))

pro dvé (obecné rizné) hodnoty &, 7 € [a, b].
Porad nam ale avaha staci na nasledujici odhad

Je-li ¢ krivka v E,, se spojitou derivaci na kompaktnim intervalu
[a, b], pak pro vsechny a < s < t < b plati

lle(t) = c(s)ll < Vnmaxepapy ' (r)Il - [t — s].




Napf. v roviné E, pro c(t) = (x(t), y(t)) takto dostavame
c(b) - c(a) = (X'()(b—a),y'(n)(b — a)) = (b—a) - (x'(£), y'(n))

pro dvé (obecné rizné) hodnoty &, 7 € [a, b].
Porad nam ale avaha staci na nasledujici odhad

Je-li ¢ krivka v E,, se spojitou derivaci na kompaktnim intervalu
[a, b], pak pro vsechny a < s < t < b plati

lle(t) = c(s)ll < Vnmaxepapy ' (r)Il - [t — s].

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E,, v bodé
c(to) € En — vektor ¢’(tg) € R™ v prostoru zaméreni R” dany
derivaci.

Primka zadana parametricky T : c(to) + 7 - ¢/(to) je tecna ke
krivce ¢ v bodé ty, nezavisi na parametrizaci kfivky c.
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Definition

Funkce f : R” — R ma derivaci ve smeéru vektoru v € R” v bodé
x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t+— f(x+ tv) v bodé t =0, tj.

d,f(x) = lim (f(x+tv)—f( ))-

t—0
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Definition

Funkce f : R” — R ma derivaci ve smeéru vektoru v € R” v bodé
x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t+— f(x+ tv) v bodé t =0, tj.

d,f(x) = lim (f(x+tv)—f( ))-

t—0 t

Specialni volbou pfimek ve sméru souradnych os dostavame tzv.

parcialni derivace funkce f, které znacime gf, i=1,...,n, nebo

bez odkazu na samotnou fukci jako operace ai-'

Pro funkce v E; dostavame

9 f(x,y) = lim 2(F(x + t,y) — F(x,))
ox oY) T I X by XY
0 o1

@f(xay) = lim —(f(x,y + 1) = f(x,))-
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Example

Se samotnymi parcialnimi nebo smérovymi derivacemi nevystacime
pro dobrou aproximaci chovani funkce linearnimi vyrazy:

1 kdyz xy =0 1 kdyzy=x2+#0
g(X,y)—{ Y =5 h(X,y)—{ 2y 70

0 jinak 0 jinak
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Example

Se samotnymi parcialnimi nebo smérovymi derivacemi nevystacime
pro dobrou aproximaci chovani funkce linearnimi vyrazy:

g(x,y) = {

1 kdyzxy =0 1 kdyzy=x?>#0
.. ) h(X7y) = { .. .
0 jinak 0 jinak

Zadna z nich neprodluzuje viechny hladké kfivky prochazejici
bodem (0, 0) na hladké krivky.

Pro g existuji obé parcialni derivace v (0,0) a jiné smérové derivace
neexistuji, zatimco pro h existuji vsechny smérové derivace v bodé
(0,0) a plati d,h(0) = 0 pro viechny sméry v, takze jde o linearni
zavislost na v € R2.
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promeénné:
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Nasledujici definice vérné sleduje chovani diferencialu funkci jedné
promeénné:

Definition

Funkce f : R" — R je diferencovatelna v bode x, jestlize
@ v bodé x existuji viechny smérové derivace d,f(x), v € R”,
@ d,f(x) je linearni v zavislosti na prirastku v a

Q@ 0=Ilim,o ”—‘1/H(f(x—|— v) — f(x) — dvf(x)).
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Nasledujici definice vérné sleduje chovani diferencialu funkci jedné
promeénné:
Definition

Funkce f : R" — R je diferencovatelna v bode x, jestlize

@ v bodé x existuji viechny smérové derivace d,f(x), v € R”,
@ d,f(x) je linearni v zavislosti na prirastku v a

© 0= limy_o %7 (F(x + v) — f(x) — dyf(x)).

(vl
Linearni vyraz d,f (zavisly na vektorové proménné v) nazyvame
diferencial funkce f vycisleny na prirdstku v.

V literature se Casto také rika totalni diferencial df funkce f.



Parcialni derivace a diferencial

(o] Jeo}

Uvazujme f : E; — R se spojitymi parcialnimi derivacemi.
Diferencial v pevném bodé (xo, yo) je linearni funkce df : R> — R

of of
df = 8—d Ix + a—d

na prirtistcich se soufadnicemi danymi pravé parcialnimi derivacemi.



Parcialni derivace a diferencial

(o] Jeo}

Uvazujme f : E; — R se spojitymi parcialnimi derivacemi.
Diferencial v pevném bodé (xo, yo) je linearni funkce df : R> — R

of of
df = —dx + —d
ox X+ Oy 4
na prirtistcich se soufadnicemi danymi pravé parcialnimi derivacemi.
Obecnéji v pripadé funkci vice proménnych piseme obdobné
of of of

df:ai)q-dX1+ai)(2dX2+"'+ai)<,7an (*)

a plati:

Necht f : E, — R je funkce n proménnych, ktera ma v okoli bodu
x € E,, spojité parcialni derivace. Pak existuje jeji diferencial df
v bodé x a jeho souradné vyjadreni je dano rovnici (x).




Parcialni derivace a diferencial
ooe

Funkce tridy C*

Definition
Rikame, ze funkce f : R” — R je tfidy C! na mnoziné A, jestlize
mé ve viech bodech mnoziny A spojité parcialni derivace. Piseme

f e CL(A).

Vidéli jsme, ze funkce v C!(A) maji na A diferencial, tj. jsou na A
diferencovatelné.



Parcialni derivace a diferencial
®000

Pro f : E; — R a pevny bod (xp, yo) € E> uvazme rovinu v Es:

of of
z = f(x0, y0) + a(xoyyo)(x — Xp) + @(Xov)@)(y — Yo)-

Je to jedina rovina prochazejici (xo, yo), ve které lezi derivace a
tedy i tecny viech kiivek c(t) = (x(t), y(t), f(x(t), y(t))). Rikame
ji te€na rovina ke grafu funkce f.



Parcialni derivace a diferencial
®000

Pro f : E; — R a pevny bod (xp, yo) € E> uvazme rovinu v Es:

of of
z = f(x0, y0) + a(XOJ’O)(X — Xp) + @(Xoa)/o)(y — Yo)-

Je to jedina rovina prochazejici (xo, yo), ve které lezi derivace a
tedy i tecny viech kiivek c(t) = (x(t), y(t), f(x(t), y(t))). Rikame
ji te€na rovina ke grafu funkce f.

Na obrazku jsou zobrazeny dvé tecné roviny ke grafu funkce
f(x,y) = sin(x) cos(y). Cervena Eara je obrazem kivky

c(t) = (t,t,f(t,t)).




Parcialni derivace a diferencial
0®00

Obecné pro f : E, — R je tecnou rovinou afinni nadrovina v E, ;1.



Parcialni derivace a diferencial
0®00

Obecné pro f : E, — R je tecnou rovinou afinni nadrovina v E, ;1.
Tato nadrovina

@ prochazi bodem (x, f(x))
@ jeji zaméreni je grafem linearniho zobrazeni df (x) : R” — R,
tj. diferencialu v bodé x € E,.



Parcialni derivace a diferencial
0®00

Obecné pro f : E, — R je tecnou rovinou afinni nadrovina v E, ;1.
Tato nadrovina

@ prochazi bodem (x, f(x))
@ jeji zaméreni je grafem linearniho zobrazeni df (x) : R” — R,
tj. diferencialu v bodé x € E,.

Analogie s funkcemi jedné proménné:
Diferencovatelna funkce f na E, ma v bodé x € E, nulovy
diferencial tehdy a jen tehdy, kdyz jeji slozeni s libovolnou kfivkou
prochazejici timto bodem zde ma stacionarni bod.
To oviem neznamena, ze v takovém bodé musi mit f aspon lokalné
bud maximum nebo minimum. Stejné jako u funkci jedné proménné
mizeme rozhodovat teprve podle derivaci vyssich.



Parcialni derivace a diferencial

jeJol le]

Definition

Funkce f : R" — R je diferencovatelna v bode x, jestlize
© v bodé x existuji vsechny smérové derivace d,f(x), v € R”,
@ d,f(x) je linearni v zavislosti na prirastku v a

@ 0= limy_o 17 (F(x + v) — f(x) — dvf(x)).

vl

Theorem

Necht f : E, — R je funkce n proménnych, ktera ma v okoli bodu
x € E, spojité parcialni derivace. Pak existuje jeji diferencial df v
bodé x a jeho souradné vyjadreni je dano rovnici

of of of
df = aixldX]_—i-ai)QdXz‘i"'"i‘aixnan' (*)




Parcialni derivace a diferencial
ocooe

Diferencial zadava tecné (nad)roviny funkce n proménnych.

Graf funkce f(x,y) = sin(x) cos(y), Cervena &ara je obrazem krivky
c(t) = (t,t,f(t,t)).

Diferencovatelna funkce f na E, v bodé x € E, ma nulovy
diferencial tehdy a jen tehdy, kdyz jeji slozeni s libovolnou kfivkou
prochazejici timto bodem zde ma stacionarni bod. To oviem
neznamena, ze v takovém bodé musi mit f aspon lokalné bud
maximum nebo minimum. Stejné jako u funkci jedné proménné
miizeme rozhodovat teprve podle derivaci vyssich.



Derivace vyssich radi

Plan prednasky

@ Derivace vyssich rada



Derivace vyssich radi

[ le]

Pro pevny pririistek v € R” je vyéisleni diferenciala na tomto
prirGistku opét (diferencialni) operace na funkcich f : E, — R

f s dyf = df(v).

Vysledkem je df(v) : E, — R. Jestlize je tato funkce opét
diferencovatelna, miazeme iterovat.
Pro parcialni derivace druhého radu piseme

2 2
(i o i)f = 9 f= of
Ox;  Ox; 0x;0x; Ox;0x;

v pripadé opakované volby i = j piseme také

2 2
0 0., _ P _PF

% o) ~ a2 ~ e



Derivace vyssich radi
oe

Uplné stejné postupujeme pti dalsich iteracich a hovofime o
parcialnich derivacich k-tého radu
okf

Oxiy ... Oxj,

Necht f : E, — R je k-krat diferencovatelna funkce se spojitymi
parcialnimi derivacemi az do radu k véetné v okoli bodu x € R".
Pak vsechny parcialni derivace nezévisi na poradi derivovani.




Derivace vyssich radi
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Definition

Je-li f: R" — R libovolna dvakrat diferencovatelna funkce,
nazyvame symetrickou matici funkci

2 2
82f 8)?18’()(1 (X) to azgx,, (X)
Hf (x) =< (x>) [ .
0xi0%; 92f 92f
OxnOx1 (X) T OXnOXn (X)

Hessian funkce f v bodé x.




Derivace vyssich radi
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Pro kfivku c(t) = (x(t), y(t)) = (x0 + £t, yo + nt) maji funkce

B(0) = f(r0.30) + £ (G- ol + 5ol )

1
+ §t2 <fxx(><o,y0)§2 + 2f, (X0, yo)én + fyy(XOa}/O)n2>

stejné derivace do druhého Fadu véetné. Funkci S piseme vektorové:
- f f . £ } 2 . Hf . §

B(t) = f(x0, y0) + tdf (x0, %0) n) T3t (& n) - Hf (x0, y0) n

nebo ((t) = f(xo, yo) + tdf (xo, yo)(v) + %tsz(xo,yo)(v, v), kde

v = (&,m) = c(t) je pririistek zadany derivaci kfivky c(t) a Hessian
symetrickd 2—forma.



Pouziti Hessianu pfipomina Taylorovu vétu funkci jedné proménné!

““‘.v/;;;}i{.{é
OSSR
SSEKAL
SO
4

eeY
3%

Tecna rovina je vynesena spolu s kvadratickym priblizenim pro
funkci f(x, y) = sin(x) cos(y).

Obecné pro funkce f : E, — R, body x = (x1,...,x) € E, a
priristky v = (&1,...,&,) klademe

k
DRI = Y ) G 6

OXj, ...0X;
1<iy,...ixg<n 1 Tk



Derivace vyssich radi

oooe

Ukazme ve dvou proménnych:

Teéna rovina: f(xo, o) + DY (x0, y0)(x — X0,y — ¥0)

Aproximace pomoci hesianu:

f(x0, ¥0) + D (x0, ¥0) (X — x0, ¥ — ¥0) + 5 D?(x0, ¥o)f (x — X0, ¥ — y0)
vyraz tretiho fadu

a3f L Of o3
3 3 2 2 3
Df(x.y)(&m) = 558 +35, 23 £ y2€77 + 953"

a obecné

k

D*f(x, y)(€.m) = Z()W Ty

=0
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