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Uvazujme nahodny vektor Y = (Y4,...,Y,)" a predpokladejme,
ze plati
Y=X-B+0Z,

kde X = (x;j) je konstantni matice realnych cisel s n radky a k < n
sloupci a hodnosti k, 8 je neznamy konstantni vektor k parametri
modelu, Z je ndhodny vektor, jehoz n komponent ma rozdéleni
N(0,1), a ¢ > 0 je neznamy kladny parametr modelu. Hovofime o
linedrnim modelu s Gplnou hodnosti.
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sloupci a hodnosti k, 8 je neznamy konstantni vektor k parametri
modelu, Z je ndhodny vektor, jehoz n komponent ma rozdéleni
N(0,1), a ¢ > 0 je neznamy kladny parametr modelu. Hovofime o
linedrnim modelu s Gplnou hodnosti.

V praktickych problémech zpravidla zname veli¢iny x;; a snazime se
odhadnout nebo predikovat hodnotu Y.

Chceme pfitom mit jasno o pravdépodobnostnich charakteristikach
téchto odhada.
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Napriklad x;; mize ve vztahu Y = X - 5 + 0Z vyjadrovat
hodnoceni i—tého studenta v j—tém semestru (j = 1,2,3) z
matematiky a chceme védét, jak tento student asi dopadne ve
Ctvrtém semestru. K tomu potfebujeme znat vektor 3 (zatimco oZ
vystihuje nahodna vychyleni ve sledovaném modelu). Vektor
odhadneme na zakladé aplnych pozorovani, tj. ze znalosti hodnot
Y (napf. z vysledkii v prechozich letech).
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tak, aby vektor ¥ = Xb minimalizoval druhou mocninu délky
vektoru Y — Xg.
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hodnoceni i—tého studenta v j—tém semestru (j = 1,2,3) z
matematiky a chceme védét, jak tento student asi dopadne ve
Ctvrtém semestru. K tomu potfebujeme znat vektor 3 (zatimco oZ
vystihuje nahodna vychyleni ve sledovaném modelu). Vektor
odhadneme na zakladé aplnych pozorovani, tj. ze znalosti hodnot
Y (napf. z vysledkii v prechozich letech).

K odhadu vektoru 8 se €asto pouzivd metoda nejmensich
ctvercii. To znamena, ze chceme najit odhad b € R¥ pro vektor 8
tak, aby vektor ¥ = Xb minimalizoval druhou mocninu délky
vektoru Y — Xg.

To je ale jednoducha aloha linearni algebry a vime, ze jde o nalezeni
kolmého primétu vektoru Y do podprostoru (X) C R”
generovaném sloupci matice X.
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k
1Y = X812 =3"(Yvi =3 xi8)°.
j=1

i=1

Velikost || Y — V|2 nazyvame rezidualni soucet Etvercii, zpravidla
se znai RSS. Definujeme také rezidualni rozptyl jako

2 _ Y — Xb|?
5° = PR

Vime, 7e Y = Xb a ze, diky nasemu prepokladu o maximalni
hodnosti X, je matice X7 X invertibilni. Maizeme proto rovnou
spocist b = (XTX)71XTY.
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Theorem

Necht A je libovolnd matice typu m/n nad redlnymi nebo
komplexnimi skalary. Pak existuji ¢tvercové unitarni matice U a V
dimenzi m a n, a realna diagonalni matice s nezapornymi prvky D
dimenze r, r < min{m, n}, takové, ze

. . (DO
A= USV*, 5_(0 0>

a r je hodnost matice AA*. Pritom je S urcena jednoznacné az na
poradi prvkii a prvky diagonalni matice D jsou druhé odmocniny
vlastnich ¢cisel d; matice AA*. Pokud je A realnd matice, pak i
matice U a V jsou ortogonalni.
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Necht A je redlnd matice typu m/n a necht

. < (DO
a=usv, s=(7 )

je jeji singularni rozklad (zejména D je invertibilni). Matici

Dl 0
. /g 1% !
amver, 5= (5" 0)

nazyvame pseudoinverzni matice k matici A.

Jak ukazuje nasledujici véta, je pseudoinverze diilezité zobecnéni
pojmu inverzni matice, véetné pfimocarych aplikaci.
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Theorem

Necht A je redlna nebo komplexni matice typu m/n. Pak pro jeji
pseudoinverzni matici plati:

@ Je-li A invertibilni (zejména tedy ctvercova), pak
Al = A71,

@ Pro pseudoinverzi A plati, ze ATA i AAT jsou hermiteovské (v
realném pripadé symetrické) a

AATA=A, ATAAT = AT,

© Pseudoinverzni matice A’ je étyfmi viastnosti z predchoziho
bodu uréena jednoznacné. Pokud tedy néjaka matice B typu
n x m spliuje, ze BA i AB jsou hermiteovské, ABA = A a
BAB = B, pak B = Af.
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Theorem (Pokracovani)

@ Je-li A matice systému linearnich rovnic Ax = b, s pravou
stranou b € K™, pak vektor y = Ath € K" minimalizuje
velikost ||[Ax — b|| pro vsechny vektory x € K".

@ Systém linearnich rovnic Ax = b s b € K™ je resitelny, pravé
kdyz plati AATb = b. V tomto pripadé jsou viechna feseni
dana vyrazem

x=Alb+ (E — ATA)u,

kde u € K" je libovolné.

Z bodu (4) predchozi véty plyne, Ze matice AAT je matici kolmé
projekce z vektorového prostoru R", kde n je pocet radki matice A
na podprostor generovany sloupci matice A (tato interpretace ma
samozfejmé smys| pouze pro matice majici vice radki nez sloupci).
Dale pro matice A, jejichz sloupce tvofi nezavislé vektory, ma smysl
vyraz (ATA)7LAT a neni tézké ovérit, Ze tato matice spliiuje
vsechny vlastnosti z (1) a (2) z predchozi véty, jedna se tedy

o pseudoinverzi k matici A.
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Z predchozi véty vyplyvaji také nasledujici vlastnosti pseudoinverze:

@ Pro viechny matice A plati (A" = A,

@ pokud ma matice A, typu m x n, plnou fadkovou hodnost m,
pak AT = A*(AAT)7L,

@ pokud ma matice A, typu m x n, plnou sloupcovou hodnost n,
pak AT = (AT A)~1A*,
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Jestlize ma nahodny vektor Z = (Zi, ..., Z,) nezavislé komponenty
Z; ~ N(0,1), je jeho varian¢ni matice jednotkovou matici, tj.
varZ =1,.

Uvazme vektor U = a + BZ, kde a je libovolny konstantni vektor
v R™ a B je konstantni matice typu (m, n).

Vime EU = aavarU =V = BB (protoze varianéni matice Z je
identicka). Je tedy tato varianéni matice vzdy pozitivné
semidefinitni.

Rikame, ze nahodny vektor U ma mnohomérné normalni
rozdeleni N,(a, V).
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Pro libovolné mnohomérné normalni rozdéleni Np,(a, V) znovu
vezmeme afinni transformaci

W =c+ DU

s vektorem konstant ¢ € R a libovolnou konstantni matici typu
(k, m). Pfimym vypoctem

W =c+ D(a+ BZ)=(c+ Da)+ (DB)Z,

co? je samorejmé nahodny vektor W ~ Ny (c + Da, DBTBDT).
Chova se tedy kovarianéni matice mnohomérného normalniho
rozdéleni pfi afinnich transformacich jako kvadraticka forma.
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Dokazali jsme, ze jakakoliv linarni kombinace komponent slozek
nahodného vektoru s mnohomérnym normalnim rozdélenim je
nahodna veli¢ina s normalnim rozdélenim. Stejné je kazdy vektor
vznikly vybérem jen nékterych komponent vektoru U opét
nahodnym vektorem s mnohomérnym normalnim rozdélenim.
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V linedrnim modelu Y = X8 + o Z plati pro vhodné matice P a R:
(1) Pro odhad Y plati

Y =XB+0PPTZ, Y ~N(X3,02PPT).

(2) Rezidualni soucet Ctvercii RSS a normovany ctverec velikosti
rezidua maji rozdéleni:

Y — ¥ ~N(0,02RRT), ||Y = Y|?/0? ~ % ,.
(3) Nahodna velicina b= B+ o(PTX)"1PTZ ma rozdéleni
b~ N(B,02(X"X)™1).
(4) Pro rezidulni rozptyl plati (n — k)S? /o2 ~ x2_, .

(5) Stredni hodnota rezidualniho rozptylu je E S? = o2.
(6) Veliciny b a S? jsou nezavislé.
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Uplné nejjednodussi je to v pripadé jediného vybéru, kdy testujeme,

zda jediny parametr (3 je roven dané hodnoté 3.
Volime matici X s jedinym sloupcem plnym jednicek. Vyraz

Y=X6+0cZ
komponenty v Y jsou nezavislé veliciny Y; ~ N3, o2, jde o nahodny

vybér rozsahu n z normalniho rozdéleni.
Obecna véta dava odhad

b=(XTX)"1XxTy EjY_Y

1 _ _
2~ |lY-XY|P= — Y; —
S n—lH | n—lz(

coz jsou pravé vybérovy priimér a rozptyl, se kterymi jsme jiz
pocitali.
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Zajiméa nas pFitom statistika

Y -5
r="2m

Testovani hypotézy 3 = By se nazyva jednovybérovy t-test. Na
hladiné o hypotézu zamitame, kdyz je | T| > t,—1(a).
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parovy t-test

Je vhodny na pripady, kdy testujeme dvojice ndhodnych vektori

Wi = (Wi1) a Wa = (Wiz), o rozdilech jejichz komponent

Y; = Wip — Wiy vime, ze maji rozdéleni N(3, 02). Potiebujeme
navic, aby byly veli¢iny Y; nezavislé (coz nefika, ze musi byt
nezavislé jednotlivé dvojice Wj; a Wi,!). Mazeme si predstavit
tfeba hodnoceni dvou riiznych vyucujicich timz studentem.
Testujeme hypotézu, ze pro vsechna i je E Wj; = E Wj5. Pouzivame
statistiku _ _

L L < Wa /m.
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