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Pripomenuti z minulé prednasky

Zobrazeni F : E, — E,,
F(xt, -y xn) = (A(X15 -5 Xn)s« - s Fm(X15 - - -, Xn)) je tFidy CP,

jestlize tuto vlastnost maji viechny funkce f, ..., .
ofy of of;
df(x) g Bg T O
ZOIE 3
DF(x)=| " " |=|"* 7 7
Ofn  Ofn O
dfm(x) i T

se nazyva Jacobiho matice zobrazeni F v bodé x. Linearni
zobrazeni D' F(x) definované na prirtistcich v = (vy, ..., v,)

pomoci stejné znacené Jacobiho matice nazyvame diferencial
zobrazeni F v bodé x z defini¢niho oboru, jestlize

lim - (F(x + v) - F(x) - D*F(x)(v)) = 0.

v—0 [Jv||
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Zobrazeni F : E, — E,,, jehoz viechny soufadné funkce maji spojité
parcialni derivace v okoli bodu x € E,, ma diferencial D! F(x)
zadany Jacobiho matici (tj. diferencial je linearni zobrazeni s touto
matici).

Theorem ("Chain Rule")

Necht F : E, — E,, a G : E,, — E, jsou dvé diferencovatelna
zobrazeni, pricemz definiéni obor G obsahuje cely obor hodnot F.
Pak také slozené zobrazeni G o F je diferencovatelné a jeho
diferencial je v kazdém bodé z definicniho obodu F kompozici
diferencialii

DY(G o F)(x) = D'G(F(x)) o D*F(x).

Prislusna Jacobiho matice je ddna soucinem prislusnych Jacobiho
matic.
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Theorem (Véta o inverznim zobrazeni)

Necht F : E, — E, je zobrazeni tiidy C' na né&jakém okoli bodu

xo € E, a necht je Jacobiho matice D*f(xg) invertibilni. Pak na
néjakém okoli bodu xq existuje inverzni zobrazeni F~1 a jeho
diferencial v bodé F(xq) je inverznim zobrazenim k D'F(xg), tzn. je
zadan inverzni matici k Jacobiho matici zobrazeni F v bodé xg.
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Véta o implicitni funkci

Pro jednoduchost vylozime ideu v roviné Ej:

Pro spojité diferencovatelné zobrazeni F(x,y) : R? — R hledejme
body (x,y), ve kterych plati F(x,y) = 0. Pfikladem miize byt tfeba
obvykla (implicitni) definice pfimek a kruznic:

F(x,y)=ax+by+c=0
Fix,y)=(x—s)?+(y—t)>=r*=0, r>0.

V prvém pripadé je (pfi b # 0) predpisem zadana funkce

=f(x)=——x— —
y=fx)=—px—1
pro viechna x, ve druhém umime pouze pro (a, b) spliujici rovnici
kruznice a b # t najit okoli bodu a, na kterém nastane jedna z
moznosti: y = f(x) =t + /(x — s)> —r,
y=Ff(x)=t—\/(x—s)>—r.
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Krajni body intervalu [t — r, t + r] také vyhovuji rovnici kruznice,
plati v nich ale F,(s £ r, t) =0, coz vystihuje polohu tecny ke
kruznici v téchto bodech rovnobézné s osou y. V téchto bodech
skute¢né neumime najit okoli, na némz by kruznice byla popsana
jako funkce y = f(x).
Navic umime i derivace:

1 2(x—s) x—s  F

N e A

Naopak, pokud budeme chtit najit zavislost x = f(y) takovou, aby
F(f(y),y) =0, pak v okoli bodt (s + r, t) bez problémii uspéjeme.
Vsimnéme si, ze v téchto bodech je parcialni derivace F, nenulova.
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Zhriime pozorovani (pro pouhé dva priklady):

Pro funkci F(x,y) a bod (a, b) € E> takovy, ze F(a, b) = 0, umime
najit funkci y = f(x) spliujici F(x, f(x)) = 0, pokud je

Fy(a, b) # 0. V takovém pripadé umim i vypocist f'(x) = —F,/F,.
Dokazeme, ze takto to plati vzdy, navic rozsifené i na libovolné
pocty proménnych.

Posledni tvrzeni o derivaci pfitom je dobfe zapamatovalné (a pfi
peclivém vnimani véci i pochopitelné) z vyrazu pro diferencial:

0 = dF = Fydx + F,dy = (Fx + F,f'(x))dx.
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Obdobné pro implicitni vyrazy F(x,y,z) = 0, kdy hledame funkci
g(x,y) takovou, ze F(x,y, g(x,y)) = 0. Napf. graf funkce
f(x,y) = x2 + y? (rotaéni paraboloid) mtizeme implicitné zadat
rovnici

2

0=F(x,y,z) =z —x>—y2

Jaké dimenze se mohou/maji v problému vyskytovat obecné?
Pokud bychom pro nasi posledni F chtéli najit kfivku
c(x) = (c1(x), c2(x)) v roviné takovou, ze

Fx,c(x)) = F(x, a(x), e2(x)) = 0,

pak to lze, ale vysledek nebude jednoznaény pro danou pocate¢ni
podminku.
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Obecny postup:

Jedna funkce m + 1 proménnych zadava implicitné nadplochu v
R™*1 kterou vyjadiujeme alespon lokalné jako graf jedné funkce v
m proménnych.

Proto n funkci v m + n proménnych bude zadavat priinik n
nadploch v R™*" coz je ve ,vétsing" pripadii m—rozmérny objekt.
Priklad: dvé rovnice f(x,y,z) =0, g(x,y,z) = 0 v E3 zadavaji (za
néjaké podminky na derivace) kfivku v E3.
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Uvazujme proto spojité diferencovatelné zobrazeni
. m-+n n
F=(f,...,f,)  R™" 5 R",

Jacobiho matice tohoto zobrazeni bude mit n fadki a m+n
sloupcii a mizeme si ji symbolicky zapsat jako

of o _ofi _of
Ox1 T OXm 8Xm+1 e OXm+n
D'F =(DiF.DyF)=| © . & i ],
Ofy Ofy  _Ofy _Ofn
ox1 OXm OXmt+1 " OXm+n

kde (x1, ..., Xmt+n) € R™" zapisujeme jako (x,y) € R™ x R",
DLF je matice s n fadky a prvnimi m sloupci v Jacobiho matici,
zatimco D}F je Ctvercova matice fadu n se zbylymi sloupci.
Vicerozmérnou analogii k pfedchozi ivaze s nenulovou parcialni
derivaci podle y je pozadavek, aby matice D}} byla invertibilni.
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Theorem (Véta o implicitnim zobrazeni)

Necht F : R™+" — R” je zobrazeni tridy C' na otevieném okoli
bodu (a, b) € R™ x R" = R™"", ve kterém je F(a,b) =0 a

det D} F # 0. Potom existuje zobrazeni tridy C* G : R™ — R”
definované na néjakém okoli U bodu a € R™ s obrazem G(U), ktery
obsahuje bod b, a takové, ze F(x, G(x)) = 0 pro vsechny x € U.
Navic je Jacobiho matice D' G zobrazeni G na okoli bodu a zadana
soucinem matic

D'G(x) = —(DyF) ™ (x, G(x)) - DiF(x, G(x)).
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Dokazeme pro nejjednodussi pripad rovnice F(x,y) = 0 s funkci F
dvou proménnych.
Rozsifime funkci F na

F:R?2 5 R%  (x,y) e~ (x, F(x,y)).

Jacobiho matice zobrazeni F je

DD = (r ey Fony):

Z predpokladu Fy(a, b) # 0 vyplyva, Ze totéz plati i na nejakem
okoli bodu (a, b) a tam je funkce F invertibilni a F~! ]
jednoznacné definované a spojité diferencovatelné.
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Necht 7 : R — R je projekce na druhou soutadnici, pak
f(x) =mo F71(x,0)

je spojité diferencovatelna funkce.

Spocteme F(x, f(x)) = F(x, m(F~1(x,0))).

Z definice F(x,y) = (x F(x,y)) vidime, ze i jeji inverze ma tvar
F~Y(x,y) = (x,7F~(x, y)). Proto

F(x,f(x)) = 7T(I:_(X,7T(/:__1(x, 0)))) = 7T(:E(:E_1(X, 0))) = n(x,0) = 0.

Tim mame dokazanu prvni ¢ast véty a zbyva spocist derivaci funkce

f(x).
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Tuto derivaci miizeme odeéist opét z véty o inverznim zobrazeni
pomoci matice (DF)~1L.

<Fx(i,y> Fy(i,y))_l = (RO <_F%X((Xx’,yy)> (1)) ~

Dle definice f(x) = 7F~1(x,0) nas z této matice zajima prvni
polozka na druhém Fadku, ktera je pravé Jacobiho matici Df. V
nasem jednoduchém pfipadé je to pravé pozadovany skalar
—Fex F())/Fy (3, F ().

Diikaz véty je ukonéen. Pro obecny pfipad je zcela stejny, jen
pracujeme s nasobenim matic a vektorti misto skalari.
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Gradient funkce

Definition
Pro spojité diferencovatelnou funkci F(xi,...,xn) : R” — R se
vektor of of
DF=(—,...,—
<8X1’ ’ 8x,,>

nazyva gradient funkce F.
V technické a fyzikalni literatufe se casto zapisuje také jako grad F.

Rovnost F(xi,...,X,) = b s pevnou hodnotou b € R zadava
podmnozinu M C R”, ktera miva vlastnosti (n — 1)-rozmérné
nadplochy. Presnéji: pokud je vektor parcialnich derivaci nenulovy,
miizeme lokalné mnozinu M popsat jako graf spojité
diferencovatelné funkce v n — 1 proménnych.

Hovofime v této souvislosti také o trovnovych mnozinach M,,.
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Na derivacich krivek lezicich v Groviiové mnoziné M se bude
diferencial dF vzdy vycislovat nulové:
F(c(t)) = b pro vsechna t, proto

d
IF(c(t)) = dF(c(t)) = 0.
Pro obecny vektor v = (vi,...,v,) € R je velikost prislusné
smérové derivace funkce F:
of of
VF| = |=— b —— | = DF
|dvF| T cos || D7 F|||v|]

kde ¢ je odchylka vektoru v od gradientu F. Dokazali jsme:

Smér zadany gradientem v bodé x = (xi,...,xn) je pravé ten smér,
ve kterém funkce F nejrychleji roste.

Tecna rovina k neprazdné droviiové mnoziné My, v okoli jejiho bodu
s nenulovym gradientem D'F je uréena ortogonalnim doplitkem ke
gradientu.
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Nasobkiim gradientu v tomto pripadé fikame normalovy vektor
nadplochy M.

Theorem

Pro funkci F n proménnych a bod P = (a1,...,a,) € My, v jehoz
okoli je My, gratem funkce (n — 1) proménnych je implicitni rovnice
pro tecnou nadrovinu

of of
:aix]-(P)(Xl_al)_i__F

0
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Example (Model osvétleni 3D objektu)

Pro 2D povrch zname smér v dopadu svétla, tj. mame mnozinu M
zadanou implicitné rovnici F(x,y,z) = 0 a vektor v. Intenzitu
osvétleni bodu P € M pak definujme jako / cos ¢, kde ¢ je thel
mezi normalou zadanou gradientem a vektorem opacnym ke sméru
svétla. (Znaménko fika, kterou stranu plochy osvétlujeme.)

Napf. v =(1,1,—1) (tj. ,5ikmo dolid”) a

F(x,y,z) =x*>+y?>+ 2> —1. Probod P = (x,y,z) € M

grad F - v —2x — 2y + 2z
I(P) = = In.
(F) = Tgrad FTv] N

Dle o€ekavani je plnou intenzitou ly osvétlen bod

P = %(—1, —1,1) na povrchu koule.
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Tecné a normalové prostory

Obecné dimenze: funkce F = (fi,...,f;) : R™" — R" a n rovnic
ﬁ(Xl,...,Xm+n):bi, i:1,...,n.

dle véty o implicitni funkci je ,,vétsinou" mnozina viech feseni
(X1, ..., Xm+n) grafem zobrazeni G : R™ — R". Pro pevnou volbu
b= (b1,...,bn) je samoziejmé mnozinou M vsech feseni priinik
nadploch M(b;, f;) pfislusejicich jednotlivym rovnicim f; = b;.
Totéz plati pro te€né sméry a normalové sméry:

Afinni podprostor v R™*" obsahujici pravé vsechny teény k M
bodem P dan rovnicemi:

o of,

0= ai)q(P) . (X1 - 31) + 4+ BX,,(P) ) (Xm+n - 3m+n)
oty of,
0= oxq (P) : (X1 - 31) +---+ 8Xn(:D) . (Xm+n - 3m+n)‘
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Tento podprostor se nazyva tecny prostor k (implicitné zadané)
plose M v bodé P. Normalovy prostor v bodé P je afinni
podprostor generovany bodem P a gradienty viech funkci f1,..., f,
v bodé P, tj. radky Jacobiho matice DF.

Spoctéme teénu a normalovy prostor ke kuzelosedce v R3.
Uvazujme rovnici

0="Ff(x,y,z) =z — /x2+ y?
kuzelu s vrcholem v pocatku a rovinu zadanou
O0=g(x,y,z)=z—2x+y+ 1L

Bod P = (1,0,1) patfi jak kuzelu tak roviné a priinik M téchto
dvou ploch je krivka.
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Jeji te€nou v bodé P bude pfimka zadana rovnicemi

1 1
0=—-— ——=2x (x—1) - ———=2y -y
2 v x? +y2 x=1,y=0 2 v x? +y2 x=1,y=0
+1-(z-1)

=—-Xx+z
0==2(x—1)+4+y+(z—-1)=-2x+y+z+1

zatimco rovina kolma k nasi kfivce bodem P bude parametricky
dana vyrazem

(1,0,1) + 7(-1,0,1) + 0(—2,1,1)

S parametry 7 a 0.
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