Matematika Ill — 4. tyden
Funkce vice proménnych: Vazané extrémy

Jan Slovak

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

6. 10. — 10. 10. 2014



Obsah prednasky

@ Literatura

© Tecny a normaly k implicitné zadanym plocham
@ Tec¢né a normalové prostory

© Vazané extrémy



Literatura

Kde je dobré cist?

@ Zuzana Dosla, Roman Plch, Petr Sojka, Diferencialni pocet
funkci vice proménnych s programem Maple, MU Brno, 1999,
273 s.

o J. Slovak, M. Panak, M. Bulant, Matematika drsné a svizné,
Muni Press, Brno 2013, v+773 s., elektronicka edice
www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne


www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne

Teény a normaly k implicitné zadanym plocham
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Gradient funkce

Definition
Pro spojité diferencovatelnou funkci F(xi,...,xn) : R” — R se
vektor - -
DF=(—,...,—
Oxq 0x,,
nazyva gradient funkce F.

Rovnost F(xi,...,x,) = b's pevnou hodnotou b € R zadava
podmnozinu M C R”, ktera miva vlastnosti (n — 1)-rozmérné
nadplochy. Hovofime v této souvislosti také o Grovnovych
mnozinach M.
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Smér zadany gradientem v bodé x = (xi,...,xn) je pravé ten smér,
ve kterém funkce F nejrychleji roste.

Tecna rovina k neprazdné aroviové mnoziné My, v okoli jejiho bodu
s nenulovym gradientem D'F je uréena ortogonalnim doplitkem ke
gradientu.

Nasobkiim gradientu v tomto pripadé fikame normalovy vektor
nadplochy M.

Theorem

Pro funkci F n proménnych a bod P = (a1, ...,a,) € My, v jehoz
okoli je My, gratem funkce (n — 1) proménnych je implicitni rovnice
pro tecnou nadrovinu

of of

O—aixl(P)'(Xl—al)-i-"'-i-aXn

(P) - (%o — an).
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Obecné dimenze: funkce F = (f1,...,f,) : R™" — R™ a n rovnic

fi(X1y .y Xmyn) = biy, i=1,...,n.

dle véty o implicitni funkci je ,vétsinou” mnozina viech feseni
(X1, ..., Xm+n) grafem zobrazeni G : R™ — R". Pro pevnou volbu
b= (by,...,bn) je samoziejmé mnozinou M vsech Feseni prinik
nadploch M(b;, f;) pfislusejicich jednotlivym rovnicim f; = b;.
Totéz plati pro te€né sméry a normalové sméry:

Tecny prostor k M bodem P je dan rovnicemi:

of of

0= a—Xll(P) O —a)++ 6X1n(P) - (Xmtn — amin)
of, of,

0 (P)'(Xl_al)+"'+ (P)'(Xm+n_am+n)'

- 8X1 8X,,

Normalovy prostor v bodé P je afinni podprostor generovany
bodem P a gradienty viech funkci fi, ..., f, v bodé P, tj. Fadky
Jacobiho matice DF.
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V praxi mivaji optimalizaéni tlohy ¢asto m + n parametra, které
jsou vazany n podminkami. V nasem jazyce diferencialniho poctu
tedy hledame extrémy spojité diferencovatelné funkce h na mnoziné
bodd M zadanych implicitné rovnici F(x1,...,Xm+n) = 0.

Pokud je M ve vsech svych bodech grafem hladkého zobrazeni v m
proménnych, musi byt kazdy extrém P € M stacionarnim bodem,
tj. pro kazdou kfivku c(t) C M prochazejici pres P = ¢(0) musi byt
h(c(t)) extrémem pro tuto funkci jedné proménné. Proto musi
platit

d

—h(e(®)e=0 = der0)h(P) = dh(P)(c'(0)) = 0.

Tato vlastnost je ekvivalentni tvrzeni, ze gradient h lezi v
normalovém podprostoru (presnéji v jeho zaméreni). Takové body
P € M budeme nazyvat stacionarni body funkce H vzhledem k
vazbam F.



Vazané extrémy
oeo

Normalovy prostor k nasi mnoziné M je generovan radky Jacobiho
matice zobrazeni F a stacionarni body jsou proto ekvivalentné
ureny nasledujicim tvrzenim, kterému se fika metoda
Lagrangeovych multiplikatora:

Theorem

Necht F = (f,...,f,) : R™" — R" je spojité diferencovateln v
okoli bodu P, F(P) =0 a M je zadana implicitné rovnici

F(x,y) = 0 a hodnost matice D*F v bodé P je n. Pak P je
stacionarnim bodem spojité diferencovatelné funkce h : R™" — R
pravé, kdyz existuji redlné parametry A1, ..., \, takové, Ze

gradh = Ajgradfi +--- + A, grad 7,.
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Vsimnéme si poc¢tu neznamych a rovnic v tomto algoritmu:
gradienty jsou vektory o m + n souradnicich, tedy pozadavek z véty
dava m + n rovnic. Jako proménné mame jednak souradnice

X1, ..., Xman hledanych stacionarnich bodii P, ale navic také n
parametri \; v hledané linearni kombinaci. Zbyva viak pozadavek,
ze hledany bod P patfi implicitné zadané mnoziné M, coz
predstavuje dalSich n rovnic. Celkem tedy mame 2n + m rovnic pro
2n 4+ m proménnych a proto Ize ocekavat, ze fesenim bude diskrétni

mnozina bodid P (tj. kazdy z nich zpravidla bude izolovanym
bodem).
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