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1. [2 body] Necht L a R jsou regularni jazyky nad abecedou ¥ a operace inject(L, R)
je definovana nasledovné:

inject(L,R) ={u-v-w|uw € L,v € R}

Intuitivné je tedy inject(L, R) jazyk obsahujici vSechna slova, ktera vzniknou vlozenim
libovolného slova z jazyka R nékam do libovolného slova z jazyka L. Napriklad:

inject({a,aa} ,{b,bb}) = {ba, ab, bba, abb, baa, aba, aab, bbaa, abba, aabb}
inject({e,a},{a,ab}) = {a, ab, aa, aab, aba}

Vasim tkolem je rozhodnout, zda je jazyk inject(L, R) regularni, tedy Ze t¥ida regularnich
jazykil je uzaviena na operaci inject. Vasi odpoveéd dokazte, a to tak, Ze:

e Pokud rozhodnete, Ze neni, najdéte regularni jazyky L a R takové, Ze jazyk inject(L, R)
regularni neni.

e Pokud rozhodnete, zZe je, dokazte tvrzeni napiiklad s pomoci znamych uzavérovych
vlastnosti tfidy regularnich jazyku prezentovanych na prednasce, nebo konstruktivné
popsanim algoritmu na transformaci néjakého formalizmu pro popis regularnich ja-
zykt.

Ttida regularnich jazyku je uzaviena na operaci inject. To mizeme dokazat popisem
algoritmu na konstrukei kone¢ného automatu A rozpoznavajictho jazyk inject(L, R).

Zakladni myslenka konstrukce

Budeme konstruovat konecny automat pro vysledny jazyk. Vyjdeme z DFA pro jazyky
L a R (ty existuji, protoze L, R jsou regularni). Kdykoli na¢teme né&jaky prefix u slova
x = uw z jazyka L, budeme moci déale pokracovat slovem v z jazyka R a pak dokoncit
nacitani prislusného sufixu w. Zaroven vSak musime zajistit, Ze:

1. toto vlozeni piijde udélat pravé jednou,

2. po vlozeni v bude mozné pokracovat jen takovym sufixem w, ze uw € L.

To tedy znamena, ze po dobu nac¢itani v si musime pamatovat, ve kterém stavu auto-
matu pro L jsme zacali v vkladat, a po skonceni nac¢itdni v si musime pamatovat, ze jiz
dalsi slovo z R vkladat nelze.
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Myslenka konstrukce koneéného automatu — podrobnéji

Méjme kone¢ny automat Aj pro jazyk L a konecny automat Ag pro jazyk R. Pro kazdy
stav automatu A; vytvorime kopii Ag. Déle si vytvorime kopii automatu Ay, kterou
oznacime A';.

Nyni spojime vSechny uvedené automaty do jednoho automatu A. Pro kazdy stav ¢
automatu A; opakujeme tento postup:

e 7 ¢ vedeme prechod pod e do vstupniho stavu prislusné kopie Ag,

e ze v8ech akceptujicich stavi prislusné kopie Ag vedeme prechod pod e do stavu ¢
automatu A’y ktery odpovida stavu ¢

Timto jsme spojili vSechny automaty a dale je potfeba zvolit pocatecni stav a ak-
ceptujici stavy A. Jako pocatecni stav A vybereme stav, ktery byl po¢ateénim stavem
automatu Ay . Koncové stavy budou vSechny koncové stavy automatu A'j.

Mohlo by se zdat, Ze automat A’;, neni potfeba a z akceptujicich stavii automatt pro
jazyk R by se stacilo vracet do stavi automatu Ay. Tim bychom v8ak vytvorili jazyk,
ktery dovoluje vlozit vice slov z jazyka R do slov z jazyka L, a to libovolné-kréat.

Dalsi chybnou tvahou je vytvoreni pouze jednoho automatu pro jazyk R. To ale ne-
staci, protoze se musime vratit pravé do toho mista ve slové z L, kde bylo nac¢itani preru-
Seno slovem z R.

Formalni zapis konstrukce kone¢ného automatu

DFA pro jazyk L je dan pétici Ax = (Qr, %, 05, qro, F1), DFA pro jazyk R pétici Agx =
(Qr, %, R, qro, Fr). Pro jazyk inject(L, R) vytvorime NFA s e-kroky A = (Q, 3, 4, o, F),
kde

= ({1,2} x Q1) U (Qr x Qr)
(
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q) | ¢ € F}
1,q),¢) =

{(¢,qro0)}, kde ¢ € Q1

{(2p)}, kdepe Qraqe Fr

i,q),a) ={(i,p) | p=10r(q,a)}, kdei € {1,2},a € L aqe @y
(p.q),a) ={(p,7) | r =0r(q,a)}, kdea € X, p € Qraq € Qr

Pozndamka: Stavy automatu A jsou oznaceny usporadanymi dvojicemi, kde prvni slozka
urCuje, ve které ¢asti slova u - v - w (uw € L,v € R) se nachazime. Dvojice tvaru (1, q)
oznacuji stavy pro ¢ast u, dvojice (2, q) pro ¢ast w a dvojice (p, q), kde p € Qy, stavy pro
cast v.
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