SAT je NP-tézky
SAT = {(¢) | ¢ je splnitelna Booleovska formule}
SAT je NP-tezky, t. Ac NP —= A <, SAT:
Necht A je nedeterministicky TM rozhodujici A v ¢ase n*. Pro kazdé

slovo w sestrojime Booleovskou formuli ¢, ktera je splnitelnd, prave kdyz
stroj ' ma akceptujici vypocet na w.
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SAT je NP-tézky

Kazdy vypocet stroje A pracujiciho v ¢ase n* na slové w lze
reprezentovat tablem:

Vytvorime ¢, aby platilo:
o je splnitelné <= existuje akceptujici tablo reprezentujici vypocet na w
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¢ = (Dcell A <I>start A q)move A cl>accept

deen = “kazdé x; s plati <= v tablu na pozici /,j je symbol s,
kdese C=QUTIU{#}”

o= N\ [(V %is) A (A (s A i)

1<i<nk4+1 seC s,teC
1<j<nk+3 s#t

| Peell| € O(nZK)
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¢ = (Dcell A <I>start A q)move A cl>accept

dsiart = “Na prvnim radku je inicialni konfigurace pro w = wyws ... wp,

Dgtart = X114 N X1,2,q0 A X135 /N
X1747W1 /\ X1757W2 /\ vt /\ X17n+37Wn /\
X{.nrau N Xtpes N oo A X9, nk2.1 A X1,nk 43,4

‘(Dstart‘ < O(nk)
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¢ = (Dcell A <I>start A q)move A cl>accept

dmove = “kazdé dva po sobé jdouci radky tabla odpovidaji kroku vypoctu”

popiseme pomoci “legalnich oken” 2 x 3

priklady legalnich oken pro 4(q1,b) = {(ge, ¢, L), (ge, @, R)}:
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¢ = (Dcell A <I>start A q)move A cl>accept

dmove = “kazdé okno tabla je legalni” (okna se prekryvaji)

/\ ( \/ Xij—1,a N Xija, N Xij+1,a A)

q)move —
Xit1j—1,a, N\ Xit1jas N Xit1 j+1,a

1<i<nf+1 legalni okno
1<j<f7k—|-3 ai|as|as
as | as | as

[ Prmove| € O(n?K)
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¢ = (Dcell A <I>start A q)move A cl>accept

(Daccept — “V tablu Je StaV QaCC”

(Daccept — \/ Xi7j7qaCC

1<i<nk+1
1<j<nk4+3

‘(Daccept ’ S O(nZK)
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¢ = (Dcell A <I>start A q)move A cl>accept

0 = O(n*) + O(n) + O(n*¥) + O(n*) = O(n*¥)
PocCet promennych x; ; s zavisi na n = |w| a neni pevne omezen.

Promennou Ize zakddovat O(log n) znaky.
Tedy |(®)| = O(n?flog n) = O(n?<t1),

(®) ma polynomialni délku vzhledem k n = |w/| a |ze spocitat v
polynomialnim case. Tedy A <, SAT.
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Konjunktivni normalni forma (cnf) formuli

literal = je proménna nebo jeji negace

klauzule = disjunkce literalu

formule v cnf = konjunkce klauzuli

formule v 3cnf = formule v cnf, kde kazda klauzule ma prave 3 literaly

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 14.12.2015 9/29



Problem 3SAT

Problém 3SAT je problém rozhodnout, zda je dana Booleovska formule v
3cnf formé splnitelna.

3SAT = {{yp) | ¢ je splnitelna formule v 3cnf}

Véta. 3SAT je NP-Gplny.

Diukaz. 3SAT € NP:
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3SAT je NP-tézky
3SAT = {{¢) | ¢ je splnitelna formule v 3cnf}

3SAT je NP-tezky, tj. Ac NP —= A <, 3SAT:
zkonstruujeme ¢ jako v dukazu NP-tézkosti SATu

¢ prevedeme na ekvivalentni &’ v cnf pomoci ekvivalence

(e AP)Vp=(eVp)A @V p)
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3SAT je NP-tézky

¢’ pfevedeme na ¢” v 3cnf pomoci vztahu
i
lH V b
LV bVhk
VbV EkBVI

WV bV.. . Vi

®” je splnitelnd <= ® je splnitelnd. |®”| € O(rPX). Tedy A <, 3SAT. O
p
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Redukce a C-tezkost
Lemma. Necht C je slozitostni trida.

Aje C-tezky a A<, B — B je C-tezky

Dukaz.

[]

Dusledek. Je-li ANP-Uplny, A <, B a B € NP, pak B je také NP-uplny.
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Prostorova slozitost algoritmu

m pamét pouzita pfi vypoctu
m zavisi na vstupu
m jako zakladni model pouzijeme Turinguv stroj

m zkoumame nejhorsi pripad, tedy maximalni pocCet prectenych
policek pasky v zavislosti na délce vstupu

m |ze zkoumat i prumeérny pripad
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Prostorova slozitost Turingova stroje

Definice. Necht M je uplny deterministicky (jednopaskovy nebo
vicepaskovy) Turinguv stroj se vstupni abecedou ¥. Pro kazdé w € ¥*
definujeme s, ((w) jako pocCet policek pasky, které stroj M Cte pri vypocCtu
na vstupu w. Prostorova slozitost stroje M je pak funkce Sy : Ng — N
definovana vztahem

Snvi(n) = max{sm(w) | we "}

Definice. Definice prostoroveé slozitosti Uplného nedeterministického
Turingova stroje se liSi pouze tim, Zze s(w) oznaCuje maximalni pocet
policek pasky, které stroj M Cte pri néjakém vypoctu na vstupu w.

Pouzivame asymptotickou notaci, protoze prostor lze komprimovat.
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Priklad

M = ({90, 91, Gacc, Qrej}, 10, 1}, {0, 1, >, L}, >, L1, 3, Qo, Qace, Qrej)

0

> 0 1 L

do
a1

(QO7[>7R) (QO7O7R) (q1717R) (qaCCa_a_)
(Qreja_a_) (q1717R) (q3007_7_)
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Komprese prostoru

Veta. Pro kazdy deterministicky uplny TM M a pro kazdé m > 1 |ze
zkonstruovat deterministicky aplny TM M’ tak, ze L(M) = L(M’) a

Snm(n)
m

Syr(n) = +n+ 2.

Dukaz.
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Prostorove slozitostni tridy problemu

prostorova slozitost problému = nejmensi prostorova slozitost, s jakou
Ize dany problém rozhodnout

Definice. Kazda funkce f : Ny — R™ definuje prostoroveé slozitostni
tridy problému:

SPACE(f(n)) = {L | L je rozhodovany nejakym deterministickym TM M
s prostorovou slozitosti Sy (n) = O(f(n))}

NSPACE(f(n)) = {L | L je rozhodovany néjakym nedet. TM \/
s prostorovou slozitosti Sy(n) = O(f(n))}
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SAT € SPACE(n)

SAT = {(¢) | ¢ je splnitelna Booleovska formule}

SAT muze byt rozhodovan deterministickym tripaskovym TM M:

m na 2. pasku postupnée zapisujeme vsechna ohodnoceni promennych

m na 3. pasce pro dané ohodnoceni overime, zda splnuje vstupni
formuli

m akceptujeme, pokud narazime na splnujici ohodnoceni

m zamitneme, pokud zadné ohodnoceni neni splnujici

Prostor |ze pouzit opakovane.
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Cas a prostor

Veta. Pro kazdou funkci f : N — N plati:
TIME(f(n)) € SPACE(f(n))
NTIME(f(n)) € NSPACE(f(n))
SPACE(f(n)) C TIME(k"(™) pro vhodné k € N
NSPACE(f(n)) € NTIME(k'(") pro vhodné k € N

Dukaz.
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Savitchova veta

Savitchova veta. Pro kaZzdou funkci f : N — N spliujici f(n) > n plati:

NSPACE(f(n)) € SPACE(f4(n))

Standardni prevod nedeterministického TM na deterministicky nefunguje:
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Savitchova veta

Dukaz. Necht N je nedeterministicky TM s prostorovou sloZitosti f(n).
Stroj upravime tak, aby pred akceptovanim smazal pasku a posunul hlavu
zcela vlevo. Ma tedy jen jednu akceptujici konfiguraci cscc. Vypocet stroje
ma maximalné k(" krokd.

Ekvivalentni deterministicky stroj M implementuje proceduru
comp(cy, Co, 1), kterd akceptuje, pokud Ize ve stroji N' béhem nejvySe t
kroku prejit z konfigurace ¢y do ¢y, jinak zamita. Je-li ¢, inicialni
konfigurace stroje A/ pro w, stadi tedy spustit comp(cy, Cace, k(")

comp(cy, Co, t) Ize implementovat rekursivne:
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Savitchova veta
Algoritmus pro comp(cy, Co, t):

t = 1: Otestujeme, zda plati ¢; = ¢z nebo ¢y | co.
Pokud plati, akceptujeme, jinak zamitneme.

t > 1: Pro kazdou konfiguraci ¢’ stroje N vyuzivajici max. f(n) policek
spustime comp(cy, ¢, [51) a comp(c’, ¢z, [4]).
Pokud oboji akceptuje, akceptujeme.

Pokud zadné ¢’ nevedlo k akceptovani, zamitneme.

Prostorova slozitost:

m comp potrebuje prostor na ¢y, co, ¢’ a t (a néco konstantniho):
m hloubka rekurzivniho volani:

m celkem: ]
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Polynomialni prostoroveé slozitostni tridy

PSPACE = | ] SPACE(n") NPSPACE = | ] NSPACE(n")
keN keN

Veta. PSPACE = NPSPACE

Dukaz. Plyne primo z definice (C) a ze Savitchovy véty (D). ]
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Vztahy prostorovych a casovych trid

P C NP C NPSPACE = PSPACE C EXPTIME C NEXPTIME
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Problem TQBF

QBF = kvantifikované Booleovské formule (promenné v domeéne {0,1})

HxVy((x VY)A(—xV ﬁY))

Predpokladame, ze QBF formule jsou v prenexni formeé
(tedy kvantifikatory jsou pouze na zacatku formule).

Definice. Problém TQBF je problém rozhodnout, zda je dana QBF
formule bez volnych proménnych pravdiva.

TQBF = {{y) | ¢ je pravdiva QBF formule bez volnych proménnych}

Véta. TQBF je PSPACE-(plny.

Dukaz. Ukazeme, Zze TQBF € PSPACE a ze TQBF je PSPACE-tézky. [
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TQBF € PSPACE

TQBF 1ze rozhodovat pomoci rekurzivni procedury t(y):

Pokud ¢ neobsahuje kvantifikatory, snadno vyhodnotime a
akceptujeme, pokud je ¢ pravdiva. Jinak zamitneme.

Je-li ¢ tvaru Ix(¢’), spustime t(¢'[x — 0]) a t(¢'[x — 1]). Pokud
alespon jedno z volani akceptuje, akceptujeme. Jinak zamitneme.

Je-li ¢ tvaru Vx(¢'), spustime t(¢'[x — 0]) a t(¢'[x — 1]). Pokud obé
volani akceptuji, akceptujeme. Jinak zamitneme.

Prostorova slozitost:

m v jednom zavolani t si staci pamatovat pouze néco konstantniho.
m hloubka rekurzivniho volani:

m celkem:
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TQBF je PSPACE-tézky
Ukazeme A € PSPACE — A <, TQBF.
Necht M je TM s prostorovou sloZitosti n* rozhodujici A. Tedy M pracuje

v éase d(™). Pfedpokladame, ze M ma jednu akceptujici konfiguraci Cage.
Dukaz kombinuje myS$lenky dikazu NP-tézkosti SATu a Savitchovy véty.

Pro kazdé slovo w sestrojime QBF formuli ¢, ktera je pravdiva, prave
kdyz existuje vypocet stroje M z inicialni /Ifonfigurace Pro W Csiart do
akceptujici konfigurace Caec s nejvyse d™) kroky.
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TQBF je PSPACE-tézky

Induktivné definujeme formuli ¢’ rikajici, Ze existuje vypocet stroje

C1,02,d(nk)
M z ¢y do ¢ s nejvyde d(™) kroky:

O <I>’C1 c,.1 j& pravdiva, prave kdyz ¢y = ¢2 nebo ¢y 1 Co.

mprot>1: &, ., = 3ImV(cs, c) € {(c1,m), (M, c2)} (q),cs,cél,(ﬂ)

Pak (D — EIC‘] ] 02 (¢C1:Cstart N\ q)CZ:CaCC N\ ¢/C1,Cz,d(nk)).

Tedy |®| je polynomialni vzhledem k |w| = n a je pravdiva <— w € A.

Celkem A <, TQBF pro kazdé A ¢ PSPACE.
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