Myhill-Nerodova veta
Motivace |

Kazdy DFA (Q, %, 4, qo, F) s totalni prechodovou funkci definuje
ekvivalenci ~ na ¥*:

u~yv g S(q()? U) — 5\((707 V)

L={wc{ab;"|#a(w) = 3;
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Prava kongruence

Definice 2.20. Necht X je abeceda a ~ je ekvivalence na %*.
Ekvivalence ~ je prava kongruence (zprava invariantni), pokud pro
kazdé u,v,w € X* plati

ur~yv — uUuw ~ VW

Index ekvivalence ~ je pocet trid rozkladu >*/...
Je-li téchto trid nekonec¢né mnoho, klademe index ~ roven oo.

Tvrzeni 2.21. Ekvivalence ~ na X* je prava kongruence prave kdyz pro
kazdé u,ve ¥*, ac rplatiu~v — ua~ va.

(Implikace — je trivialni, implikace <= se snadno ukaze indukci k délce
Zprava priretezeného slova w.)
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Priklad
Jsou tyto relace na slovech nad abecedou ¥ = {a, b} pravé kongruence?

U~ Vv <= ua Vv zacinaji stejnym symbolem nebou=v =¢
index ~ je ...

U~V < #a(U) = #a(V)

index ~ je ...

u~ Vv <= uav majistejné predposledni pismeno nebo |u|, |v| < 1
index ~ je ...
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Myhill-Nerodova veta
Motivace I

Prava kongruence ~ na * s konecnym indexem jednoznacne (az na
pojmenovani stav(l) uréuje DFA (Q, X, d, qg, ) s totalni pfechodovu funkci
a bez nedosazitelnych stavu slpnujici:

U~V < d(qo,u) = 6(qo, V)

U~V <= ua v zacinaji stejnym symbolemnebo u=v ==«
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Prefixova ekvivalence

Definice 2.25. Necht L je libovolny (ne nutné regularni) jazyk nad
abecedou X. Na mnoziné X~* definujeme relaci ~, zvanou prefixova

ekvivalence pro L takto:

def
U~ v & ywesr* uwel = wel

Veta. ~, je prava kongruence.
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Priklad

L={wc{ab;"|#a(w) =3}

L={a"b" | n>0}
index ~, je ...
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Myhill-Nerodova veta

Véta 2.28. Necht L je jazyk nad X. Pak tato tvrzeni jsou ekvivalentni:

L je rozpoznatelny deterministickym kone¢nym automatem.

L je sjednocenim nekterych trid rozkladu urceného pravou
kongruenci na X* s konecnym indexem.

Relace ~, ma konecny index.
Dukaz.

1 — 2
2 — 3

3 — 1
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1 — 2

Jestlize L je rozpoznatelny deterministickym kone¢nym automatem
pak L je sjednocenim nékterych trid rozkladu urceného pravou
kongruenci na ¥* s kone¢nym indexem.

m pro dany L rozpoznavany automatem M zkonstruujeme relaci
pozadovanych vlastnosti

B M=(Q, %, q,F), 9 je totalni

m na ¥* definujme binarni relaci ~ predpisem

u~v &£ 5qo,u) = 5(qo, v)

m ukazeme, ze ~ ma pozadované vilastnosti
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u~v & 5qo,u) = 3(qo, v)
m ~ je ekvivalence (je reflexivni, symetricka, tranzitivni)

B ~ ma konecny index
tridy rozkladu odpovidaji stavum automatu

m ~ je prava kongruence:
Necht u~vaaek.Pak X
0(Qo, ua) = 6(5(qo, u), a) = 4(6(qo, v), @) = d(qo, va) a tedy ua ~ va.

m L je sjednocenim téch tfid rozkladu urceného relaci ~, které
odpovidaji koncovym stavum automatu M ]
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2 — 3

Necht’ L je sjednocenim nékterych trid rozkladu urceného pravou
kongruenci R na X* s konecnym indexem.
Pak prefixova ekvivalence ~, ma konecny index.

muURv — u~, vprovsechnau,vexr* (. R C~))

m kazda trida ekvivalence relace R je cela obsazena v néjakeé tride
ekvivalence ~,

m index ekvivalence ~; je mensi nebo roven indexu ekvivalence R

m R makonecCny index =— ~, ma konecny index ]
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3 — 1

Necht prefixova ekvivalence ~;, ma konecny index.
Pak jazyk L je rozpoznatelny deterministickym konecnym automatem.

Zkonstruujeme automat M = (Q, ¥, 9, qu, F) prijimajici L:

Q="
Stavy jsou tridy rozkladu ¥~* urceného ekvivalenci ~,. (Konecnost!)
B go = [¢]

m ¢ je definovana pomoci reprezentantu: é([u], a) = [ug]
Definice ¢ je korektni, protoze nezavisi na volbé reprezentanta.

mF={[v]|vel}
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Ddkaz korektnosti, tj. L = L(M)

m )([¢], v) = [v] pro kazdé v € X* (indukci k délce slova v)
BvelM) < o(e,v)eF < [v]eF < vel ]
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Pouziti Myhill-Nerodovy vety k dukazu neregularity

L={a"b" | n>0}

Necht i # j. Pak & «, &, protoze ab' ¢ Lale @b’ ¢ L.

Zadné dvé ze slov a', a2, a3, a*, a°, &%, . . . nepadnou do stejné tfidy
ekvivalence relace ~;.

~, hema konec¢ny index — L neni regularni (-3 — -1)
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Pouziti Myhill-Nerodovy vety k dukazu regularity

L={wec{ab}" | #a(w) = 3}

TFidy ekvivalence relace ~,: Ty = {w € {a,b}* | #4(w) = 0}
To ={w e {a b}* | #a(w) =1}
Is={w e {a, b}* | #a(w) =2}
Ty ={w e {a b}* | #a(w) > 3}

~, ma konecny index — L je rozpoznatelny deterministickym
koneCnym automatem, tj. regularni (3 — 1)
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Dalsi pouziti Myhill-Nerodovy vety

Véta 2.29. a 2.31. Minimalni deterministicky kone¢ny automat s totalni
prechodovou funkci akceptujici jazyk L je urcen jednoznacné az na

isomorfismus (tj. prejmenovani stavu). Pocet stavu tohoto automatu je
roven indexu prefixove ekvivalence ~,.
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Priklad

Dokazte, e jazyk L= {a'b/ | i #j, i,j > 0} neni regularni.
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Pfiklad 3.8 a)

Dokazte, Ze neexistuje DFA se 4 stavy (a s totalni prechodovou funkci)
akceptujici jazyk L ={w € {a,b}* | |w| > 4}.
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Priklad 3.12

UrCete relaci ~, a jeji index pro tyto jazyky:

a) L={a}*.{b}*.{c}* b) L={a"b"c" | n> 0}
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Priklad 3.13

Necht ¥ = {a, b}. Uvazte nasledujici relace na mnozine ¥*:

a) U~V <= #a(u)mod4 = #,(v) mod 4

b) U~V <= F#4(u) mod 4 = #,(v) mod 4
nebo u i v koncCi na stejné pismeno

C) U~V <= Fz(u)mod4 = #,(v) mod 4
a ui v koncCi na stejné pismeno (nebo u=v = ¢)

U kazdé relace urcete, zda je to ekvivalence. Pokud ano, urcete jeji index
a zda je pravou kongruenci. Pokud ano, naleznéte jazyk L takovy, ze

~; = ~. Nakonec naleznéte jazyk L', ktery je sjednocenim nékterych trid
rozkladu ¥*/ ~, ale pfitom ~/ # ~.
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Eliminace ekvivalentnich stavu

Necht M = (Q, X%, 6, qo, F) je DFA bez nedosazitelnych stavd, jehoz
prechodova funkce je totalni.

Definice 2.32. Stavy p, g nazveme jazykove ekvivalentni, psano p = q,
pokud

p=q < YweX*: (6(p,w)e F < i(q,w)eF)

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 12.10.2015 6/32



