Konecné automaty

Definice. Deterministicky kone¢ny automat (Deterministic Finite
Automaton, DFA) M je petice (Q, X, 9, qo, F), kde

m Q je neprazdna konecna mnozina stavu,
m ) je konecCna vstupni abeceda,
mJ:QxX— Qjeparcialni prechodova funkce,

IIIII

m [ C Qje mnozina koncovych (akceptujicich) stavu.

IB102 Automaty, gramatiky a sloZitost, 5.10.2015 1/21



Priklad a zapis tabulkou
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Zapis grafem
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Vypocet konecnhého automatu

Rozsifena pfechodova funkce  : Q x ¥* — Q je parcialni funkce
definovana induktivné vzhledem k délce slova ze X *:

m 0(g,c) = g pro kazdy stav g € Q

X " 5(5(q,w),a) je-lid(qg, w)ids(d(g, w),a) definovano
m i(q, wa) = «

1 jinak

\

Slovo w je akceptovano automatem M pravé kdyz (qgg, w) € F.

Slovo w je zamitano automatem M pravé kdyz 4(qo, w) & F.
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Jazyk prijimany (akceptovany, rozpoznavany) automatem M je

L(M)={weX*|dqgyw)e F}.

Jazyk, ktery je rozpoznatelny (néjakym) deterministickym kone¢nym
automatem, nazveme regularni.

Automaty M a M’ nazveme ekvivalentni, pravé kdyz L(M) = L(M').
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Parcialita prechodoveé funkce

Prechodova funkce § byla zavedena jako parcialni. Parcialita prechodové
funkce nema podstatny vliv na vypocetni silu konecnych automatu.

Lemma. Ke kazdému DFA M existuje ekvivalentni DFA M’ s totalni
prechodovou funkci.

|dea dukazu:
a a
‘[\ b
_> b

a
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Dlikaz. Necht M = (Q, %, 4, qo, F). Pak M’ definujeme predpisem
M =(QU{p},%,¢,q,F), kdepZ Qa

5(q. a) — 5(q,a) je-li 6(qg, a) definovano,
| P jinak.

Zejména é'(p,a) = p prokazdé a € .

Dukaz korektnosti:

m M’ ma totalni pfechodovou funkci — ziejmé z definice M'.

m M a M’ jsou ekvivalentni — dokazeme.
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Indukci k délce slova overime, ze pro kazdé g € Qa w € ¥* plati

[ 5(g,w) je-li 5(q, w) definovano,

5 (g, w) =

p jinak.

\

JelikoZz p ¢ F, plati L(M) = L(M"). ]
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Konstrukce konecnych automatu

Mame za ukol sestrojit automat rozpoznavajici jazyk
L ={w e {a, b} | w obsahuje podslovo abaa}

Oznaceni stavi automatu zvolime tak, aby bylo patrné, jaka ¢ast
pozadovaného podslova abaa jiz byla automatem prectena:
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Priklad

{w € {a, b}* | w obsahuje podslovo abaa N (w = b VvV w zacina i koncCi
na a a mezi dvéma vyskyty
b je vzdy alespon jedno a)}

&0 ® O
®®®® ©
® ® @ ® ©
®®®® G
® ® ® ® ©

ORONORO
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Synchronni paralelni kompozice automatu

Pro dané automaty M4 a M» umoznuje sestrojit automat rozpoznavajici
prunik (sjednoceni, rozdil) jazyku L(M 1) a L(M>).

Necht My = (Q1, %, 01,01, F1), M2 = (Q2, X, 62, @2, F2) a pfechodoveé
funkce 41, d> jsou totalni.

Definujeme DFA M3 = (03, 2, 03, Q3, F3), kde
BQ=0QxQ={pqg|pcQqgecl}
mF3=F xF={(pq)|pcFqgek}

g = (91,9)
m 53((p,q),a) = (61(p, a),92(q, a))

Tvrzeni. L(M3) = L(M4) N L(Mb>)
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Dukaz. Nejprve dokazeme toto tvrzeni:

03((g1, q), W) = (b, q) <= 61(g1,w) =pAdx(qe,w)=q

Dukaz se provede indukci vzhledem k |w|.

m Zakladni krok |w| = 0:

Z definice 53((q1, 92), €) = (g1, @), 51(q1,€) = G1, 02(G2, €) = Qo
Pro w = ¢ je tedy ekvivalence platna.

m Indukcéni krok: Necht w = va, kde v € X*, a € X.. Plati:
d3((1. ), va) = (p,q) <
53((q1,q2), v) = (r,8) A d3((r,s),a) = (p,q) <
51(qr. V) =1 A 5p(qa, V) =8 A 81(r,a) =p A Ga(s,a) = q <
51(qi,va) =p A d2(Ge,va) =q
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Nyni jiz Ize snadno dokazat vlastni tvrzeni vety:

we L(M3) <—

53((q1, @), w) = (p,q) kde pe Frage Fy <

51(q1, W) = pAd(Go, W) =q <

w e LM1) N L(My) =

Modifikace pro sjednoceni, tj. L(M3) = (M) U L(M>):

DU: Modifikujte konstrukei tak, aby platilo L(M3) = L(M1) ~ L(My).
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Automat pro komplement

Kautomatu M = (Q, %, 9, qo, F) s totalni prechodovou funkci
sestrojime automat M rozpoznavajici jazyk co—L(M) jako

M = (Q,Z,(S, qo,Q\ F)

GO B | 50 e
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Limity konecnych automatu

L={a"b" | n>0} = {e, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb . . .}

aaaaabbbbb
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Predpokladejme, Ze existuje automat M prijimajici jazyk L.
Necht M ma k stavd.

Uvazme vypocet M na slové a"b" kde n > k.

aaaaaaaaaaaaaaaaaaa bbbbbbbbbbbbbbbbbbb

Protoze n > k, musi existovat (z Dirichletova principu) stav p takovy, ze
pri Cteni inicialni posloupnosti symbolu a projde automat stavem p
(alespon) dvakrat.
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aaaaaaaa aaaaaaa aaaabbbbbbbbbbbbbbbbbbb

N\

Plati  o(go,x)=p o(p.y)=p O(p,z)=reF

Pak ale 4(qg,xz) = 6(6(qo, x),2) = 6(p,z) = reF

aaaaaaaa aaaabbbbbbbbbbbbbbbbbbb
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Analogicky muzeme ,vsunout” slovo y:

N\ /NN N N N

0(qo, xyyyz) = 0(6(6(3(9(q0,%),¥),¥), ), 2)
= 0(6(5(5(p,¥).¥),¥) 2)
= 0(0(0(p, ), ), 2)
= 0(0(p.y), 2)
= 4(p, 2)
— refF
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Lemma. [0 vkladani, pumping lemma]

Necht L je regularni jazyk.

Pak existuje n € N takové, ze libovolné slovo w <€ L délky alespon n lze
pséat ve tvaru w = xyz, kde |xy| < n,y #caxy'z € L pro kazdé i € Ny.

Dukaz. Necht DFA M = (Q, %, 4, qo, F) rozpoznava jazyk L.
Polozme n = card(Q).

Pro libovolné slovo w € L délky alespon n plati, Ze automat M projde pfi
akceptovani slova w (alespon) dvakrat stejnym stavem.

Slovo w tedy muzeme rozdélit na tfi Casti: w = xyz, kde y # ¢ a
0(qo, X) =p, 6(p,y) = pad(p,z)=re F.Je ztejmé, ze ke zopakovani
néjakého stavu dojde nejpozdeji po zpracovani prvnich n znaku a tedy
dostavame |xy| < n.

Dale 6(p, y") = p pro libovoné i € Ny, proto také o(qo, xy'z) =r,
tj. xy'z € L(M) pro kazdé i € Ny. ]
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L je reqgularni = dneN.
vwel.(|lw>n =
Ix,y,z. (wW=xyz AN y#¢e A |xy|<n A
Vi>0.xy'zel))

Pomoci Lemmatu Ize dokazat, ze nejaky jazyk neni regularni.
Necht pro jazyk L plati:

m pro libovolné n € N

m existuje takové slovo w € L délky alespon n, pro které plati, ze

m pri libovolném rozdéleni slova w na takové tri ¢asti x, y, z,
ze |xy| <nay#e,

m existuje alespori jedno i € Ny takové, 2e xy'z & L.

Pak z Lemma o vkladani plyne, ze L neni regularni.
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Priklad dukazu ne-regularity
pomoci Lemmatu o vkladani

L = {uc™u| uc {a b}*,m>0}
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