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Komplexné cisla Funkcie Derivacia

Obor komplexnych cisiel

Pod pojmom komplexné cislo a rozumieme usporiadant dvojicu (c, 8) € R
Prva zlozka « tejto dvojice sa nazyva realna cast komplexného Eisla a, druha
zlozka 8 sa nazyva imaginarna cast komplexného €isla a, oznacujeme oo = Rea
a 8 = Ima. Definujeme scitanie a nasobenie komplexnych Cisiel

(e, B) + (7, 8) := (@ +1, B+9),
(a, B) - (v, 0) := (ay — B6, ad + B7).

Scitanie i ndsobenie komplexnych Cisiel st asociativne a komutativne binarne
operacie a pre kazda trojicu a, b, ¢ komplexnych Cisiel plati distributivny zakon

a-(b+c)=a-b+a-c
Pre aplnost definujeme nasobenie komplexného ¢isla redlnym cislom
r(a, B) = (ra, rB), reR.

@ Nula — (0,0) — neutralny prvok vzhladom na séitanie, t.j.,
(e, B) +(0,0) = (0,0) + (o, B) = (o, B).
@ Jednotka — (1,0) — neutralny prvok vzhladom na nasobenie, t.j.,

(Oé, B) : (1>0) = (170) : (O(, 6) = ((Jé, ﬁ)



Komplexné cisla Funkcie

@ Opacné cislo ku komplexnému &islu a = (o, B)
—a:=(~a, —B)
Komplexné &islo —a je jediné rieSenie rovnice
a+z=(0,0).

@ Inverzné cislo k nenulovému komplexnému cislu a = (o, B)

I a —B
: a2 +ﬁ2’ a2 +ﬁ2 :
Komplexné &islo a™! je jediné riesenie rovnice
a-z=(1,0).
@ Odcitanie komplexnych é&isiel a,b definujeme a — b := a + (—b).
@ Delenie komplexnych cisiel a,b, b # (0,0), definujeme a/b:=a-b".

Mnozina vsetkych komplexnych Eisiel sa oznacuje C. Algebraicka struktara
(C, +, ) je teleso, ktoré sa neda usporiadat (na rozdiel od (R, +, -)).
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Algebraicky tvar komplexného cisla

Podmnozina komplexnych Cisiel
R:={a€C, a=(a,0), a € R}

je podtelesom telesa C izomorfnym s telesom R vietkych realnych é&isiel. Preto
je mozné mnoziny R a R, ako algebraické struktary, stotoznit. To znamena, ze
v mnozine C budeme klast o = («, 0) pre kazdé oo € R. Potom 0 = (0,0) a
1 = (1,0). Dalej, komplexné &islo (0, 1) sa oznacuje symbolom i, t.j., i = (0,1),
a nazyva sa imaginarna jednotka. Plati i? = (—1,0) = —1. Tieto oznacenia
potom umozhuja vyjadrit komplexné &islo a = (a, 8) v tzv. algebraickom tvare

a=(a, B) = (a, 0) + (0, B) = a(1,0) + 8(0,1) = a + iB. (1)

Komplexné &islo a = o+ i s B =0 (teda s Ima = 0) sa oznaéuje ako realne
(komplexné) &islo, kym komplexné ¢islo a = o+ i s 5 # 0 (teda s Ima # 0)
sa nazyva imaginarne (komplexné) Cislo. Imaginarne &islo s nulovou realnou
Castou sa nazyva rydzo imaginarne (komplexné) &islo. Komplexne zdruzené
cislo a k €islu a = a4+ iB € C je definované ako a = a — if3.
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Absolatna hodnota (velkost) |a| komplexného &isla a = a.+ i sa definuje

la| :== v/a? + B2 2

Realne éislo |a| vyjadruje geometricka vzdialenost bodu [« 8] od bodu [0,0] v
realnej rovine. Vseobecne, pre a,b € C realne Cislo |a — b| vyjadruje vzajomna
vzdialenost bodov [Rea,Ima] a [Reb, Imb] v realnej rovine.

Poznamka 1 (Zakladné vlastnosti)

Nech a, a1, a2 € C. Potom plati:
@ a=a, a1 fas=a £ad2, GGz =a1d2, a1/az =a1/az, ak az # 0.
© aa=laf*, |araz| = lai|laz|, |ai/az| = |ai|/|az], ak a2 # 0.
@ trojuholnikové nerovnosti ||a1| — |az|| < |a1 + az2| < |ai| + |az2].
@ |Rea| <la|, [Ima|<]|al.
° _ _
Rea = a;a, Ima = 9
@ Re(a1 +a2) =Reair + Reaz, Im(a1 +a2)=Ima; +Imas.
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Komplexna (Gaussova) rovina

Prirodzenym modelom mnoziny C komplexnych é&isiel je (euklidovska) rovina —
komplexna (Gaussova) rovina. Kazdému komplexnému é&islu z = z + iy je
priradeny bod v rovine so stradnicami [z,y]. Naopak, kazdému bodu [z, y]
roviny odpoveda prave jedno komplexné &islo z = & + iy. Dalej budeme preto
pre jednoduchost stotoznovat body roviny s komplexnymi cislami. Vzdialenost
(metrika) sa v mnozine C definuje pomocou absolatnej hodnoty komplexného
Cisla zavedenej v (2), t.j., vzdialenost dvoch komplexnych &isiel z; a 22 je
definovana d(z1, 22) := |z1 — 22].

Ako je to s pojmom “komplexné” nekonecno? Pre mnozinu C komplexnych
Cisiel sa definuje iba jedno “nekonecno”. Konkrétne, k mnozine C sa formalne
prida jeden prvok, ktory sa oznacuje symbolom oo, spliiajici vlastnosti

00 = —00 = ||, 0000 =00,
z+o00=00, z/oo=0, oo/z=o00 prezceC,
z-00=00, z/0=o00, prezeC)\ {0}
Nedefinuji sa vyrazy co + 0o, 0o — 0o, 0 00, 0/0, co/c0. Mnozina C U {oo}

sa spolu s danymi algebraickymi operaciami oznacuje C a nazyva sa rozsirena
(uzavreta) komplexna rovina alebo tiez rozsirena (uzavreta) Gaussova rovina.
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Goniometricky (polarny) tvar komplexného cisla

S modelom komplexnej roviny Gzko savisi tzv. goniometricky (polarny) tvar
komplexnych cisiel. Kazdé nenulové komplexné €islo z je mozné vyjadrit v tvare

z = |z| (cos ¢ + isin ), (3)
kde ¢ je argument komplexného &isla z definovany rovnicami

. Im 2

COSQO—W, smgo—W. (4)
Argument ¢ nie je uréeny jednoznacne (ak ¢ je argument z, potom i ¢ + 2k,
k € Z, je argument z). Mnozina vsetkych argumentov daného komplexného
Cisla sa oznacuje Arg z (je to tzv. mnohoznaéna funkcia premennej z). Symbol
arg z bude oznacovat zakladny (hlavny) argument komplexného &isla z, t.j.,
argument splnajici —m < argz < . Zakladny argument arg z je pre dané z
urceny jednoznacne. Plati

Argz = {argz + 2kmw, ke Z}. (5)

Posledna rovnost sa Casto zapisuje i v tvare Arg z = arg z (mod 27).
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Zavedenie goniometrického tvaru v (3) umoziuje efektivne nasobit a delit
komplexné Cisla. Konkrétne, ak

z1 = |z1]| (cos 1 +isinp1), 22 = |22| (cos 2 + isin p2)
st dve komplexné ¢isla a 1 a 2 sh ich [ubovolné argumenty, potom plati

z122 = |z1]|22| (cos 1 + isin 1) (cos p2 + isin @2)
= |z1]|z2| [(cos 1 cos p2 — sin ¢ sin p3)
+ i(sin 1 cos w2 + cos p1 sin p2)]

= |21]|22| [cos(p1 + p2) + isin(p1 + @2)]. (6)

Z rovnosti (6) potom vyplyva
Arg (z122) = Argzi+Argzs a arg(zi122) = arg z1 +argze (mod 27), (7)

ako aj tzv. Moivreov vzorec na vypocet n-tej mocniny komplexného cisla z
2" = |z|" [cos (narg z) + isin (narg z)], n €N. (8)
Okrem toho z relacii (7) vyplyva

Arg (") =nArgz a arg(z")=nargz (mod 2m). (9)
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Podobne, pre podiel z1/22, z2 # 0, plati

21 _ |z1| cospr +isingr _ |z1] cospr +isingr cos s —isinge
20 |z2| cos p2 + isin o - |22] cos 2 + isin s cos @z — isin @
_ |z cos(e1 — g2) +isin(p1 — ¢2)
|22 cos2 3 + sin?
z ..
= H [cos(p1 — p2) + isin(pr — p2)]. (10)
2

Potom mame
z1 z1
Arg (;) = Argzi — Argzs, arg (;) = arg z; — arg z2 (mod 2m). (11)
2 2

Pre kazdé z € C a n € N je n-ta odmocnina zo z definovana ako

7= ’\‘/m{cos (argz+2lc7r>_‘_isin(argz+2k7r)]7 (12)
n

n

kde k =0, ..., n— 1. Pre pevné n sa teda jednd o mnohoznaéna funkciu
(premennej z), pricom pre kazdé z € C existuje prave n jeho n-tych odmocnin.
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Vyraz cos ¢ + isin ¢, ¢ € R, sa obvykle oznacuje symbolom ¢, t.j.,
" := cos p + isin .
Pre kazdé z € C potom plati

z=|z|€¥, @€ Argz.

Zapis (14) sa nazyva exponencialny tvar komplexného &isla z. Pre kazdé ¢,
2 € R plati
€| =1, arge” = (mod 27), €% =¢ ¥ =1/e'?,
cosp = Lﬁ e sinp = 7@% —e
Y= 2 ) Y= 2| )
el(P1te2) _ eimei«p27 eile1—w2) _ ei<,4>1/ei<m7

. m .
(ew) =e™?, meZ.

Neskor ukazeme, ze vyraz €' zavedeny v (13) je rozsirenim exponencialnej
funkcie €” do oboru komplexnych ¢isiel.

(13)

(14)

1,
(15)
(16)
(17)

(18)
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Priklad 1

Dané komplexné cislo napiste v goniometrickom tvare
1+
Pre komplexné Cislo z = 1 + i plati
Rez=1, Imz=1, |z|:\/m:\/§
Lubovolny argument ¢ Cisla z potom splita rovnosti
cosp =Rez/|z| =1/v2, sing=Imz/|z| =1/V2.
RieSenie tejto sdstavy je napr. ¢ = 97/4. Potom plati
z = V2 [cos (97 /4) + isin (97 /4)].
Zakladny argument Cisla z je arg z = /4 a podobne plati

z = V2[cos (1/4) + isin (1/4)].
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Priklad 2

Dané komplexné Cislo napiste v goniometrickom tvare
—2v/3 - 2i.
Pre komplexné &islo z = —2v/3 — 2i plati
Rez=—-2V3, Imz=-2 |z|=1/(-2V3)2+(-2)2=4.
Lubovolny argument ¢ cisla z spiha rovnosti
cosp = Rez/|z| = —V3/2, sinp=Imz/|z| = —1/2.

Zakladny argument Cisla z je argz = —57/6 a plati

z = 4 [cos (=57 /6) + isin (—57/6)].
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Priklad 3

Vypocitajte
(1+iV3)".

Pouzijeme Moivreov vzorec (8). Komplexné &islo z = 1 + iv/3 prepiseme do
goniometrického tvaru. Plati |z| = 2, argz = /3, a teda

z = 2]cos (m/3) + isin (7/3)].
Potom podla (8) mame
2'% = 2" [cos (157/3) + isin (157/3)] = 2" [cos (57) + isin (57)] = —2"°.

Poznamenajme, ze rovnaky vysledok by sme ziskali klasickym roznasobenim
podla binomickej vety.
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Derivacia

Priklad 4

Vypocitajme v C
V/—8.

Podla (12) existuja prave 3 komplexné tretie odmocniny z &isla z = —8.
Goniometricky tvar Cisla z je

z = 8[cos (—) + isin (—m)].
Podla (12) plati

Y8= 3 |:COS(—7T-;2]{I7T> 4isin (—Tr—ngn)] 7

pricom k = 0, 1,2. Postupne dostaveme
k=0 —> \%E[cos(%”) +isin(_77r>} =1-i3,
k=1 —s %[cos(g) —|—isin(g)] =1+iV3,
k=2 — V/8(cosm+isinm) = —2.
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Postupnosti v C

Nech » € RT a zp € C. Otvorenym kruhom K (zo,r) so stredom v bode 2 a s
polomerom 7 rozumieme mnozinu K (20,7) := {z € C, |z — 20| < r}. Mnozina
K (z0,r) sa Casto oznaCuje aj ako r-okolie bodu zy. Ak zg = oo, definujeme
K(co,7):={z€C, |z| >1/r}. Nech {a,}32, je postupnost komplexnych
&isiel. Komplexné &islo ag € C sa nazyva limitou postupnosti {an}n=1, ak pre
kazdé e-okolie bodu ag existuje index n. € N tak, ze a, € K(ao, &) pre kazdy
index n > n.. Potom piseme lim,,_, a, = ao alebo aj a, — ao.

Nech {a,}5>, je postupnost v C a ap € C. Potom a, — ao prave vtedy, ked

lim |a,—ao| =0 <= lim Rea, = Reap & lim Ima, = Imao. (19)
n—r00 n—00 Tn—r00

V tomto pripade plati i @, — ag. Podobne, a,, — oo prave vtedy, ked’

lim |an| =00, resp., lim 1/|an|=0. (20)
n— oo n—00
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Ciselné rady v C

Nech {an}nZ1 je postupnost v C. Postupnost {sx}pe; (tzv. postupnost
ciastocnych stctov) definovana ako sp := > "_| an sa nazyva nekonecny rad s
clenmi a,, a oznaCuje sa > >° | an, resp. > an. Rad }" a, konverguje (resp., je
konvergentny), ak existuje konecna limita postupnosti {sx}7>,. Tato limitu
potom ozna€ujeme ako stcet s radu a piSeme s = > an. V opaénom pripade
rad Y a, diverguje (resp., je divergentny).

Veta 2

Nech > an, > bn st konvergentné rady a a,b € C. Potom plati:
@ limy o0 an = 0 (nutnad podmienka konvergencie radu).
@ Rad . @, konverguje so stictom S Gy = 5 an.
@ Rad > (aan + bby) konverguje a > (aan +bbn) =ad an +b> by.

Veta 3

Komplexny rad > a,, konverguje prave vtedy, ked konverguje kazdy z redlnych
radov " Rearn a > Imay, pricom plati > an = > Rean + i) Iman.
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Komplexny rad > a,, sa nazyva absolatne konvergentny, ak rad > |ax| je
konvergentny. Kazdy absolatne konvergentny rad je i konvergentny a plati

‘Zan < Z |an].

Ak > an konverguje, ale rad > |ax| diverguje, potom hovorime, ze rad > a,
konverguje neabsolutne (relativne). Platia nasledujtce vysledky.

Veta 4

Komplexny rad > a, konverguje absoliitne prave vtedy, ked kazdy z redlnych
radov > Rea, a Y Ima, konverguje absoliitne.

Veta 5 (Riemannova veta o prerovnani absoliitne konvergentného radu)

Ak komplexny rad > a, konverguje absoliitne, potom kazdé prerovnanie tohto
radu konverguje absolitne s rovnakym sictom, t.j., plati

Z Ar(n) = Z an

pre kazdd permutaciu T mnozZiny N (t.j., pre kazdi bijekciu 7 : N — N).




Funkcie

Pri vySetrovani (absolttnej) konvergencie komplexnych radov mézeme aplikovat
mnohé kritéria vyuzivané v realnej analyze.

@ Porovnavacie kritérium — ak komplexny rad 3" a,, splia |an| < b, pre
kazdé n € N, kde > b, je konvergentny realny rad, potom rad } an,
konverguje absolatne.

@ D'Alembertovo podielové kritérium — ak komplexny rad 3~ a,, spiha
|anti/an] < g <1 pre kazdé n € N, potom > a,, konverguje absolttne.
Ak |@nt1/an| > 1 pre kazdé n € N, potom rad > a, diverguje. Obzvlast,
ak existuje lim,— oo |@n+1/an| = ¢ € R*, potom pre ¢ < 1 (¢ > 1) rad
>~ an konverguje absolttne (diverguje).

@ Cauchyho odmocninové kritérium — ak komplexny rad 3~ a,, spiha
Y/lan| < g <1 pre kazdé n € N, potom Y a,, konverguje absolatne. Ak
Y/|an| > 1 pre kazdé n € N, potom rad ) a,, diverguje. Obzvlast, ak
existuje lim,— o0 V/|an| = ¢ € R*, potom pre ¢ < 1 (¢ > 1) rad > an
konverguje absolatne (diverguje).

@ Cauchyho integralne kritérium — ak rad 3 a,, splia |a,| = f(n) pre kazdé
n €N, kde f : [1,00) — R je nezaporna, nerastiica a spojita funkcia,
potom rad > a, konverguje absolatne prave vtedy, ked nevlastny integral
J= f(x) dz konverguje.
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Stanovme limitu o
lim D"
n— o0 n!

Najdeme realnu a imaginarnu Cast prislusnej postupnosti. Podla Prikladu 1 plati

Q-+ _ (V2 [cos (m/4) + isin (7/4)])"

n! n!
_ (v/2)™ cos (mn/4) o (v/2)™ sin (7n/4)
n! n! ’
Teda mame
1+0)" V2)™ cos (mn /4 1+0)" V/2)" sin (7n /4
e (W) _ /ANes(an) - (") _ (YN sim(onsd)
Kedze plati

lim Re <M) — 0= lim Im (&) ,
n—r 00 n' n—o0 n'

podla Vety 1 limita v zadani prikladu existuje a je rovna 0 + i0 = 0.
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Priklad 6

Dokazme

mn
. 1 . .
lim |— — 0| = lim — = lim — =0.
n—oo | N2" n—oo N2A" n—oo N2AM

Priklad 7

Najdime limitu

lim ne™.
n— oo

Tato limita existuje a je nevlastna, pretoze plati

" = lim n = oo.

lim |ne™| = lim n‘e
n— oo

n—oo n—oo
Pri vypocte sme vyuzili prvii rovnost v (15), t.j., ‘ei"‘ = 1. Podla Vety 1 potom

lim ne™ = oco.
n— oo
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Priklad 8

Najdime sacet radu

1+i(—-1)""In
d
n=1

V danom rade oddelime jeho realnu a imaginarnu cast. Dostaneme

Re (w) _ % Im (1 +i(’l)n_1"> )

n? n? n
Kedze z realnej analyzy mame
d oimP=x%/6, Y (-1)"'/n=In2,

podla Vety 3 konverguje i rad v zadani prikladu a plati

1+i(-1)""'n =% .
ZT = F“FIIHQ
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Priklad 9

Vysetrime konvergenciu radu

Oddelenim realnej a imaginarnej Casti daného radu dostaneme

()£

" (5) :{ ?’—nk*/(zk—m Ziz’— b

Obidva realne rady > Re a > Im konverguja (podla Leibnizovho kritéria), a
preto podla Vety 3 konverguje i rad v zadani prikladu.
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Priklad 10

Vysetrime konvergenciu radov
oo . [e o]
1+ .
2 Y MLETh) S e acec
n=1 n=1
a) Rad konverguje absolatne podla D'Alembertovho kritéria, nakolko

n i n+1 .
i || [ DAD| o ik DVE VR
—Es n<13ti>n = omes 3n ~ m—es 3n -3 ‘

b) Aplikovanim Cauchyho odmocninového kritéria dostaneme
lim /"] = lim /Jal" = lim o] = a].
n—00 n—o0o n—oo

Pre |a| < 1 dany rad konverguje absolatne, pre |a| > 1 rad diverguje. V pripade
|a| =1 rad diverguje, pretoze nie je splnena nutna podmienka konvergencie vo
Vete 2 (lim,— 00 a™ # 0, resp. neexistuje).
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Funkcie v C

Nech D je podmnozina v C. Pod pojmom (komplexna) funkcia (komplexnej
premennej) f budeme rozumiet priradenie, ktoré kazdému ¢islu z € D priradi
jednu alebo viac hodnét w € C. Mnozina D sa nazyva definicny obor funkcie f
a oznacuje sa D(f). Mnozina

H(f) = {weC, w=f(2), € D(f)}

sa nazyva obor hodnét funkcie f. Ak je kazdému z € D(f) priradena prave
jedna hodnota w = f(z) € H(f), potom hovorime o jednoznacnej funkcii f. V
opacnom pripade funkciu f ozna€ujeme ako mnohoznacni. Vhodnym zazenim
oboru hodnét H(f) mnohoznaénej funkcie f dostaneme jednoznacni funkciu —
tzv. jednoznacni vetvu komplexnej funkcie f. Vo vseobecnosti teda komplexna
funkcia komplexnej premennej nie je zobrazenie, pricom symbol f(z) znamena
podmnozinu v H(f). Inverznou funkciou k funkcii f : w = f(z), z € D(f),
rozumieme funkciu f~': z = f~(w), ktora kazdému w € H(f) priradi prave
tie z € D(f), pre ktoré w = f(2). Zrejme D(f~4) = H(f) a H(f ') = D(f).
Okrem toho, f(f!(w)) = w, pre kazdé w € H(f), avdak neplati vieobecne
Y (f(2)) = 2, pre z € D(f). Inverzna funkcia f~! mbdze byt jednoznaéna i
mnohoznacna.
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Nech f je funkcia. Ak D(f) C R, jedna sa o funkciu realnej premennej, inak
hovorime o funkcii komplexnej premennej. V pripade H(f) C R mame realnu
funkciu, inak (t.j., pre #(f) € C) mame komplexni funkciu. Ak plati dokonca
H(f) C C, potom hovorime o konecnej (komplexnej) funkcii.

Nech f je koneéna funkcia komplexnej premennej. Potom existuja jediné realne
funkcie u, v : R? — R také, Ze pre kazdé z = z + iy € D(f) N C plati

f2) =u(=z,y) +iv(z,y). (21)
Funkcie u a v sa nazyvaja realna a imaginarna €ast funkcie f, t.j.,
u(z,y) = Re f(2), v(z,y)=Im f(z). (22)

Funkcia f definovana f(z) := f(z) ), 2 € D(f), sa nazyva funkcia komplexne
zdruzena s f. Zrejme potom plati f(z) = u(z,y) —iv(z,y) a

Re f(z) = 12 T 1) K LG TR (Gt (C) - 1@ Lepp. @



Komplexné cisla Funkcie

Limitu a spojitost komplexnej funkcie f komplexnej premennej definujeme
podobnym spésobom ako v reédlnej analyze. Nech M C C a zo je hromadny
bod mnoziny M. Cislo wo € C nazyvame limitou funkcie f v bode zo
vzhladom na mnozinu M a piseme

lim f(z) = wo,

z2— 20

zeM
ak pre kazdé okolie O(wo) bodu wq existuje rydze okolie O*(zo) bodu zy také,
ze pre kazdé z € O*(z0) N M plati f(z) € O(wo). V pripade M = D(f)
dostavame limitu funkcie f v tradicnom slova zmysle, t.j.,

lim f(z) = lim f(z) = wo.

z— 20 z—2zg
2€D(f)

Okrem toho platia relacie

lim f(z) =wo <= lim Ref(z) = Rewp, lim Im f(z) =Imwo, (24)
z— 20

zZ—2z0 Z—r20
lim f(z) =wo <= lim f(2) = wo. (25)
z2—2zQ Z—2z0

Funkcia f je spojita v bode zo € D(f), ak lim,_,, f(z) = f(z0). Pre spojitost
funkcie potom platia vysledky analogické s (24) a (25).
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Priklad 11
Prikladom realnych funkcii komplexnej premennej st funkcie
w=Rez, w=]|z|, w=argz.

Jedna sa o jednoznaéné funkcie. Funkcia w = 2™, pre n € N pevné, je
komplexna funkcia komplexnej premennej, kym funkcia w = €'?, p € R, je
komplexna funkcia realnej premennej . Dalej, funkcie

w=Argz, w= ¥z, n €N pevné,

st prikladmi mnohoznaénych komplexnych funkcii komplexnej premennej. Prva
z nich je nekonecne-znaéna, druha je m-znacna. Zazenim oboru hodnét prvej z
nich dostaneme napriklad uz zmienent jednoznaéni funkciu @ = arg z.
Jednoznacnou vetvou druhej funkcie je napriklad funkcia (porovnaj s (12))

- argz . . argz
w= V/|z| (cos 8% | isin 28 )
n n




Komplexné ¢isla Funkcie Derivacia

Priklad 12

Stanovme limitu
. Rez
lim —.

z—0 2
V limitovanej funkcii oddelime jej redlnu a imaginarnu cast. Poznamenajme, ze
konvergencia z = = + iy — 0 je ekvivalentna s x — 0 & y — 0. Plati
Re z 1 T T x—iy

lim — = im — = lim - -
z—0 2 (z,y)—(0,0) T + 1Y (z,9)—(0,0) T+ 1Y T — 1Y

J— H 2
= lim M = im i —i rY .
(@9)—00) 22+y?> (@00 \22+y? x4 y?

Z realnej analyzy funkcii dvoch premennych vieme lahko ukazat, ze limity

2 zy

X
lim  —o lim Y
@) 0.0 T2+ 12" (@.9)2(0,0) T2 + 112

neexistuji. Podla (24) potom neexistuje ani limita v zadani prikladu.




Komplexné cisla Funkcie

Derivacia

Priklad 13

|

Vypocitajme limitu
. zZRez
lim

z—0 ‘z‘

V limitovanej funkcii oddelime jej redlnu a imaginarnu cast. Dostaneme

. 2Rez . (z+iy)x . z? yT
lim —— = lim —— = lim .
=0 2] @9)=0,0) /22 +y2  (@u)=00) \ /22 +y2 /72 + 42

V tomto pripade plati

2
lim —— =0= lim
(z,9)=(0,0) \/x2 + y2 (z,9)=(0,0) /x2 + y2

Preto podla (24) limita v zadani prikladu ma hodnotu 0 + i0 = 0.
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Priklad 14

Zistime limitu
.22+
lim

z2—i 2 — 1

V limitovanej funkcii vykoname algebraické apravy (rozklad €itatela na sacin)

2
i 22 T = lim (2 + i) = 2i.
z—=1 Z — | z—1 zZ— 1 z—1

(z+1i)(z—1)

Priklad 15

Rozhodnime o existencii limity

Dokazeme, ze uvedena limita neexistuje. Nech z sa blizi k bodu 0 = 0 + i0 po
realnej osi, t.j., z =x € R. Potom z/z = Z/x = z/x = 1, a v tomto pripade
lim,_0zZ/z = 1. Ak z sa bude k 0 blizit po imaginarnej osi, t.j., z = iy € iR,
potom plati Z/z = —iy/iy = —1, a v tomto pripade lim._,¢ z/z = —1. Pri
pohybe po dvoch réznych cestach do bodu 0 sme dostali dve rézne hodnoty
limity. Preto dana limita neexistuje.
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Komplexné cisla Funkcie Derivacia

Derivacia komplexnej funkcie

Definicia 1 (Komplexna diferencovatel nost)

Nech G je otvorena podmnozina v C a f je konecna funkcia definovana na G.
Hovorime, ze f je komplexne diferencovatelna (monogénna) v bode 2o € G, ak
existuje konecna limita

Limita v (26) sa nazyva derivacia funkcie f v bode 2o a oznacuje sa f’(20),

resp. %(zo).

V komplexnej analyze sa teda nedefinuje nevlastna derivacia a derivacia v bode
co. Z Definicie 1 vyplyva, ze funkcia f : G — C je komplexne diferencovatelna
v bode zo € G prave vtedy, ked existuje komplexné &islo a s vlastnostou

lig J o+ h) = f(z0) —ah _

h—0 h
heC

0. (27)

V tomto pripade a = f’(z0). Vyraz ah sa nazyva diferencial funkcie f v bode
20 a oznacCuje sa df(zo), resp. df(zo)(h).



Komplexné cisla Funkcie [BLTAVETEY

Komplexna derivacia ma podobné zakladné vlastnosti ako derivacia v redlnom
obore. Vo vseobecnosti je vsak komplexna diferencovatelnost podstatne silnejsi
koncept nez realna diferencovatelnost.

Veta 6

Ak funkcia f je komplexne diferencovatelna v bode 2z, € C, potom je v bode 2
spojita.

Dékaz.

Vysledok vyplyva z Definicie 1 a z nasledujiceho vypoctu

lim £(z) = lim (M (=) = f(zo)> = f(20)-0+ f(20) = f(z0).

z—2z0 z—2Q Z— 20

Poznamka 2

Poznamenajme, ze podobne ako v redlnom obore spojitost funkcie nezarucuje
komplexnt diferencovatelnost funkcie. Tato skutoénost ilustruje Priklad 17.




Komplexné ¢isla Funkcie

Derivacia

Veta 7 (Zakladné vlastnosti)

(i) Ak funkcie f,g si komplexne diferencovatelné v bode zo € C, potom aj

funkcie f g, f-g a f/g (ak g(z0) # 0) st komplexne diferencovatelné v
bode zy a plati

(f £9)(20) = f'(20) £ ¢'(20),
(f - 9)'(20) = f'(20) 9(20) + f(20) ¢ (20),
(f/9) (z0) = [f'(20) g(20) — f(20) g’ (20)] /[g(20)].

(i1) Ak funkcia f je komplexne diferencovatelna v bode zo € C a funkcia g je
komplexne diferencovatelnd v bode f(zo), potom aj zloZena funkcia g o f
Jje komplexne diferencovatelna v zo a plati (go f)'(20) = g’ (f(20)) f'(20)-

(iii) Ak funkcia f je komplexne diferencovatelnd v bode zo € C a prosta na

okoli bodu zo, potom inverzna funkcia f=1 je komplexne diferencovatelna
v bode wo = f(z0) a plati

(f ™) (wo) = 1/f'(20)-




Komplexné cisla Funkcie Derivacia

V nasledujuacom budeme pracovat s algebraickym tvarom komplexnych cisiel a
funkeii, t.j., podla (21) pre dané z € C a dana komplexnt funkciu f mame

z=xz+iy a f(z)=u(z,y)+iv(z,y) prez,y€eR. (28)

Pripomenme, Ze jednoznaéne urcené realne funkcie u, v st podla (22) redlnou a
imaginarnou €astou funkcie f.

Veta 8 (Nutna podmienka komplexnej diferencovatel nosti)

Nech funkcia f je komplexne diferencovatelna v bode zo = o + iyo. Potom
funkcie u,v v (28) splfaji tzv. Cauchyho—Riemannove rovnice (podmienky)

0 0 0 0
g0 (20 00) = 5 (w0, w0), G (0, 00) = — 5o (@o,p0). (29)

Pre derivaciu f'(z0) potom plati

/ 0 .0 g .0
J'(20) = 5 (w0, 0) i 5 (0, 90) = (w0, 90) — i 5 (o, 0)- - (30)
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Nacrt dokazu.

Ak f je komplexne diferencovatelna v bode zp, potom podla Definicie 1 je f
definovana na nejakom okoli bodu 2 a existuje limita v (26). Hodnota tejto
limity nezavisi na ceste, po ktorej sa s premenlivym bodom z blizime do bodu
zo. Uvazujme napriklad z = z + iyo, kde x € R a x — zo. Do 20 = xo + iyo sa
teda blizime po priamke y = yo. Plati potom

Flzo)= lim 1@ =S o f@Fivo) = o+ iyo)
sativo  Z— 20 = T — To ’

Pomocou funkcii u, v sa posledna limita da rozpisat do tvaru

u(z,yo) + iv(x, yo) — u(xo, yo) — iv(zo, Yo)

fl(ZO) = lim
T—x0 T — To
= lim u(m,yo) — U(.’E(),yo) 4 i 'U({I?, y()) 7 'U(l?o, y())
T—xTQ €T — IO T — LEO .

Limitovanim posledného vyrazu dostaneme prvii rovnost v (30). Podobnym
spbsobom odvodime i druhé vyjadrenie derivacie f'(20) v (30), kde uvazujeme
z=zo+iysy €Ray— yo (priamka z = zo). Porovnanim realnych a
imaginarnych casti vyjadreni v (30) dostaneme rovnosti (29). |




Poznamka 3

Z Vety 8 vyplyva, ze nutnymi podmienkami existencie komplexnej derivacie
f'(20) je existencia prvych parcialnych derivacii realnych funkcii u,v v bode
[zo,y0] a platnost Cauchyho—Riemannovych podmienok (29) v bode [z, yo]-.
Ako vsak ukazuje nasledujiica veta, nie si to zaroven aj postacujice podmienky.

Veta 9 (Nutna a postacujica podmienka komplexnej diferencovatelnosti)

Funkcia f je komplexne diferencovatelna v bode zy € C prave vtedy, ked' redlne
funkcie u,v v (28) sa diferencovatelné v [xo,yo] a platia rovnice v (29).

Nech G C C je otvorena mnozina. Hovorime, ze komplexna funkcia f je
komplexne diferencovatelna na G, ak f’(z) existuje v kazdom bode z € G. Z
Vety 9 vyplyva, ze ak funkcie u,v v (28) maji spojité |. parcialne derivacie na G
a splRaji podmienky (29) na G, potom f je komplexne diferencovatelna v G.



Funkcie Derivacia

Cauchyho—Riemannove podmienky (29) vyrazne obmedzuji triedu realnych
diferencovatel'nych funkcii u, v, ktoré mézu byt realnymi, resp. imaginarnymi
castami komplexne diferencovatelnych funkcii. Ak totiz funkcia f = u + iv je
komplexne diferencovatelna v otvorenej mnozine G C C a funkcie u,v maja
naviac spojité i druhé parcialne derivacie na G, potom w, v si rieSeniami tzv.
Laplaceovej rovnice na G, t.j., plati

0%u  0%u v 0%
Riesenia Laplaceovej rovnice sa oznac€uji ako harmonické funkcie. Reélne a
imaginarne Easti komplexne diferencovatelnych funkcii v G musia preto byt
nutne harmonickymi funkciami v G. Neskér ukazeme, ze poziadavka existencie
a spojitosti druhych (dokonca i vsetkych vyssich) parcialnych derivacii funkcii
u,v na G je prekvapivo prirodzene zabudovana v koncepte komplexnej derivacie
funkcie f na mnozine G.

Nech G C C je jednoducho sivisla oblast. Potom ku kazdej harmonickej funkcii
w (resp. v) na G existuje funkcia f komplexne diferencovatelnd na G tak, ze
u=Ref (resp. v=1Imf) naG.




Komplexné cisla

Funkcie

Derivacia

Priklad 16

Dokazme, ze pre kazdé pevné n € N plati

(z") =nz""", zeC.

bl

Oznaéme f(z) = 2™ a nech zp € C je zafixované. Podla Definicie 1 mame

n n
’ . ) . -1 -2 -2 =
f'(20) = lim =—— = lim (z" +2" 20+ 220 T+ 2 )
zZ—20 Z — 20 z2— 20
1
— s

Priklad 17

Funkcia f(z) = z = = — iy je sice spojitd v celej komplexnej

rovine, ale nie je
nikde v C komplexne diferencovatelna, pretoze limita
. z0+h—% Z+h—-%2 . h
lim = lim = lim —
h—0 h h—0 h h—0 h
heC heC heC
neexistuje pre ziadne zo € C (porovnaj s Prikladom 15).
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Priklad 18
Rozhodnime o existencii derivacie funkcie (ako funkcie v C)
fz)=1/z

overenim Cauchyho—Riemannovych rovnosti (29). Zrejme D(f) = C\ {0}.
Oddelime realnu a imaginarnu cast funkcie f

sty GrwE—iy) 2t ty

1 1 T — iy T .y
z

Plati w(z,y) = z/(z* + y°), v(z,y) = —y/ (x> +v?), a dalej

u, = (y° —2%)/(2” + %)%, uy, = (—2xy) /(2" +y°)°,
vy = (22)/(=” +4°)°, vy = —2°) /(=" + %),

Funkcie u,v st diferencovatelné na D(f) a platia rovnosti (29) na D(f). Teda
podla Vety 9 funkcia f je komplexne diferencovatelna na D(f) a plati

(1)': o it = y? -z 2xy (z —iy)? (2)? 1

TG @A @Ay R #

z
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MEL L

Uréme komplexne diferencovatelnt funkciu f, ktora splia
Re f(z) = z® — 3zy® +32% — 3y° + 1, f(0) =1.
Funkcia u(z,y) = 2 — 3zy® + 32% — 3y 4 1 je harmonicka v C, nakolko

uy, = 322 — 3y2 + 6z, uL, =6x+ 6,
u/y = —6ay — 6y, ugy = —6x — 6,
U
Ul +ugy =0 vR

Podla Vety 10 je funkcia u realnou €astou istej funkcie f, ktora je komplexne
diferencovatelna na C. Jej imaginarnu ¢ast v uréime z podmienok (29)

v, = —u; = 6xy + 6y, v; = @), = 3% — 3y2 + 6z.

Mame teda urcit kmenovi funkciu v pre dvojicu 6zy + 6y a 3z2 — 3y> + 6z.
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Priklad 19

Postupujtc standardnym spsobom, dostaneme

v(z,y) = —y° + 32’y + 6y + K, K €ER.
Kedze f(0) =1, plati v(0,0) = Im f(0) =0, a teda K = 0. Funkcia f mé tvar
f(z) = z® — 393242 + 327 — 3y2 +1+i (fy3 + 3x2y + 62Y).
Nakoniec, ak dosadenime za realne premenné x,y vyrazy
z=(z2+2)/2, y=(z—2)/2i,

dostaneme vyjadrenie hodnoty f(z) pomocou komplexnej premennej z. Po
apravach ziskame finalny predpis

f(z) = 2> +32° + 1.
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Holomorfné funkcie

Definicia 2 (Holomorfna funkcia)

Hovorime, ze funkcia f je holomorfna (analyticka, regularna) v bode zo € C, ak
f ma derivaciu na nejakom okoli bodu zg. Funkcia f je holomorfna na mnozine
G C C, ak je holomorfna v kazdom bode z € G.

Pojem holomorfnosti funkcie (na rozdiel od komplexnej diferencovatelnosti) je
mozné zaviest i pre nevlastny bod co. Konkétne, funkcia f(z) sa oznaéuje ako
holomorfna v bode oo, ak funkcia f(1/z) je holomorfna v bode zyp = 0.

Priklad 20

Z predchadzajicich prikladov (Priklady 16, 17 a 18) vyplyva, ze funkcia
f(2) = 2" je holomorfna v celej komplexnej rovine, funkcia g(z) = Z nie je
holomorfna v ziadnom bode z C a funkcia h(z) = 1/z je holomorfna na C\ {0}.

Priklad 21

Funkcia f(z) = |z|? nie je holomorfna v ziadnom bode z C, hoci je komplexne
diferencovatel'na v bode 2y = 0, ako sa mozno lahko presvedcit.
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Nech G C C je oblast. Funkcia f : G — C je konstantna na G préve vtedy,
ked' je holomorfnd na G a f'(z) = 0 pre kazdé z € G.

Doékaz.

Implikacia “=" vyplyva priamo z Definicii 1 a 2. Naopak, nech f je holomorfna
na G s f'(z) = 0 pre kazdé z € G. Funkcie u,v z (28) podla (30) splhajt

| A

up(z,y) = 0=1v,(2,y), vy(z,y) =0=—uy(z,y) prekazdeé [z,y] € G,

z ¢oho vyplyva, ze funkcie u, v st konstantné na oblasti G. To znamena, ze i
funkcia f = u + iv je konstantna na G. |

Désledok 1

Nech f, g st funkcie holomorfné na oblasti G C C. Potom platia tvrdenia.
(i) Rovnost f' = g' plati na G prave vtedy, ked f = g+ K na G, kde K je
(komplexna) konstanta.

(ii) Funkcia f je polyném stupfia mensieho ako n na G prave vtedy, ked'
f™ =0 naG.
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Komplexné funkcionalne rady

Nech G C C je neprazdna mnozina a nech {f.(z)}nZ1 je postupnost funkcii
definovanych na G. Postupnost Ciastocnych stctov {sx(z)}3=; definovana

sk(2) =) fa(z), 2€G, keN,

=1

sa nazyva (nekonecny) funkcionalny rad s clenmi f,, a oznacuje sa > > | fn(z2),
resp. > fn(z). Rozlisujeme dva typy konvergencie funkcionalnych postupnosti
a radov.

@ Bodova konvergencia na GG — pre kazdé zp € G je Ciselna postupnost
{fn(20)} (Ciselny rad > fn(z0)) konvergentna(y). Funkcia f s vlastnostou

()= lim fu(z) (f(z) = fa(2)) pre kazde z € G,

n—r00

sa nazyva limitna funkcia postupnosti (stcet radu). Symbolicky zna&ime

In—f (Z fn— f) na G.



Funkcie

@ Rovnomerna konvergencia na GG — zhruba povedané, konvergencia k
limitnej funkcii (k stctu) nezavisi na premennej z. Presnejsie, ak f je
limitna funkcia postupnosti {f»}, potom pre kazdé € > 0 existuje index
ne € N tak, ze

|fn(2) — f(2)] <e pre kazdé n > n. a pre kazdé z € G.

Rad > fn(2) konverguje rovnomerne k sictu f na G, ak jeho prislusna
postupnost Ciastoénych saétov {sx} konverguje rovnomerne k f na G.
Symbolicky zapisujeme fr, = f (3 fn = f) na G.

Derivacia

Veta 12 (Cauchyho—Bolzanove kritéria rovnomernej konvergencie)

Postupnost { f,,} konverguje rovnomerne na G prave vtedy, ked pre kazdé
€ > 0 existuje index n. € N tak, ze

|fn(2) — fm(2)| < e pre kazdé n,m > n. a pre kazdé z € G.

Rad > f. konverguje rovnomerne na G prave vtedy, ked' pre kazdé e > 0
existuje index n. € N tak, ze

m—+n

> (2

<e prekazdén > n., m €N, a pre kazdé z € G.




Cauchyho—Bolzanove kritéria udavaji nutné a zaroven postacujiice podmienky
rovnomernej konvergencie postupnosti (radu) funkcii. Pre praktické vypocty sa
vSak s vyhodu vyuziva nasledujiice postacujice kritérium.

Veta 13 (Weierstrassovo kritérium rovnomernej konvergencie)

Ak pre rad Y, f,. existuje konvergentny redlny ciselny rad Y a, s vlastnostou
|fn(2)| < an pre kazdé n € N a pre kazdé z € G,

potom rad Y, fn konverguje rovnomerne na mnozine G.

Realny ciselny rad > ., vo Vete 13 sa nazyva majorantny rad (majoranta) pre
funkcionalny rad > f.

Nech {f.} je postupnost funkcii spojitych na mnozine G C C. Ak rad ) fn
konverguje rovnomerne na G k sictu f, potom funkcia f je spojita na G.
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Mocninové rady

Délezitym typom funkcionalnych radov si tzv. mocninové rady, t.j., rady tvaru

Z (z—20)", (32)

kde zo,an € C pre kazdé n € Ny. Cislo 2o sa nazyva stred mocninového radu
(32) a cisla an jeho koeficienty. Mnozina vSetkych komplexnych ¢isiel z, pre
ktoré rad (32) konverguje, sa nazyva obor konvergencie mocninového radu. Je
zrejme, ze obor konvergencie lubovolného mocninového radu je vzdy neprazdna
podmnozina v C (rad (32) vzdy konverguje vo svojom strede zg). Nasledujace
dve vety popisuja Struktaru oboru konvergencie mocninovych radov.

Veta 15 (Abelova veta)

Ak mocninovy rad (32) konverguje v istom komplexnom ¢isle z1 # zy, potom
konverguje absolitne v kazdom z € C splnajicom

|z — 20| < |21 — 20]-
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Veta 16 (Cauchyho—Hadamardova veta)

Pre rad (32) definujme nezaporné reélne ¢islo R predpisom
R :=1/limsup V/|an|. (33)
n—oo

Potom platia nasledujice tvrdenia.

(i) Ak R =0, potom rad (32) konverguje iba vo svojom strede z, (teda
diverguje na C\ {z0}).

(i) Ak R = oo, potom rad (32) konverguje absolitne v kazdom z € C.

(iii) Ak 0 < R < oo, potom rad (32) konverguje absoldtne pre kazdé z € C
spliajiice |z — 20| < R a diverguje pre kazdé z € C splnajiice |z — zo| > R.

Cislo R v (33) sa nazyva polomer konvergencie mocninového radu (32). Pre R
kladné a konecné sa mnozina

{z €C, |z— 20| < R} (34)

oznacuje ako konvergenény kruh radu (33). Rad (33) konverguje absolatne vo
svojom konvergenénom kruhu. Naviac, moze konvergovat v niektorych bodoch
tzv. konvergencnej kruznice |z — zo| = R.



Komplexné ¢isla Funkcie

Derivacia

Poznamka 4

|

Ak existuje lim, oo {/|an|, potom polomer konvergencie R radu (32) splha
R=1/ lim Y/|an|. (35)
n—r oo

Ak naviac existuje i limp— o0 |@n+1/an|, potom polomer konvergencie R je
mozné vyjadrit aj v tvare

R=1/ lim |+t

n— oo

(36)

Gn
Identita (36) vyplyva z nerovnosti

An+1
an

An+1

lim inf
n—oo

< hmmf Vlan| < hmsup Y/|an| < lim sup

n—r00

Rad (32) s kladnym polomerom konvergencie konverguje absolitne vo svojom
konvergenénom kruhu. Naviac, rad (32) konverguje rovnomerne na kazdej
kompaktnej podmnozine svojho konvergenéného kruhu.




Komplexné cisla Funkcie Derivacia

Nech mocninovy rad (32) ma kladny polomer konvergencie R a nech f znaci
sacet radu (32), t.j.,

fz) = Zan(z —20)", |z— 2| <R.
n=0
Potom funkcia f je spojita a holomorfna v konvergenénom kruhu radu (32) a
F(z) =a1 +2a2(2 — 20) + -+ = Z(n + Dant1(z — 20)" (37)
n=0

pre kazdé z € C spliajiice |z — 20| < R. Obzvlast, mocninovy rad (37) (tzv.
derivacia radu (32)) ma opat polomer konvergencie R.

Z Vety 18 vyplyva, ze sucet kazdého mocninového radu je funkcia holomorfna v
konvergenénom kruhu tohto radu. Naviac, tento si€et ma derivacie vsetkych
radov, ktoré st opat holomorfné v danom konvergenénom kruhu. Neskor
ukazeme, ze kazda holomorfna funkcia (na otvorenej podmnozine v C) sa da
vyjadrit ako sicet istého mocninového radu.



Derivacia

Komplexné ¢isla Funkcie

Priklad 22

Najjednoduchsim netrivialnym prikladom mocninového radu je geometricky rad

Zz":1+z+z2+z3+~~~,

n=0

pozri tiez Priklad 10 b). Jedna sa o mocninovy rad so stredom v bode zo = 0.
Nakolko v tomto pripade a,, = 1 pre kazdé n € Ny, plati

limsup V/|an| =limsupl = lim 1=1.

n— oo n— oo n—roo

Pre polomer konvergencie teda mame R = 1 a konvergencny kruh daného radu
ma tvar |z| < 1, podla Vety 16. Ako sme ukazali v Priklade 10 b), kruh |z| < 1
je zaroven aj oborom konvergencie daného radu (geometricky rad v zadani totiz
diverguje v kazdom bode konvergenénej kruznice |z| = 1).




Komplexné cisla Funkcie Derivacia

Priklad 23

Najdime polomery konvergencie mocninovych radov

2) S (n) =", b) Z%.

a) Plati a, = n! pre n € Ng. KedZe existuje limita

|
= lim (n+ D! = lim (n+1) = oo,
n—oo n' n— 00

An+1
Qn

lim
n—oo

podla formuly (36) v Poznamke 4 polomer konvergencie je R = 1/co = 0. V
stlade s Vetou 16(i) teda dany rad konverguje iba vo svojom strede z = 0.
b) V tomto pripade mame a, = 1/n! pre n € Ny a

n!

= lim —— = lim =0

An+1 o

an

lim
n— oo

Pre polomer konvergencie potom plati R = 1/0 = co. Podla Vety 16(ii) rad
konverguje absolttne v celej komplexnej rovine.




Komplexné cisla Funkcie Derivacia

Priklad 24

Uréme obor konvergencie mocninového radu

n=0
Koeficienty tohto radu maja tvar a,, = m n € Ny. Dalej plati
(Eorai 1/n+2\° 1
n . n 34n+1 g
lim&:hm%:hmf(n )Z,_
n—oo | Qpn n—oo [CF R n—sood \n+3 4

Preto polomer konvergencie je R = 4. Podla Vety 16(iii) rad v zadani prikladu
konverguje absolatne na mnozine |z + 2| < 4 a diverguje pre |z +2| > 4. V
pripade bodov konvergenénej kruznice, t.j., |z + 2| = 4, plati

(z+2)"
(n+ 2)34»

|z + 2| 4m 1

T (n+2)34n T (n+2)34n  (n+2)3°

Z realnej analyzy vieme, ze &iselny rad >~ 1/(n + 2)® je konvergentny. Preto
podla porovnavacieho kritéria rad v zadani prikladu konverguje absolatne i na
konvergenénej kruznici. Obor konvergencie je teda uzavrety kruh |z + 2| < 4.




Komplexné cisla Funkcie Derivacia

Priklad 25

Najdime obor konvergencie radu

Jedna sa o mocninovy rad > a,z", v ktorom niektoré mocniny z “chybajd”
n

9 3
Z%:0~ZO+0-21+0~22+(1/1)-z3+0-z4+0~z5+(1/2)-z6+~~~.
n=1

Vseobecny koeficient a,, tohto radu mozno zapisat v tvare

0, n=0,n=3k—-2, n=3k—1,
@y =
3/n, n=23k#0.

Postupnost { \"'/|an\} ma teda dva hromadné body, 0 a lim,— Y/3/n = 1.

To znamena, ze limsup,, ,., %/|an| =1, a polomer konvergencie R = 1. Rad
v zadani preto konverguje absolatne v kruhu |z| < 1 a diverguje pre |z| > 1.




Komplexné cisla Funkcie Derivacia

Vysetrime teraz konvergenciu radu na konvergenénej kruznici |z| = 1. Kazdé

takéto z ma podla (3) goniometricky tvar z = cosp +isingp, ¢ € [—m, 7).

Dosadenim do radu v zadani a vyuzitim Moivreovho vzorca (8) dostaneme
i i _ i (cos ¢ + isin )*™ (8) i cos 3np + isin 3ngp

n n

n=1

i (cos3np/n) + i (sin3np/n).

n=1

Pre 3¢ # 2kn st obidva realne rady v poslednom vyraze konvergentné, podla
Dirichletovho kritéria. Teda konverguje i pévodny komplexny rad v zadani. Vo
zvysnych pripadoch, t.j., v silade s —7 < ¢ < 7, pre
o1 = —21/3 ~ 21 = cos (—2m/3) + isin (—27/3) = —(1 +iv/3)/2,
2 =0 ~» 2o =cos0+i0 =1,
@3 = 2m/3 ~ 23 = cos (2m/3) +isin (27/3) = (=1 +iV3)/2

dany komplexny rad diverguje. Obor konvergencie je teda uzavrety kruh |z| <1
okrem vyssie uvedenych bodov z1, 22, z3.
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