10 Dekompozice grafii, algoritmy a minory

Dalsi autorliv vyb&r tématu nds zavede ke strukturdini teorii grafii — k riiznym jejich dekom-
pozicim, grafovym minoriim a navazujicim efektivnim algoritmm pro jinak t&Zké problémy.

Obecnou inspiraci ndm je znamy fakt, Ze vétinu jinak t&kych problémi Ize ¥esit snadno a
efektivn& na stromech. Podobnd situace nastdva tfeba u intervalovych grafii nebo obecné& u
chordélnich grafii. Proto se podivdme na grafy, které jsou svym zpiisobem ,stromim blizké",
ve smyslu existence jejich vhodné dekompozice.

Vrcholem této lekce je formulace hlavniho vysledku takzvané , Graph Minors Theory" od
Robertsona a Seymoura, ktery lze bez nadsdzky prohldsit za asi nejvétsi vysledek, kterého
dosud teorie grafti dosdhla (i v porovnani s V&tou o &tyfech barvach).

Struény prehled lekce
e Uvodni zamysleni nad feSenim obtiZnych problémi.
e Stromova $itka grafu z mnoha stran. N&které jiné | Sitkové" param.

e Ukdazky pouZiti dekompozic grafii na efektivni algoritmy.

e Néco o grafovych minorech a strukturalni teorii.
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10.1 Obtizné problémy na specialnich grafech
V Lekci 7 jsme uvedli nékteré ,nefeliteln& obtizné", presn&ji N'P-t&zké grafové
problémy, nap¥iklad 3-obarveni grafu nebo nezavisla mnoZina vrcholi.

Oba tyto problémy snadno vy¥fesime na intervalovych grafech.

Algoritmus 10.1. Nalezeni nezavislé mnoZiny v intervalovém grafu
PFedpokladejme, Ze graf G je dany svou intervalovou reprezentaci (v pFipadé potFeby je
moZno tuto reprezentaci efektivné sestrojit). Maximalni nezdvislou mnoZinu nalezneme
nasledovné.

e Uspofaddme intervaly reprezentujici G' podle jejich pravych konci.

e Do nezjvislé mnoZiny hladové (v tomto uspofiddni) vloZime vZdy prvni interval
neprotinajici se s predchozimi vybranymi.
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Také na obecngjsich chordalnich grafech miZeme navrhovat rychlé a povétsinou i
snadné algoritmy.

Algoritmus 10.2. Urceni barevnosti chordalniho grafu
e Snadno zkonstruhujeme simplicidlni dekompozici naseho grafu G (Véta 9.6).

e Graf G je k-degenerovany, kde k = w(G) — 1 je nejvétsi stupeii simplicidlniho
vrcholu v nékterém kroku simplicidlni dekompozice G. Hladové tudiz mizeme G
obarvit k + 1 barvami a to je optimélIni (nebot mame v G kliku velikosti k + 1).

Algoritmus 10.3. Nalezeni nezavislé mnoziny chordalniho grafu
o Opg&t zkonstruhujeme simplicialni dekompozici nadeho grafu G (Véta 9.6).
e V poradi této dekompozice hladové p¥idavame vrcholy do nezavislé mnoZiny.
(Tento postup je p¥imym zobecn&nim Algoritmu 10.1, viz také Véta 9.8.)
Mozna zobecnéni?

Zajimavou a uZiteZnou otazkou ted je, jak takové postupy zobecnit na $irdi t¥idy graf(,
které maji n&jakou specifickou omezujici (ale ne p¥ilig) vlastnost — ,,parametr*.
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10.2 Tree-width — &tyf¥i definice

Nazev ,tree-width" byl zaveden Robersonem a Seymourem po&atkem 80-tych let,
ale pak se ukazalo, Ze ekvivalentni definice jiZz uvaZovali matematici léta pred nimi,
naptiklad v souvislosti s takzvanymi ,k-trees” nebo se simplicidlnimi dekompozicemi.
(Dusledkem tohoto vyvoje je také bohatost riiznych definic stejného pojmu...)

P¥ipomefime, Ze velikost nejvétsi kliky v grafu G se oznatuje w(G).

Definice: Stromovou Sitkou (tree-width) grafu G nazveme nejmensi pfirozené k takové,
Ze existuje chordélni graf H s w(H) = k + 1 obsahujici G jako podgraf (H 2 G).

Napf¥iklad kazdy podgraf nasledujiciho chrodalniho grafu ma tree-width < 2:

Kde je v8ak v této definici n&jaky ,strom"? Je, ale skryty — podivejte se na Vétu 9.8 popisujici
chordélni grafy jako priinikové grafy podstromi ve stromé.
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Jinou moZnost popisu ukazuje:

Definice: Vrcholy V(G) grafu G uspordddme do posloupnosti (permutace)

(v1,v2,...,0p). Pro i = 1,2,...,n definujme ¢(v;) jako polet viech indexd j €
{1,...,1— 1} takovych, Ze vrcholy v; a v; jsou v G spojeny cestou pouZivajici pouze
vrcholy z mnoZiny {vj, v, vit1,...,0,}.

Druhou stromovou Sitkou grafu G nazveme nejmendi hodnotu vyrazu max, ¢(v) pres
viechny permutace vrcholi V(G).

V&imnéte si, Ze usporaddni vrcholl z této definice je vlastn& zpétnou simplicidlni dekompozici
chordélniho grafu H D G z ptedchozi definice (viz také Véta 9.6).

V nakresleném ptikladé grafu Cs vidime uspo¥adani vrchold se Sitkou 2. (Teckované hrany
ukazuji tzv. chorddIni dopinéni grafu, relevantni k prvni definici tree-width.)
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Jesté dalsi, zna¢né odlidny, p¥fistup ma tato definice:

Definice: Pro libovolny strom T' uvaZujeme (libovolné) zobrazeni 7 : E(G) — V(T).
Pro vrchol t € V(T') oznatime Ti,...,T, jednotlivé komponenty lesa T'—t a F; =
7= H(V(T;)). Oznatme

6 = V()| +(d=1)-c(G) = > oG- F),

i=1

kde ¢(H) zna&i polet souvislych komponent grafu H.

Treti stromovou Sitkou grafu G pak definujeme jako nejmensi moZnou, pfes viechny
dvojice T', 7, hodnotu vyrazu max ey (1) £-(1).
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Nakonec si uvedeme jesté plvodni definici Robertsona a Seymoura, kterd se vétSinou
uvadi jako ta prvni a hlavni (a na ostatni mozné definice malokdy p¥ijde Yet).

Definice 10.4. Stromova dekompozice grafu G.
Stromovou dekompozici grafu G nazveme strom T spolu se systémem mnoZin X
(zvanych ,baliky") pro t € V(T'), kde

o Xy CV(G) a Uy Xe = V(G),

e pro kazdou hranu e = uwv € E(G) je u,v € Xy pro n&jaké t € V(T),

o (interpola¢ni vlastnost) pro kazdy vrchol v € V(G) tvo¥i podmnoZina viech
teV(T)sve X, podstrom v T.

Sitkou dekompozice T', X' rozumime nejv&téi hodnotu |X| — 1 pro t € V(T') a &tvrtou
stromovou Sitkou grafu G nazveme nejmensi moZnou $itku stromové dekompozice G.

1
{1,5,6,8} {1,2,3,6}
5 6
{1,3,6,8}
8 7
{1737478} {376577 8}
4
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P¥es veskerou zdanlivou odlisnost uvedenych definic plati ndsledovné.

Véta 10.5. VSechny CtyFi vyse uvedené definice stromové $itky definuji pfesné tutéZ
hodnotu, pokud graf G ma neprazdnou mnoZinu hran.

Dikaz plného znéni této véty je v8ak nad rdmec naseho textu.

O &etnicich a zlodéji

Na zavér si predstavme hru na Cetniky a zlodé&je s témito pravidly: Zlodgj se bleskovou
rychlosti pohybuje po hranach grafu p¥es vrcholy neobsazené Eetniky (jeho pohyb vzdy
skon&i ve vrcholu, ne ,uprostfed” hrany). Naopak &etnici se grafem viibec nepohybuji,
jen prilétaji do a odlétaji z vrcholi helikoptérou. Zlod&j je chycen ve svém vrcholu z
ptiletivdim Cetnikem, pokud jsou i vSichni sousedé 2z zrovna obsazeni Eetniky.

Véta 10.6. Nejmensi polet Cetniki potFebnych k zaru¢enému chyceni zlodéje v grafu
G je roven stromové Sitce G plus 1.
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10.3 Neékteré dalsi parametry

Definice: Cestn/ dekompozici a &itku (path-width) grafu G definujeme stejné jako v
Definici 10.4, jen poZadujeme navic, aby T byla cesta.

Definice: Vrcholy V(G) grafu G uspordddme do posloupnosti (permutace)
(v1,v2,...,v,). Bandwidth grafu G definujeme jako nejmensi hodnotu vyrazu
max,,, ep(q) |¢ — j| pes véechny permutace vrcholi V(G).

Vétvené dekompozice

Graf je kubicky, pokud ma v8echny vrcholy stupné& 3. Strom je podkubicky, pokud ma
v8echny vrcholy stupné < 3.

Definice: Pro libovolny graf G a podmnozinu X C E(G) definujeme funkci souvislosti
Ac(X) jako potet vrcholi G, které jsou konci n&kterych hran z X i hran z E(G) \ X
(separace mnoziny X).
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Definice 10.7. Vétvena dekompozice grafu G

Necht T je podkubicky strom a 7 : E(G) — L(T) je bijekce hran grafu G do listd
L(T) stromu T. Pro kaZdou hranu x stromu T' definujeme 3itku x jako Ag(X), kde
X =77Y(V(T1)) pro jednu z komponent 14,75 lesa T' — x.

Pak Sitkou dekompozice T, 7 je maximalni itka ze v3ech hran T a vétvenou Sitkou
grafu G je nejmensi mozna $itka vétvené dekompozice G.
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Véta 10.8. Pokud graf G md stromovou Sitku t a vétvenou $itku b > 1, tak

b<t+1< EbJ
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Jiny pf¥istup

Necht G je grafa X C V(G). Jako funkci hodnosti Fezu v (F) na mnozing F' ozna&ime
hodnost X x (V' \ X)-matice A = (a; ;) nad bindrnim télesem GF(2), kde a,, =1
prou€ X aveV\X, pravé kdyz uv je hranou v G.

Definice 10.9. Rankova dekompozice grafu GG

Necht 7' je podkubicky strom a 7 : V(G) — L(T) je bijekce vrcholii grafu G do listd
L(T) stromu T'. Pro kaZdou hranu x stromu T definujeme 3itku = jako v¢(X), kde
X =771(V(T1)) pro jednu z komponent 7', 75 lesa T — x.

Pak Sitkou dekompozice T, 7 je maximalni §itka ze vS8ech hran T a rankovou Sitkou
grafu G je nejmensi moZna &itka rankové dekompozice G.
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10.4 Efektivni algoritmy na dekompozicich

Jiz vime z 7.18, Ze ur&eni velikosti nejvétéi nezdvislé mnoZiny v grafu je NP-liplny
problém. Stromovd dekompozice fixni Sitky vSak tento problém umoziuje Yesit velice
snadno.

Algoritmus 10.10. Nezavislda mnoZzina na stromové dekompozici
Danou stromovou dekompozici vstupniho grafu si libovoln& , zakofenime".

e \ kazdém listé dekompozice vyfe$ime problém hrubou silou v konstantnim case.

e Ve smé&ru od listl ke kofeni sbirdme ndsledujici informaci:
V kaZzdém baliku B dekompozice, pro kazdou X C B, velikost nejvétsi nezavislé
mnoziny I v grafu indukovaném na podstromu pod B takové, ze I N B = X.

e Vzhledem k interpola¢ni vlastnosti nasi dekompozice Ize vySe popsanou informaci
v kaZdém baliku dekompozice zjistit v konstantnim ¢ase pouze ze znalosti stejné
informace ze v3ech jeho potomki v dekompozici.

Vysledny algoritmus pracuje v €ase imé&rném poctu uzli dekompozice, tedy v linedrnim
Case!
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Dal$i problém hledani parovéni v grafu sice je polynomidlng YeSitelny, ale zjigtovani
pottu viech pdrovani uz je #P-iplné, neboli stejné t&zké (beznadi&jné) jako vypolet
permanentu matice nebo spo&itani viech ¥eSeni SAT problému.

Algoritmus 10.11. Potet parovani na vétvené dekompozici
Opét si vétvenou dekompozici vstupniho grafu libovoln& ,zakofenime*.

e V kaZzdém listé dekompozice je feSeni trivialni.

e Ve smé&ru od listl ke kofeni sbirdme ndsledujici informaci:
V kazdé hran& dekompozice, pro kazdou podmnoZinu X C S vrcholl separace S
indukované touto hranou v dekompozici, po&et v3ech parovani, ktera ze separace
S ,,obsazuji* pravé vrcholy X.

e Opét lze vySe popsanou informaci na kazdé hran& dekompozice zjistit v kon-
stantnim Case pouze ze znalosti stejné informace z obou jejich podstromi v
dekompozici (vzdjemnym vyndsobenim a settenim potti).

Vysledny algoritmus pracuje v &ase Umérném poctu hran dekompozice, tedy opét v
linedrnim Case.
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Jeden vSeobecny vysledek

Ndpadna vzajemna podobnost pfedchozich algoritm urcité neni ndhodnd, chtéli jsme jimi ilus-
trovat jeden dileZity obecny princip, ktery objevili postupné [Courcelle / Arnborg, Lagergren,
Seese / Borie, Parker, Tovey].

Véta 10.12. KaZdd vlastnost grafi, ktera je vyjadFitelnd v tzv. (E)MSO jazyce, se dd
vypocitat v linedrnim ase pro vsechny grafy omezené stromové Sitky.

Pro zjednoduseni nebudeme ptesn& definovat, co (E)MSO jazyk znamend, ale zhruba
jde o jazyk, ktery ma dovoleno kvantifikovat pfes podmnoZiny vrcholG a hran grafu
a enumerovat po&ty prvkid mnoZzin. Vétina grafovych vlastnosti, které jsme zatim
probirali, spada do této kategorie.
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10.5 Minory v grafech

Definice: Rikdme, Ze graf G je minorem grafu H, pokud lze G ziskat z H kontrakcemi
hran a vypousténim vrcholl a hran.

> -—-9

Robertson—Seymourova véta

Véta 10.13. Mé&me libovolnou grafovou vlastnost ¢, kterd je uzaviend na minory (tj.
pokud G md ¢, pak kazdy minor G md také ¢).

Pak existuje kone&né& mnoho grafi F, ..., Fy (zakdzané minory) takovych, Ze G mad ¢
pravé kdyZ G neobsahuje minor isomorfni Zadnému z F1y, . .., Fy.

Mimo jiné Ize tudi¥ vlastnost ¢ rozhodnout v &ase O(n?) pro kaZdy n-vrcholovy graf G.

Poznamka: Tato véta je zcela nekonstruktivni, neboli nepoddva Zadny navod, jak zminény
algoritmus sestrojit!
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