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2 Souvislost graf̊u

Pokud máme graf, který modeluje nějaká spojeńı či śıt’, přirozeně nás zaj́ımá, jakou máme
možnost se dostat odněkud někam v tomto grafu. To má množstv́ı praktických motivaćı –
např́ıklad poč́ıtačové, dopravńı, telefonńı či potrubńı śıtě. Je pochopitelné, že v takových śıt́ıch
chceme ḿıt možnost se dostat z každého ḿısta do každého jiného.

Graf̊um s takovou vlastnost́ı ř́ıkáme souvislé.

✷

Stručný p̌rehled lekce

• Definice souvislosti grafu, vrcholová / hranová, vyš̌śı souvislost.

• Algoritmus procházeńı grafem (souvislou komponentou).

• Silná souvislost orientovaných graf̊u.

• Eulerovské tahy v grafu.
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2.1 Spojeńı vrchol̊u, komponenty

Definice: Sledem délky n v grafu G rozuḿıme posloupnost vrchol̊u a hran

(v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn) ,

ve které vždy hrana ei má koncové vrcholy vi−1, vi.

Sled je vlastně procházka po hranách grafu z u do v. Př́ıkladem sledu může být pr̊uchod IP
paketu internetem (včetně cykleńı). ✷

Lema 2.1. Mějme relaci ∼ na množině vrchol̊u V (G) libovolného grafu G takovou,
že pro dva vrcholy u ∼ v právě když existuje v G sled zač́ınaj́ıćı v u a konč́ıćı ve v. Pak
∼ je relaćı ekvivalence.

Důkaz. Relace ∼ je reflexivńı, nebot’ každý vrchol je spojený sám se sebou sledem
délky 0. Symetrická je také, protože sled z u do v snadno obrát́ıme na sled z v do u.
Stejně tak je ∼ tranzitivńı, protože dva sledy můžeme na sebe navázat v jeden. ✷
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Komponenty grafu

Definice: Tř́ıdy ekvivalence výše popsané (Lema 2.1) relace ∼ na V (G) se nazývaj́ı
komponenty souvislosti grafu G.

Jinak se taky komponentami souvislosti mysĺı podgrafy indukované na těchto ťŕıdách
ekvivalence.

Pod́ıvejte se, kolik komponent souvislosti má tento graf:
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✷

Vid́ıte v obrázku všechny ťri komponenty? Jedna z nich je izolovaným vrcholem, druhá hranou
(tj. grafem isomorfńım K2) a ťret́ı je to zbývaj́ıćı.
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Připomeňme si, že cesta v grafu je vlastně sledem bez opakováńı vrchol̊u.

Věta 2.2. Pokud mezi dvěma vrcholy grafu G existuje sled, pak mezi nimi existuje
cesta. ✷

Důkaz. Necht’ (u = v0, e1, v1, . . . , en, vn = v) je sled délky n mezi vrcholy u a v v G.
Začneme budovat nový sled W z vrcholu w0 = u, který už bude cestou:

– Předpokládejme, že nový sled už má počátek (w0, e1, w1, . . . , wi) = W (na
začátku i = 0, tj. jen (w0) bez hran), kde wi = vj pro některé j ∈ {0, 1, . . . , n}.
✷

– Najdeme nejvěťśı index k ≥ j takový, že vk = vj = wi, a sled W pokračujeme
krokem ( . . . , wi = vj = vk, ek+1, wi+1 = vk+1). ✷

– Zbývá dokázat, že nový vrchol wi+1 = vk+1 se ve sledu W neopakuje. Pokud by
tomu ale tak bylo wl = wi+1, l ≤ i, pak bychom na vrchol wi+1 ”

p̌reskočili“ už
ďŕıve z vrcholu wl, spor.

– Konstrukce je hotova, když wi = v. ✷

✷

Ačkoliv uvedený důkaz vypadá složitě, je to jen jeho formálńım zápisem. Ve skutečnosti se v
důkaze neděje nic jiného, než že se původńı sled zkracuje o opakované vrcholy, až nakonec
zákonitě vznikne cesta. Jeho výhodou je konstruktivnost – vid́ıme, jak cestu źıskat.
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Důkaz kraťśı, ale nekonstruktivńı, pro Větu 2.2:

Pokud mezi dvěma vrcholy grafu G existuje sled, pak mezi nimi existuje cesta.

Ze všech sledů mezi vrcholy u a v v G vybereme sled W s nejmenš́ı délkou. Je snadno
vidět, že pokud W zopakuje některý vrchol grafu G, můžeme W ještě zkrátit, a to je
spor s p̌redpokladem. Proto je W cestou v G. ✷ ✷

Základńı souvislost grafu

Závěrem se dostáváme k nejdůležitěǰśı definici souvislého grafu:

Definice 2.3. Graf G je souvislý
pokud je G tvǒrený nejvýše jednou komponentou souvislosti, tj. pokud každé dva vr-
choly G jsou spojené cestou (dle Věty 2.2).

s s s s

s s s s
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2.2 Prohledáváńı grafu

Pro vytvǒreńı co nejobecněǰśıho schématu algoritmu pro procházeńı grafu vystač́ıme s
následuj́ıćımi datovými stavy a pomocnou strukturou:

• Vrchol: má stavy . . .

– iniciačńı – dostane na začátku,

– nalezený – poté, co jsme jej p̌res některou hranu nalezli (a odložili ke zprac.),

– zpracovaný – poté, co jsme už probrali všechny hrany z něj vycházej́ıćı.

– (Př́ıpadně ještě stav
”
post-zpracovaný“, po dokončeńı všech následńıků.)

• Hrana: má stavy . . .

– iniciačńı – dostane na začátku,

– zpracovaná – poté, co už byla probrána od jednoho ze svých vrchol̊u. ✷

• Úschovna: je pomocná datová struktura (množina),

– udržuje odložené, tj. nalezené a ještě nezpracované vrcholy.

Způsob, kterým se vyb́ıraj́ı vrcholy z úschovny ke zpracováńı, určuje variantu algoritmu
procházeńı grafu. Zde pro věťśı obecnost dokonce v úschovně udržujeme vrcholy spolu
s p̌ŕıchoźımi hranami. V prohledávaných vrcholech a hranách se pak prováděj́ı konkrétńı
programové akce pro prohledáńı a zpracováńı našeho grafu.
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Algoritmus 2.4. Generické procházeńı souvislé komponenty G grafu
Algoritmus projde a zpracuje každou hranu a vrchol souvislého grafu G.

vstup < graf G;

stav(všechny vrcholy a hrany G ) < iniciačńı;
úschovna U = {(∅, v0)}, pro libovolný vrchol v0 grafu G;

strom prohledávánı́ T = ∅;

while (U je neprázdná) {
zvolit (e,v) ∈ U;

U = U \ {(e,v)};
if (e 6= ∅) ZPRACUJ(e);

if (stav(v) 6= zpracovaný) {
foreach ( f hrana vycházej́ıćı z v) {

w = opačný vrchol hrany f = vw;

if (stav(w) 6= zpracovaný) (*)

U = U ∪ {(f,w)};
}
ZPRACUJ(v);

stav(v) = zpracovaný;
T = T ∪ {e,v};

}
}

G je zpracovaný;
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Algoritmus 2.5. Některé implementace procházeńı grafu;
tj. konkrétně implementace kroku

”
zvolit (e,v) ∈ U“ úschovny U.

• Procházeńı
”
do š́ı̌rky“, BFS – úschovna U je implementovaná jako fronta, neboli

je voleno (e, v) ∈ U od prvńıch vložených do úschovny. ✷

• Procházeńı
”
do hloubky“, DFS – úschovna U je implementovaná jako zásobńık,

neboli je voleno (e, v) ∈ U od posledńıch vložených do úschovny. ✷

• Dijkstr̊uv algoritmus pro nejkraťśı cestu – z úschovny vyb́ıráme vždy vrchol
nejbližš́ı k počátečńımu v0. (Toto je dost podobné prohledáváńı do š́ı̌rky, ale
obecněǰśı i pro p̌ŕıpady, kdy hrany nejsou

”
stejně dlouhé“.) ✷

Př́ıklad 2.15. Ukázka pr̊uchodu následuj́ıćım grafem do š́ı̌rky z vrcholu a.
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Značeńı v prohledávaném grafu: barevně aktuálně zpracovávaný vrchol a jeho hrany objevuj́ıćı
nové vrcholy, kroužkem a plnou čarou jǐz zpracované vrcholy a hrany, tlustě výsledný strom
prohledáváńı.
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Př́ıklad 2.16. Ukázka pr̊uchodu předchoźım grafem do hloubky z vrcholu a.
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Vid́ıte rozd́ıly tohoto pr̊uchodu proti předchoźımu př́ıkladu? ✷
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2.3 Vyšš́ı úrovně souvislosti

V śıt’ových aplikaćıch nás často zaj́ımá nejen, jestli se za normálńıch podḿınek můžeme
pohybovat mezi vrcholy/uzly, ale také, jaké spojeńı můžeme nalézt v p̌ŕıpadě lokálńıch
výpadků (odolnost a redundance).

Toto lze teoreticky podchytit zkoumáńım
”
vyš̌śıch“ stupňů souvislosti grafu. ✷

Definice: Graf G je hranově k-souvislý, k > 1, pokud i po odebráńı libovolných nejvýše
k − 1 hran z G z̊ustane výsledný graf souvislý. ✷

Definice: Graf G je vrcholově k-souvislý, k > 1, pokud i po odebráńı libovolných
nejvýše k − 1 vrchol̊u z G z̊ustane výsledný graf souvislý.
Speciálně úplný graf Kn je (definičně) vrcholově (n− 1)-souvislý.

Pokud mluv́ıme jen o k-souvislém grafu, máme na mysli vrcholově k-souvislý graf.
1-souvislý graf je pouhé synonymum pro souvislý. ✷

Stručně řečeno, vysoká hranová souvislost znamená vysoký stupeň odolnosti śıtě proti
výpadkům spojeńı-hran, neboli śıt’ z̊ustane stále dosažitelná, i když libovolných k − 1
spojeńı bude p̌rerušeno. Vysoká vrcholová souvislost je mnohem silněǰśım pojmem,
znamená totiž, že śıt’ z̊ustane dosažitelná i po výpadku libovolných k − 1 uzl̊u-vrchol̊u
(samožrejmě mimo těch vypadlých uzl̊u).



Petr Hliněný, FI MU Brno, 2013 12 / 21 FI:MA010: Souvislost grafu

s s

s

s

s

s s

ss

s s

s s

ss

s ss

Na ilustračńım obrázku má prvńı graf vrcholovou souvislost 4 a snadno vid́ıme, že po
odebráńı ťŕı vrchol̊u či hran z̊ustává souvislý. Z druhého grafu bychom museli odebrat
nejméně 3 hrany, aby se stal nesouvislým, a proto je jeho hranová souvislost 3. Na
druhou stranu však stač́ı odebrat 2 vrcholy, aby mezi jeho levým a pravým krajńım
vrcholem žádné spojeńı nez̊ustalo. (Vid́ıte, které dva?) A jak je tomu u ťret́ıho grafu?✷

Věta 2.6. Libovolný obyčejný graf je 2-souvislý, právě když jej lze vytvǒrit z kružnice

”
p̌ridáváńım uš́ı“; tj. iteraćı operace, kdy libovolné dva stávaj́ıćı vrcholy grafu jsou

spojeny novou cestou libovolné délky (ale ne paralelńı hranou).
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Petr Hliněný, FI MU Brno, 2013 13 / 21 FI:MA010: Souvislost grafu

Mengerova věta

Důkaz následuj́ıćıho důležitého výsledku by nebyl jednoduchý p̌ri použit́ı stávaj́ıćıch
znalost́ı, proto jej ponecháme na pozděǰśı lekce. . . (

”
Toky v śıt́ıch“.)

Věta 2.7. Graf G je hranově k-souvislý právě když mezi libovolnými dvěma vrcholy
lze vést aspoň k hranově-disjunktńıch cest (vrcholy mohou být sd́ılené).
Graf G je vrcholově k-souvislý právě když mezi libovolnými dvěma vrcholy lze vést
aspoň k disjunktńıch cest (r̊uzných až na ty dva spojované vrcholy). ✷

Věta nám vlastně ř́ıká, že stupeň souvislosti grafu se přirozeně rovná stupni redundance spojeńı
vrchol̊u. Na výše uvedeném obrázku mezi každými dvěma vrcholy prvńıho grafu můžeme vést
až 4 disjunktńı cesty.
U druhého grafu ťreba mezi levým a pravým koncem lze vést jen 2 (vrcholově) disjunktńı cesty,
ale mezi každými dvěma vrcholy lze vést 3 hranově-disjunktńı cesty.
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V duchu p̌redchoźı Mengerovy věty pokračujeme s následuj́ıćımi poznatky.

Věta 2.8. Necht’ G je vrcholově 2-souvislý graf. Pak každé dvě hrany v G lež́ı na
společné kružnici. ✷

Důkaz: Necht’ e, f ∈ E(G). Sestroj́ıme graf G′ podrozděleńım obou hran e, f novými
vrcholy ve, vf . Je žrejmé, že i G′ je vrcholově 2-souvislý graf, takže podle Věty 2.7
existuj́ı v G′ dvě disjunktńı cesty spojuj́ıćı ve s vf , tvǒŕıćı spolu kružnici C′. Nakonec
C′ indukuje v G kružnici C procházej́ıćı e i f . ✷ ✷

Rozš́ı̌reńım p̌redchoźı úvahy lze dokonce dokázat:

Věta 2.9. Necht’ G je vrcholově k-souvislý graf, k ≥ 1. Pak pro každé dvě disjunktńı
množiny U1, U2 ⊂ V (G), |U1| = |U2| = k v G existuje k po dvou disjunktńıch cest z
vrchol̊u U1 do vrchol̊u U2.
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2.4 Souvislost v orientovaných grafech

Začneme analogicky Odd́ılu 2.1.

Definice: Orientovaným sledem délky n v orientovaném grafu D rozuḿıme sťŕıdavou
posloupnost vrchol̊u a orientovaných hran

v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn ,

ve které vždy hrana ei ḿı̌ŕı z vrcholu vi−1 do vrcholu vi. ✷

Věta 2.10. Pokud mezi dvěma vrcholy grafu D existuje orientovaný sled, pak mezi
nimi existuje orientovaná cesta.

s s s s s

0 1 2

. . .
n− 1 n
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Pohledy na orientovanou souvislost

Prvńım možným pohledem na souvislost orientovaných graf̊u je prostě požadovat
grafovou souvislost po

”
zapomenut́ı“ směru šipek. Toto se nazývá slabá souvislost.✷

Jiný p̌ŕıstup je následovný:

Definice: Orientovaný graf D je dosažitelný směrem ven, pokud v něm existuje vrchol
v ∈ V (D) takový, že každý vrchol x ∈ V (D) je dosažitelný orientovaným sledem z v.
✷

Podrobným zkoumáńım následuj́ıćıho obrázku zjist́ıme, že tento graf neńı dosažitelný směrem
ven, nebot’ chyb́ı možnost dosáhnout vrchol b úplně vpravo. Na druhou stranu po vypuštěńı b
je zbylý graf dosažitelný ven z vrcholu a vlevo.
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Silná souvislost

Nakonec
”
symetrizaćı“ p̌ŕıstupu dosažitelnosti se dobereme definici tzv. silné souvislosti,

která je nejčastěji zmiňována u orientovaných graf̊u.

Lema 2.11. Necht’ ≈ je binárńı relace na vrcholové množině V (D) orientovaného
grafu G taková, že u ≈ v právě když existuje dvojice orientovaných sled̊u – jeden z u

do v a druhý z v do u v grafu D. Pak ≈ je relace ekvivalence. ✷

Definice 2.12. Silné komponenty orientovaného grafu D

jsou ťŕıdy ekvivalance relace ≈ z Lematu 2.11. ✷

Orientovaný graf D je silně souvislý pokud má nejvýše jednu silnou komponentu.

Pro ilustraci si uvedem následuj́ıćı př́ıklad orientovaného grafu vlevo, jenž má čty̌ri vyznačené
silné komponenty.
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Kondenzace orientovaného grafu

Definice: Orientovaný graf, jehož vrcholy jsou tvǒreny jednotlivými silnými komponen-
tami orientovaného grafu D a šipky vedou právě mezi těmi dvojicemi r̊uzných kompo-
nent, mezi kterými vedou hrany v D, nazveme kondenzaćı grafu D. ✷

Definice: Orientovaný graf D je acyklický, pokud neobsahuje or. cyklus. ✷

Tvrzeńı 2.13. Kondenzace každého orientovaného grafu je acyklický orientovaný graf.
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2.5 Jedńım tahem: Eulerovské grafy

Pravděpodobně nejstařśı zaznamenaný výsledek teorie graf̊u pocháźı od L. Eulera –
jedná se o slavných 7 most̊u v Královci / Königsbergu / dnešńım Kaliningradě.

O jaký problém se tehdy jednalo? Městšt́ı radńı chtěli vědět, zda mohou suchou nohou přej́ıt
po každém ze sedmi vyznačených most̊u právě jednou.
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Rozbor tohoto problému vede k následuj́ıćı definici a odpovědi.

Definice: Tah je sled v grafu bez opakováńı hran.
Uzav̌rený tah je tahem, který konč́ı ve vrcholu, ve kterém začal. Otev̌rený tah je tahem,
který konč́ı v jiném vrcholu, než ve kterém začal.

Onen slavný výsledek teorie graf̊u od Leonharda Eulera poté zńı: ✷

Věta 2.14. Graf G lze nakreslit jedńım uzav̌reným tahem právě když G je souvislý a
všechny vrcholy v G jsou sudého stupně. ✷

Důsledek 2.15. Graf G lze nakreslit jedńım otev̌reným tahem právě když G je souvislý
a všechny vrcholy v G až na dva jsou sudého stupně.
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Důkaz: Dokazujeme oba směry ekvivalence. Pokud lze G nakreslit jedńım uzav̌reným
tahem, tak je žrejmě souvislý a nav́ıc má každý stupeň sudý, nebot’ uzav̌rený tah každým
pr̊uchodem vrcholem

”
ubere“ dvě hrany. ✷

Naopak zvoĺıme mezi všemi uzav̌renými tahy T v G ten (jeden z) nejdeľśı. Tvrd́ıme, že
T obsahuje všechny hrany grafu G.

– Pro spor vezměme graf G′ = G − E(T ), o kterém p̌redpokládejme, že
je neprázdný. Jelikož G′ má taktéž všechny stupně sudé, je (z indukčńıho
p̌redpokladu) libovolná jeho komponenta C ⊆ G′ nakreslená jedńım uzav̌reným
tahem TC . ✷

– Vzhledem k souvislosti grafu G každá komponenta C ⊆ G′ prot́ıná náš tah T v
některém vrchole w, a tud́ıž lze oba tahy TC a T

”
propojit p̌res w“. To je spor

s naš́ım p̌redpokladem nejdeľśıho možného T . ✷

✷

Důkaz důsledku: Necht’ u, v jsou dva vrcholy grafu G maj́ıćı lichý stupeň, neboli dva
(p̌redpokládané) konce otev̌reného tahu pro G. Do G nyńı p̌ridáme nový vrchol w
spojený hranami s u a v. T́ım jsme náš p̌ŕıpad p̌revedli na p̌redchoźı p̌ŕıpad grafu se
všemi sudými stupni. ✷


