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Motivaéni priklad

U &ty¥ odrid brambor (ozna&enych symboly A, B, C, D) se zji$tovala celkovd
hmotnost brambor vyrostlych vidy z jednoho trsu. Vysledky uvadi tabulka:

odrida  hmotnost (v kg)

A 09 08 06 09

B 13 10 13

C 13 15 16 11 15
D 1,1 12 10

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze stfedni hodnota hmotnosti trsu
brambor nezavisi na odrlidé. Zamitnete-li nulovou hypotézu, zjistéte, které dvojice
odrid se lisi na hladiné vyznamnosti 0,05.
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Motivace

Zajimame se o problém, zda lze urgitym faktorem (tj. nomindlni, kvalitativni,
ndhodnou veli¢inou A) vysvétlit variabilitu pozorovanych hodnot ndhodné veli¢iny
Y, kterd je intervalového & pomérového typu (kvantitativni). Nap¥. zkoumame,
zda metoda vyuky urtitého predmé&tu (faktor A) ovliviiuje potet bodii dosaZenych
studenty v zav&retném testu (ndhodnd velicina Y).
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Obecny popis a predpoklady

Faktor A ma a > 3 drovni.
i-té drovni odpovida n; vysledkid Y, ..., Yy, které tvofi ndhodny vybér
z rozlozeni N(u;,02), i=1,...,a.

Prvni index ozna&uje skupinu podle trovné faktoru, druhy index zna&i poradi
mé&Feni v dané skupinég.

Jednotlivé ndhodné vybéry jsou stochasticky nezavislé, tedy
Yij = i+ &ij,

kde ¢;; jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliciny s rozloZzenim N(O, (72),
kdei=1,...,aaj=1,...,n,.
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Obecny popis

Na hladin& vyznamnosti a testujeme nulovou hypotézu

Hy: v8echny stfedni hodnoty jsou stejné,

oproti alternativni hypotéze

Hj: alesponi jedna dvojice stfednich hodnot se lisi.

Jednd se tedy o zobecnéni dvouvybérového t-testu a na prvni pohled se zd3, Ze
stadi utvofit r(r — 1) /2 dvojic ndhodnych vyb&rii a na kazdou dvojici aplikovat
dvouvyb&rovy t-test. Tento postup vak nelze pouZit, nebot nezaru€uje spln&ni
podminky, Ze pravdépodobnost chyby 1.druhu je «.

Proto ve 30. letech 20. stoleti vytvofil R. A. Fisher metodu

ANOVA (ANalysis Of VAriance),

kterd uvedenou podminku spliiuje.
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Obecny popis

Pokud na hladin& vyznamnosti & zamitneme nulovou hypotézu Hy, zajima nds,
které dvojice st¥ednich hodnot, tedy kategorie podle Grovni faktoru A, se odliuji.

K YeSeni tohoto problému slouZi metody tzv. mnohondsobného porovnavani,
konkrétn& nap¥. Scheffého nebo Tukeyova metoda.
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Oznacdeni

Vysledky pokusu popiseme pomoci spojité ndhodné veli¢iny Y a to tak, Ze
sledujeme vysledky tohoto pokusu p¥i vSech trovnich faktoru A. Zjist&né hodnoty

Y = (Yy,...,Yy) rozt¥idime do a skupin podle drovni do nésledujici tabulky:
Urovers Pocet Namé¥ené Soucet Primér Rozdéleni
faktoru | pozorovani hodnoty trovné trovné trovné
[ —
1 m Yi =Y, Y1) | Y= 21 Yii | Y=g | Y~ L(p,0?)
i=
n —
2. 1y Yo=Yo,...,You,) | Yo.= 21 Yor | Yo = ,}2 Yi. | Yo~ L(p2,0?)
i=
. e v 1 2
a-ta Ng Y, = (Yal/- . -/Yanﬂ), Yo=Y Y Yo = ,TﬂYa. Yo ~ [f(]‘»aro' )
i=1
a _
Soucet n Y.=Y LY Y.=1ly,
j=1i=1

Vsimnéte si zplsobu
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Zakladni model

Definice 1 (model M)

Nahodné veli€iny Y;; se Fidi modelem M:

Yi]' =pu+aitej,

poi=1,...,aaj=1,...,n; pfitemZ ¢;; jsou stochasticky nezdvislé ndhodné
velitiny s rozlozenim N(0,02), i je spoletna &ast stredni hodnoty prom&nné
veli¢iny, a; je efekt faktoru A na drovni i.

P¥i zkoumani vlivu jednoho faktoru A testujeme hypotézu

Hy:01=---=0,=0 J

proti alternativni hypotéze

Hy:3ie{l,...,a}: a; #0. J
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Graficky — model M

Urovefi: 1 2 a
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Minimalni (nulovy) submodel

Pokud plati nulova hypotéza Hy, dostavdme nasledujici minimalni submodel.

Definice 2 (model M)
Nahodné veliciny Yij se fidi modelem Mj:

Yij=pu+eij,

poi=1,...,aaj=1,...,n;, pfiemZ ¢;; jsou stochasticky nezdvislé ndhodné
velitiny s rozlozenim N(0,02).
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Graficky — submodel M,

Urovefi: 1 2 a
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Odvozeni

Z3akladni model M:

Ty, 1y, 0 oo oo 0
1, 0 1, :

Matice planu je X=| : T a B=
1y, , o1, O
1, 0 - o 0 1,

kde vektor 1, zna&i sloupcovy vektor sloZeny z k jednicek.

Jaké rozméry ma matice X a vektor 7 Matice X neni pIné hodnosti. Pro¢?
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Odvozeni

Systém normalnich rovnic X'Xg = X'Y:

n ny ny
nm m 0
1y 0 ny
X'X =
N1 . s Mg
Ta 0 o .. 0

g 1;'1 1’/12 o 1£'a—1
0 1;” 0 . ..
!
’ XY — 1»12
0 : 1, ,
g 0 - .- 0

Jednou z pseudoinverznich matic k matici X’X je matice

0 0 o0
1
0+ 0
0 0 %
(X'X) = .
0O 0 - .- 0

kde E; = 1;1; je matice typu
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Odvozeni

Odtud N . _
(ﬁ+ﬁ1) . 1”1 Y1 EEnl 0 T 0 Y, Y. 1n1
Y= = —ay-=| ° =
: : : . . 0 . o
(ﬁ + ZX\,I) 1y, Y, 0 v 0 %Em Y, Y. 1,

takZe odhad stfedni hodnoty je tvaru
ﬁ+&] == Y]
a
Pfidanim dodatetné podminky )  n;a; = 0, dostaneme odhad spoletné sttedni

j=1
hodnoty fi =Y., a pro j =1,...,a odhad pFisp&vku j-té skupiny &; = Y;, — Y.,
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Odvozeni — odhady parametrii modelu

Pokud plati nulovad hypotéza Hy, tj. submodel Mj:
Y =Xo o+ ¢

kde Xo = 1, X)Xo = 11, =1, X)Y = 1,Y = Y,
a

Bo= (XpXo) XY =-Y. =Y.,

:\H

Pak Hy = Xo(X)Xo)'X} = 11,1, = 1E,
a

R 1 =
Holy, = Yo = HpY = EEHY =Y.1,,

tedy
Jo =
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Odvozeni — soucty &tvercti

Soutty kvadrati odchylek

[Sel= H 1= (Y—) (Y—f1) = (Y ?),,0,{1 Y)

:El(Yf _Yf-lnf) (Y= Y1) = g E( Y,.)? reziduaIni
SEo:=H30H2:(Y*ﬁo)’(Y*ﬁo):é(Y =Y. 1) (Y=Y 1) = ji iE( Y.)?  celkowy
S,=[Bal=180= () (- ﬂo>:]g(r.ln.—7..1nf>’(?,-.1n,—y..1n,

f‘ (Y~ Y.L, 1y = 2 n;(Y;,—Y..)? mezi tFidami
V§imnen<:s|, Ze plati
Sy =S4 +Se.

Pokud tedy plati model My, pak statistika

_ (St—=Se)/(a—1)  Sup/(a—1)
Fp = TSE/(H—Q) - Sf/(n—a) ~ Fla—1,n—a).
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Graficky

Urovefi: 1 2 a
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Shrnuti

m Celkovy (total) soucet Etvercii charakterizuje variabilitu jednotlivych
pozorovani kolem celkového priméru, polet stupiiti volnosti dft = n — 1:

m Skupinovy (regresni, regresssion) sou&et Etverch charakterizuje variabilitu
mezi jednotlivymi ndhodnymi vybéry, potet stupiiti volnosti dfy =a — 1:

u p— p—
Sa=Y 1 (V.- Y.)’
j=1

m Rezidudlni (residual, error) sou&et &tverci charakterizuje variabilitu uvnitf
jednotlivych vyb&rl, potet stupfiiti volnosti df, = n —a:
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Shrnuti

Véta 5

Rozdil mezi modely M a My ovéFujeme pomoci testové statistiky

_ Sa/dfa
o Se/dfe !

kterd se Fidi rozloZenim F(a — 1,n — a), je-li model My sprdvny.

Hypotézu o nevyznamnosti faktoru A tedy zamitame na hladiné vyznamnosti «,
kdyZ plati:

PA > Plf,x((l —1,n —a).
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Tabulka analyzy rozptylu

PY¥edchazejici pojmy se shrnuji v tzv. tabulce analyzy rozptylu
varablty | Sweres | vemowi | ol p-hodnota
SS df MS = 5; F=4%
Tridy Sa dfy=a—1 | MS, = df Fy=5% | P(F>Fy)
Rezidudlni Se dfe=n—a | MS,= W - _
Celkovy St dfr =n—1 - - -

Ondvej Pokora, P¥F MU (2015)
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SS = sum of squares, MS = mean square error, df = degrees of freedom
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Test shody rozptyli

Véta 6 (Leveniiv test)
>k ok . v -, °

u oznatmeOZ;; = |Y;; -Y; &r Y., vyb&rovy medidn,
pFip. 10% oFezany primér (trimmed, truncated mean).

— 1 il
= L Zij
=

Nl
SlH

L2
(27"
j=1

m Sza = 21 n; (Zi, —Z.)z
1=

a
)y
:1]

nj

1

d

s LF’J*

Plati-li hypotéza o shodé& rozptyli, pak statistika

SZA/(Q—l)

F2= S lin=a)

~ Fla—1,n—a).
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Praxe — jiny model
V praxi voli v&t8ina statistickych softwarid (mj. i R) mirn& odlinou stavbu modelu.

Definice 7

Nahodné veli¢iny Yij se ¥di modelem M*:

Yij=p* +af +eij,

poi=1,...,aaj=1,...,n;, pfi€emZ ¢;; jsou stochasticky nezdvislé ndhodné
velitiny s rozlozenim N(0,02).

Prvni droven faktoru A je pfitom stanovena jako referenéni, tedy oy = 0.

Testujeme hypotézu

Ho:aj=--=aj =0 |

proti alternativni hypotéze

Hy:3ie{2,...,a}: af #0. J
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Praxe — jiny model

Matice planu modelu M* je jiz plné hodnosti. Pro&?
Jakou interpretaci maji v modelu M* parametry y* a af, i=2,...,a7?

ANOVA v R:

Jednou z moZnosti je zkonstruovat linedrni regresni model pomoci funkce lm
a na vysledek aplikovat funkci anova .

Obecnéjsi pFistup umoZziiuje p¥imo funkce aov .
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Test shody rozptyli

Véta 8 (Bartlettiv test)

Plati-li hypotéza o shodé& rozptyli, pak statistika

a

—_ 1 2 2
B = c l(n—a)lns* —];(nj —1)InS;

~ Xz(a -1,

1 21 1 §
C = 1 - 7 52 = -
+3(a—1) C;nj—l n—a) Y n—a
a SJZ Je vybérovy rozptyl v j-té kategorii.

Hypotézu o shodé& rozptyli zamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti «,
pokud B> x3_ (a—1).
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Metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li na hladin& vyznamnosti & hypotézu o shodé stfednich hodnot,
chceme zjistit, které dvojice stfednich hodnot se lisi hladiné vyznamnosti «.

V3echny vybéry maji stejny rozsah p, resp. v praxi pfiblizné stejny =
Tukeyova metoda

Vybéry nemaji stejny rozsah = Scheffého metoda.
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Metody mnohonasobného porovnavani

Véta 9 (Tukeyova metoda)

Rovnost stfednich hodnot yy a y; zamitneme na hladiné vyznamnosti x, kdyz:

- S,
Y, = Yi| > q1-a(a,n—a)—,

| (=G VP

kde q1_,(a,n — a) jsou kvantily studentizovaného rozpéti, které najdeme ve
statistickych tabulkach.

Véta 10 (Scheffého metoda)

Rovnost stfednich hodnot yy a u; zamitneme na hladiné vyznamnosti x, kdyZ:

- = 1 1
|Yk_ _Yl.‘ > S*\/(ﬁl—l) (Tl_k + 71_1) Fl_a(ll— 1,1’[—11).
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Vyznam predpokladi v analyze rozptylu

Nezavislost jednotlivych ndhodnych vyb&ri — velmi dileZity predpoklad, musi
byt spInén, jinak dostaneme nesmyslIné vysledky.

Normalita — ANOVA neni p¥ili§ citlivd na porugeni normality, zvla%t pokud
maji viechny vyb&ry rozsah nad 20 (ddsledek centrdlni limitni v&ty). P¥i
vyrazngj$im porudeni se doporuuje Kruskallv-Wallisiiv test.

Shoda rozptylii — mirné poruseni nevadi, p¥i v&tsim se doporuluje
Kruskaldv-Wallisdiv test.
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Kruskaluv-Wallisuv test

Kruskaliv-Wallistv test je neparametrickd obdoba analyzy rozptylu jednoduchého
t¥deéni.

Formulace problému

Necht je ddno a nezavislych ndhodnych vyb&rii o rozsazich ny,...,n,.
P¥edpokladame, Ze tyto vyb&ry pochdzeji ze spojitych rozloZeni. Oznatme
n=rmny+ ...+ n, Chceme testovat hypotézu, Ze viechny tyto vyb&ry pochazeji z
tého? rozloZeni.
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Kruskaluv-Wallisuv test

Véta 11 (Kruskaliv-Wallistiv test)

|
0
o

ViSech n hodnot sefadime do rostouci posloupnosti a uréime poradi kaZdé hodnoty.
Oznat¢me T; soucet pofadi téch hodnot, které patFi do j-tého vybéru, j=1,...,a
(kontrola: musi platit Ty + ...+ T, =n(n+1)/2).

Testova statistika ma tvar:

a

n(n—l—l Z; ‘ S 1) (1)

Plati-li Hy, m4 statistika Q asymptoticky rozloZeni x*(a — 1), rostou-li rozsahy
vybérii nade vsechny meze. Hy tedy zamitneme na asymptotické hladiné
vyznamnosti a, kdy Q > x3_, (a—1).
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Priklad

Priklad 1

U &ty odriid brambor (ozna&enych symboly A, B, C, D) se zjistovala celkovd
hmotnost brambor vyrostlych vZdy z jednoho trsu. Viysledky uvadi tabulka:

odriida  hmotnost (v kg)

A 09 08 06 09

B 1,3 1,0 13

C L3 1,5 16 11 15
D 1,1 1,2 10

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze stfedni hodnota hmotnosti trsu
brambor nezavisi na odridé. Zamitnete-li nulovou hypotézu, zjistéte, které dvojice
odrid se lisi na hladiné vyznamnosti 0,05.

v
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Reseni

Reseni. Data povaZujeme za realizace &ty¥ nezavislych ndhodnych vyb&rii ze ¢ty¥
normélnich rozloZeni se stejnym rozptylem. Testujeme hypotézu, Ze vSechny &tyfi
stfedni hodnoty jsou stejné.

Vypottem ziskdme: 7, = 0,8, v, =1,2, 3 = 1,4, 9, =1,1,y_=1,14,
S.=0,3,54=0,816, Sy = 1,116, F4 = 9,97. Ze statistickych tabulek ziskame
Fp95(3,11) = 3,59. ProtoZe testova statistika se realizuje v kritickém oboru,
zamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti 0,05.

Vysledky zapiseme do tabulky ANOVA:

Zdroj variability | Souget &tvercl | Stupné volnosti Podil Fu
tridy S4 = 0,816 3 S4/3=0,272 SSEA/fl =9,97

rezidudini Sg=0,3 11 Sg/11 =0,02727 —

celkovy Sr=1,116 14 — —
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Reseni

Grafické posouzenfi

1.2 1.4 1.6

hmotnost

1.0

0.8
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Reseni

Nyni pomoci Scheffého metody zjistime, které dvojice odrid se lidi na hlading
vyznamnosti 0,05.

Srovndvané odriidy | Rozdily |Y;, — Y} | | Pravé strana vzorce
A, B 04 0,41
A, C 0,67 0,36
A, D 03 0,41
B, C 0,2 0,40
B, D 0,1 0,44
C, D 0,3 0,40

Na hladiné vyznamnosti 0,05 se lisi odridy A a C.
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Vyuziti ANOVA v linearnim regresnim modelu

Analyzy rozptylu Ize vyuZit v momentg, kdy chceme zjednodusit zvoleny model a
vypustit z modelu nékteré vysvétlujici proménné. Tj. uvaZujeme novy podmodel,
jehoZ matice planu vznikne z plvodni matice vypusténim nékterych sloupci.

Nasim ukolem je testovat, zda zvoleny podmodel je vhodny k dostate¢nému
popisu zavislosti v datech.

Bez djmy na obecnosti ptedpoklddejme, Ze matice, které urluji model a podmodel
se li pravé poslednimi sloupci matice X, takze X = (X, X1).

M&me nihodny vektor Y = (Y4,...,Y},)" a predpoklddejme, Ze plati model M a
je dan submodel My, p¥icemz

Y ~Nu(XB,c*L,) X jetypunxk, h(X)=r, B jetypukx1
Y ~ NH(XO,B()/ O'ZIn) Xp je typu n X ko, h(XO) =T10, :BO je typu ko x 1
n>k>r>ry

Model My je podmodelem M pokud Xy = XK, kde matice K = (Ié‘]O) je typu
k x ko.
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Vyuziti ANOVA v linearnim regresnim modelu

PoloZme
u=HY= X(X’X) XY, Hy = HpY = XO(X6XO)'X6Y,
pak
Se =(Y—m)(Y—7) Seo = (Y —7ig) (Y — i)
Say = (B — 1) (7 — Hy) Se = Sey — Sa,

Pokud plati model My, pak statistika

Sey — Se -
Fo = ( OSE/(}/_(T;) 0 F(r—ro,n—r).
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Vyuziti ANOVA v linearnim regresnim modelu

Pfipometime si jeété index (koeficient) determinace R? z linedrniho regresniho
modelu a celkovy F-test (prilkaznosti) modelu. Obg& veliginy, které v regresni
analyze pouZivame k hodnoceni kvality modelu, maji matematické pozadi pravé
v analyze rozptylu. Zvoleny linearni regresni model M porovndvdme s minimalnim
(nulovym) modelem M.

Celkovy F-test je vliastn& jen ANOVA testem modelu M vi&i M.

Index determinace R? je pak definovan pomoci souttd ¢tvercii
S S
RR=24_-1_2¢
St St
Odtud plyne i jeho interpretace: R? € [0;1] znadi, jak velkou &&st celkové
variability dat se navrZzenym modelem M poda¥i vysvétlit.
Korigovany koficient determinace R obdrZime, pokud soucty &tvercli
nahradime nestrannymi odhady stfednich kvadratickych chyb
— S,/d n—1
R2 —1_ r/ fe —1_
ST/dfT n—a

(1—R?).
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Priklad

Priklad 2

Pro data uvedena v nasledujici tabulce

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y 5842 37,34 49,64 59,85 24,37 59,29 47,12 75,29 140,49 147,23

uvaZujte modely

M;: y=po+pix
M, : y:ﬁo—l—ﬁ1x+ﬁzx2
Ms: y=Bo+ Brx+ Bax? + Bsx>.

Pomoci analyzy rozptylu porovnejte tyto modely.

Ondvej Pokora, P¥F MU (2015)

MAO012 Statistika Il - 1. ANOVA a LRM
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Reseni. Vychazime z modelu M3 a testujeme vhodnost podmodelu M,. Hodnota
statistiky Fp je v tomto p¥ipadé 0, 6469, p-hodnota testu je 0,4519. To znamen4,
Ze vynechanim kubického &lenu se model vyznamné nezhorsi. Nadale budeme tedy
uvazovat model M, a testovat vhodnost podmodelu M;. Hodnota statistiky Fy je
v tomto p¥ipadé 15,586, p-hodnota testu je 0,0055. To znamena, Ze vynechdnim
kvadratického &lenu se model jiZ vyznamné& zhorsi. Nejvhodnéj$im modelem pro
popis zavislosti je tedy M.
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