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Motivace

Pot¥ebujeme testovat nulovou hypotézu, ze ndhodny vybér (X3, ..., X,) pochazi
z konkrétniho rozdéleni pravd&podobnosti:

se zadanymi parametry, nap¥. N(10;4), Ex(3,5), Po(2), Bi(10;0,6),
s nezndmymi parametry, napt. N, Ex, Po, Bi,

s konkrétné& zadanou pravd&podobnostni funkci, p¥ip. hustotou.

P¥iklady pouZiti:
Parametrické testy vyzaduji konkrétni typ rozdé&leni pravdépodobnosti
ndhodného vyb&ru, nap¥. T-test vyZaduje normnalitu. Jejich opomenuti mize
vést k nespravnym zavérim. Neparametrické (pofadové) testy predpoklad
typu rozdéleni nemaji, ale maji mensi silu.

ANOVA - normalita
kontrola kvality — dodrZovani p¥edepsaného rozdéleni pravdépodobnosti

kontrola generatorti ndhodnych ¢&isel
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Priklady

Priklad 1
Ze souboru rodin s péti détmi bylo nahodné vybrano 84 rodin a zjistén pocet
chlapcii.
pocet chlapca 0 1 2 3 4 5
podet rodin 3 10 22 31 14 4

Na asympotické hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu, Ze pocet chlapcii
v rodindch s 5 d&tmi ma binomické rozdéleni Bi(5; 0,5).

Priklad 2
Byla sledovdna doba (v minutdch), jakou 70 klientd jisté firmy strdvilo Eekdnim na
obsluhu (od vyzvednuti poFadového listku).
doba &ekani (0; 3] (3; 6] (6;9] (9;12] (12; 15] (15; 18] (18; 21] (21; 24]
pocet klienti 14 16 10 9 8 5 3 5

| A

Na asympotické hladin& vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu, Ze doba &ekani ma
exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti.

v
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Empirické a teoretické cetnosti

Definice 1 (Empirické = pozorované (Observed) &etnosti)

Mame n pfedméti (X, ..., X,), které rozdélujeme do k kategorii Ay, ..., Ay,
pfi¢emZ kazdému z n predmétii odpovida pravé jedna kategorie.
Pocty predmétl v jednotlivych kategoriich jsou empirické €etnosti Ny, ..., Nj.
kategorie | Ay | Ay | --- | Ag | soulet |
empirické Cetnosti | Ny | No | -~ | No | n |

Definice 2 (Teoretické = otekavané (Expected) &etnosti)

Podle testovaného rozdéleni pravdépodobnosti spo&itdme teoretické
pravdépodobnosti jevil, Ze jednotlivy pfedmé&t bude za¥azen do kategorie A;,

pj = P(X € Aj). Je-li rozd&lovanych pfedmgtti celkem 1, jsou teoretické Eetnosti
v jednotlivych kategoriich rovné np; = n;.

kategorie | Ay | Ay | --- | Ap [ soutet |
pravdépodobnosti | p; P2 . Pk 1
teoretické Cetnosti | np; | np 2 n py n

Jak porovname shodu empirického a teoretického rozdéleni pravdépodobnosti?
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Testovaci statistika

kategorie | Ay | Ay | .- | Ag | soulet |
empirické Cetnosti | Nj N> s Ni n
teoretické Cetnosti | npy | np e npx n
pravdépodobnosti | p; P2 o P 1

IdedIni shoda je, pokud v3echny N; = np;.
Jak zvolit statistiku pro testovani shodnosti empirickych a teoretickych &etnosti?
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Testovaci statistika

kategorie | Ay | Ay | .- | Ag | soulet |
empirické Cetnosti | Nj N> s Ni n
teoretické Cetnosti | npy | np e npx n
pravdépodobnosti | p; P2 o P 1

IdedIni shoda je, pokud v3echny N; = np;.
Jak zvolit statistiku pro testovani shodnosti empirickych a teoretickych &etnosti?

Nl—npl, ey Nk—npk

K
Y_(Nj—npj)
=
k k
2N = npjl, Z j—np;)?
=1 =}
i (N; —np;)? 1 i (N; —np;)?
j=1 Pj = Pj
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Multinomické rozdéleni pravdépodobnosti

Definice 3 (Multinomické rozdéleni pravdépodobnosti)

Mame n (Xy,...,X,) pfedmétd k rliznych kategorii Ay, ..., A.
Pravdépodobnost, Ze ndhodné& zvoleny predmét X pat¥i do kategorie Aj je rovna
k

pj = P(X e A]-) € (0;1), j=1,...k pficemz ij =5[N
=1

Potty (ndhodné) predméti v jednotlivych kategoriich ozna&ime

k
ji=1,...,k pficemz ) N;j
j=1

Ni=|{Xie4i=1

Sdruzené rozd&leni pravd&podobnosti vektoru (Ny, ..., Ni) je multinomické,
(Nl, .. .,Nk) o M(Tl; p1,-- .,pk).
Jedna se o diskrétni rozdéleni se simultdnni pravdépodobnostni funkci
n!
P(Ny =my,..., Ny =mg) = ﬁpl P,

pronj:O,l,...,nan1—|—~~~+nk:n.
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Multinomické rozdéleni pravdépodobnosti

N&hodny pocet N; pfedmétii v kategorii A; md binomické rozdgleni. Pro¢?

Pro (Ny,...,Ng) ~ M(n; p1,...,px) plati:

N]-NBi(n, p]), EX]':TLP]', DXjanj(l—pj), i=1,...,k.

Moivreova-Laplaceova centralni limitni v&ta ¥ika, Ze:

N; —np;
n—oco = uj:J—p’ ~ N(0; 1).
npi(1—pj)
My v8ak pouZijeme odli¥né transformace:
N; —np;
_ ]
Yj=—+—F—=
Tlp]

Jakou stfedni hodnotu, rozptyl a asymptotické rozdéleni pravd&podobnosti ma Y;?
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Uprava testovaci statistiky

N; —np; _

o

Upravujeme testovaci statistiku:

Y = 1—pU; = N(O; 1-p))

k k )2 k N2 k N.nn. k n2p?
K:ZYzzsz npj) :Zfo—zZ—N]np’JrZ%:
a3 P Ry = S B = R
k ]2 k k k ]2
IR M R W
j=1 j=1 =1 j=1"Pj
—— e~
n 1

Statistiku K Ize zapsat jako soulet kvadrati k nezdvislych ndhodnych velicin

s normalnim rozd&lenim, p¥item? je ddna jedna vazebnd podminka (E;-‘Zl N; =n).
Za platnosti hypotézy shody empirického a teoretického rozdéleni
pravd&podobnosti ma statistika K rozd&leni x? s (k — 1) stupni volnosti:

k
K=Y Y: % x*(k—=1), EBK=k-1
=1
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Test dobré shody
Véta 5 (Pearsoniiv test dobré shody)

Testovaci statistika pro test dobré shody

k np k N2
K=Yv=YyY L =y _L 4
; Z1 &y ];np]'

md& asymptotické rozdéleni pravdépodobnosti K ~ x2(k — 1). Hypotézu o shodé&
empirického a teoretického rozdéleni pravdépodobnosti zamitame, pokud
K > X%—zx(k - 1)‘

Uvedeny test je asymptoticky a Ize jej proto provadét jen pti dostate¢né velkém
rozsahu ndhodného vyb&ru. Casto se uvadi

podminka dobré aproximace

Musi platit: np; > 5q, i=1,...k
[{j:np; <5}

kde =1, anebo = ———+—— (Yarnoldovo kritérium).
q q k

PFi nespIn&ni této podminky je nutné kategorie A; upravit — vhodné slu¢ovat.

Ondvej Pokora, P¥F MU (2015) MAQ12 Statistika Il — 4. Testy dobré shody 9/30



Test dobré shody v diskrétnim rozdéleni

Stanovime kategorie A1, ..., A odpovidajici viem moZnym jednotlivym
vysledklim tq, ...t uvazované diskrétni ndhodné veli€iny.

Pro jednotlivé kategorie spocitame empirické Cetnosti
Nj = [{Xi = 4}
a teoretické Cetnosti pomoci pravdépodobnostni fce teoretického rozdélenti,

npj=nP(X=t).

Lze pt¥ip. vyuZit i distribu¢nai funkce: np; = n [F(t]-) — lim F(t)] :

bt
Ové&fime podminku dobré aproximace (Yarnoldovo kritérum), p¥ip. upravime
kategorie jejich vhodnym slou¢enim a podminku znovu ovéfime.
Spocitdme hodnotu testovaci statistiky K.
Pokud K > x?_, (k — 1), zamitneme shodu empirického a teoretického
rozd&leni pravdépodobnosti. Cislo k je potet kategorif.
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Regeni Prikladu 1

Cetnosti

t.j N.j P.j
1 0 3 0.03125
2 1 10 0.15625
3 2 22 0.31250
4 3 31 0.31250
5 4 14 0.15625
6 5 4 0.03125

2.
13.
26.
26.
13.

2.

n.j
625
125
250
250
125
625

Yarnoldovo kritérium

|\ \
5
!

qg <- sum (n * p.j < 5) / k

[1] 0.3333333

n * p.j > 5 % q

[1] TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE

TRUE

10 15 20 25 30
|

pocet rodin

0
L

III|:H
0 1

v
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Regeni Prikladu 1

test dobré shody

K <- sum (N.j"2 / (n * p.j)) - n
[1] 3.12381

qchisq (0.95, df = k - 1)
[1] 12.59159

K >= qchisq (0.95, df = k - 1)
[1] FALSE

1 - pchisq (K, df = k - 1)
[1] 0.6809048

chisqg.test (N.j, p = p.j)

Chi-squared test for given probabilities
data: N.j
X-squared = 3.1238, df = 5, p-value = 0.6809
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Regeni Prikladu 1
[ podminka dobré aproximace |

podminka dobré aproximace

n *x p.j >= 5

[1] FALSE TRUE

TRUE FALSE

TRUE

TRUE

Cetnosti ve sloucenych kategoriich

t.j2 N.j2 p-j2 =n.j2
1 0-1 13 0.1875 15.75
2 2 22 0.3125 26.25
3 3 31 0.3125 26.25
4 4-5 18 0.1875 15.75
n * p.j2 >= 5
[1] TRUE TRUE TRUE TRUE

4
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(2015)
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0
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Regeni Prikladu 1

test dobré shody

K <- sum (N.j2°2 / (n * p.j2)) - n
[1] 2.349206

qchisq (0.95, df = k2 - 1)
[1] 7.814728

K >= qchisq (0.95, df = k2 - 1)
[1] FALSE

Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitdme nulovou hypotézu, Ze
potet chlapcili v rodindch s 5 détmi m4 rozdéleni Bi(5; 0,5).
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Test dobré shody ve spojitém rozdéleni

Stanovime kategorie A1, ..., Ay jako tfidici intervaly

A]‘Z(t]‘,l, t]‘}, i=1,...,k

pokryvajici celou mnoZinu vysledki teoretického rozdéleni pravdépodobnosti
tak, aby v kaZzdém intervalu leZel dostate¢ny pocet hodnot z ndhodného
vyb&ru (X1,...,X;). Pro mald n se mizeme volit k &~ \/n z konstrukce
histogramu, pro n > 80 se doporuuje az k ~ 15 (%)2/5
Pro jednotlivé kategorie spo¢itdme empirické &etnosti

Nj = {1 <X <4}

kategorii.

a pomoci distribuéni funkce F teoretického rozdé&leni pak teoretické &etnosti

np; = nP(tj,l < X< t]) =n [F(i’]) —F(f]‘,l)] .

Ové&Fime podminku dobré aproximace (Yarnoldovo kritérum), p¥ip. upravime —
slou¢ime né&které intervaly a podminku znovu ovéfime.

Spotitdme hodnotu testovaci statistiky K.

Pokud K > X%f,x(k — 1), zamitneme shodu empirického a teoretického
rozd&leni pravdépodobnosti. Cislo k je potet pouzitych intervali.
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Test dobré shody p¥i neznamych parametrech

V p¥ipadég, Ze testujeme shodu rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vyb&ry
Xi,..., Xy, s teoretickym rozd&lenim pravdépodobnosti s nezndmymi parametry,
pouZivime tzv. modifikovanou metodou minimalniho x2.

Modifikovana metoda minimalniho 2

Oznatime-li nezndmé parametry 8 = (64, ...,0,), Yedime soustavu rovnic

£ Nj—np;(6) ap;(6) _
j=1 Pj(e) 90

| \

Véta 6 (Pearsoniiv test dobré shody pfi neznamych parametrech)

Testovaci statistika K pro test dobré shody ma v pFipadé m parametri
odhadnutych z ndhodného vybéru asymptotické rozdéleni pravdépodobnosti
K % x%(k—1—m). Hypotézu o shod& empirického a teoretického rozd&leni
pravdépodobnosti zamitame, pokud

K Z X%—a(k_ 1- m)

Poctet stuprid volnosti se tedy sniZuje o pocet odhadnutych parametrd.
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Regeni Prikladu 2

Odhad parametru: A=

=
A

doba cekani

15

N
o
|
]
© 00 ~NO O WN -

A.j N.j
(0; 3] 14
(3; 61 16
(6; 91 10

(9; 12] 9

(12; 15] 8

(15; 18] 5

(18; 21] 3

(21; 24] 5

> 24 0

O OO O O O O O o

P-J

.28576159 20.
.20410190 14
.14577742 10.
.10411983
.07436638
.05311533
.03793701
.02709607
.06772447

7.
.205647
.718073
.655591
.896725
. 740713

RN W o

n.j
003311

.287133

204419
288388

pocet zakazniku
=
o
!
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Regeni Prikladu 2

podminka dobré aproximace, Yarnoldovo kritérium

n *x p.j > 5

[1] TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE
q <- sum (n * p.j < 5) / k

[1] 0.4444444

n ok p.j>=5%gq

[1] TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE

FALSE FALSE FALSE FALSE

TRUE TRUE FALSE TRUE

o

Podminky nejsou splnény. Pro splnéni podminky dobré aproximace by bylo potfeba
sloudit posledni 2 dvojice kategorii. Pro splnéni Yarnoldova kritéria posta&i sloudit

posledni dvé kategorie.
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Regeni Prikladu 2

doba cekani

20 7

15

10

pocet zakazniku

o
L
[
[
[

(0; 3]
(3; 6]
(6; 9]
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(9; 12]
(12; 15]

(15;18] =7

18211 =

A.j2 N.j2
1 (0; 31 14 0
2 (3; 61 16 0
3 (6; 91 10 0
4 (9; 12] 9 0
5 (12; 15] 8 0
6 (15; 18] 5 0
7 (18; 21] 30
8 > 21 5 0

pP-j2

.28576159
.20410190
.14577742
.10411983
.07436638
.05311533
.03793701
.09482054

n.j2
20.003311
14.287133
10.204419
7.288388
.205647
.718073
.655591
.637438

DN W,

—
N
N
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Regeni Prikladu 2

Yarnoldovo kritérium po slouceni kategorii

q <- sum (n * p.j2 < 5) / k2
[1] 0.25

n * p.j2 > 5 % q
[1] TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE

test dobré shody (df =k—1-m=8—-1—-1=06)

K <- sum (N.j2"°2 / (n * p.j2)) - n
[1] 4.803687

gqchisq (0.95, df = k2 - 1 - 1)
[1] 12.59159

K >= qchisq (0.95, df
[1] FALSE

]
~
N

|
-

|
e
~

Nezamitdme nulovou hypotézu o exponencidlnim rozdéleni dob ¢ekani.
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Test Poissonova rozdéleni pravdépodobnosti

Necht (Xi,...,X,) je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni pravdépodobnosti
Po(A) s nezndmym parametrem A.

X~Po(\) = EX=4A, DX=A. J

V Poissonové rozdéleni je tedy stfedni hodnota rovna rozptylu.
Na této typické vlastnosti je zaloZena jednoducha testovaci statistika.

Véta 7 (Jednoduchy test Poissonova rozdéleni pravdépodobnosti)

Testovaci statistika )
Q=(n-1Z (n-1)
X
ma v pFipadé Poissonova rozdéleni pravdépodobnosti nahodného vybéru
(X1,...,Xy) asymptotické rozd&leni pravd&podobnosti x*(n — 1).
Hypotézu o shodé empirického rozdéleni s Poissonovym rozdélenim
pravdépodobnosti zamitame, pokud

Q< xijp(n—1) nebo Q>xi_,,(n—1).
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Test exponenciadlniho rozdéleni pravdépodobnosti

Necht (X1,...,Xy) je ndhodny vybér z exponencidlniho rozd&leni
pravdépodobnosti Ex(A) s nezndmym parametrem A.

1 1
X~Ex(d) = EX=5, DX=-5

V exponencidlnim rozdélenf je tedy rozptyl rovny kvadratu st¥edni hodnoty.
Na této typické vlastnosti je zaloZena jednoduchd testovaci statistika.

Véta 8 (Jednoduchy test exponencidlniho rozdéleni pravdépodobnosti)

Testovaci statistika )
S L
Q= (n—l)g R xP(n—1)

ma v pFipadé exponencialniho rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vybéru
(X1,...,Xy) asymptotické rozd&leni pravd&podobnosti x*(n — 1).

Hypotézu o shodé empirického rozdéleni s exponencialniho rozdé&lenim
pravdépodobnosti zamitame, pokud

Q< xijp(n—1) nebo Q>xi_,,(n—1).
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Regeni Prikladu 2

jednoduchy test exponencialniho rozdéleni

X <- rep (prumer.j, N.j)
Q <- (n-1) * var (X) / (mean (X))"2
[1] 35.72647

q1 qchisq (0.025, n-1)
q2 qchisq (0.975, n-1)
[1] 47.92416 93.85647

Q <= q1 | Q@ >= g2
[1] TRUE

Nulovou hypotézu o exponencidlnim rozdéleni dob ¢ekani jednoduchym testem
zamitdme na hladin& vyznamnosti 0,05.
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Empiricka distribuéni funkce

Definice 9 (Empiricka distribuéni funkce (ECDF))

Necht (Xi,...,X;) je ndhodny vybér. Funkce

=~ 1 1 & 1, X;<«x
Fo)=—|{i: X;<x}|==Y & kdeg=<¢ / Ti=
() = X< 3} = L6, e {O, e

se nazyvd empiricka distribuéni funkce.

Empirickd distribu¢ni funkce je schodovitd, zprava spojita funkce.

S
— -—
-

o @ — -
s o —
=< -
gm —

- — 4
z © -

o

S < | -
2 o .
= —
%N —

> — -

o —

—
o o~
© T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
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Kolmogoroviiv-Smirnoviv test

Porovndvdme dva stochasticky nezdvislé ndhodné vybéry
(X1, ...,Xm) rozsahu m z rozd&leni psti. s distribuéni funkei F(x),
(Y1,...,Yy) rozsahu n z rozd&lenf psti. s distribuéni funkei G(y).
z rozdéleni pravdépodobnosti spojitého typu.
Testujeme hypotézu, Ze distribuéni funkce téchto dvou rozdéleni jsou shodné
(medidnem i tvarem), tj. Ze v8ech m 4 n ndhodnych veli€in pochazi ze stejného
rozdéleni, proti alternativ& rozdilnych distribu¢nich funkci (v jakémkoliv smyslu),

Hy:F=G Hy:F#G. J

Lze ukazat, Ze s rostoucim rozsahem m nahodného vybéru se empiricka distribuéni
funkce bliZi ke skute¢né distribuéni funkci, z niz ndhodny vybér pochazi.

Necht F(x) je empiricka distribuéni funkce X-ového vybéru a G(y) je empiricka
distribuéni funkce Y-ového vyb&ru. Ozna&ime

D = sup { ‘?(x) —G(x)

;xE]R}.

Jaky geometricky vyznam ma testovaci statistika D?
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Kolmogoroviiv-Smirnoviv test
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Véta 10 (Dvouvybérovy Kolmogoroviv-Smirnoviiv test)

Hypotézu Hy zamitame, pokud
m+n

In
2mn u

| N

D > Dy(m,n), resp. pokud m+n>35 a D>

Cislo Dy(m,n) je tabelovana kriticka hodnota K-S testu.
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Kolmogoroviiv-Smirnoviv test

MUZeme také testovat hypotézu, Ze distribu¢ni funkce F, z niZ pochazi nahodny
vybdr (Xy,...,Xy) je rovna jedné konkrétn& zvolené distribu¢ni funkci Fy, nap¥.
N(10;4), Ex(3,5), Po(2), Bi(10;0,6),

Hy:F=F Hy:F#£F,. J

Ozna&ime

D = sup {‘T—"(x) — Fo(x)

;xe]R}.

Véta 11 (Jednovybérovy Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test)

Hypotézu Hy zamitame, pokud

1
D > Dy(n), resp. pokud n>30 a D> /=— In=.

Cislo D,(n) je tabelovana kriticka hodnota jednovyb&rového K-S testu.
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Lillieforsova varianta K-S testu normality

Testujeme hypotézu, Ze ndhodny vybér (X, ..., X,) pochazi z normalniho
rozdéleni N(p,0?) s nezndmymi parametry.

Nejprve odhadneme parametry ji = X, 0 = V/S? . Test je zaloZen na statistice

D:mm{F@%—¢(x;ﬁ>;x€R}, J

kde @ zna¥i distribuni funkci N(0;1) rozdgleni.

Véta 12 (test normality)

Hypotézu o tom, e nahodny vybér (Xy,...,Xy,) pochazi rozdéleni N(u,c0?)

amitame, pokud
zamitame, port D > Du(n).

Cislo Dy(n) je tabelovana kritickd hodnota Lillieforsova testu.
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Testy normality (v R)

D’'Agostiniv test agostino.test (X) *
(zaloZeny na Sikmosti a $picatosti)

Jarqueliv-Beraliv test jarque.test (X) *
(zaloZeny na Sikmosti a 3pitatosti)

Andersoniv-Darlingliv test ad.test (X) *
(zaloZeny na transformaci na rovnomérné rozdglent)

Lilliefors(iv test lillie.test(X) *
(varianta Kolmogorovova-Smirnovova testu)

Cramériiv-von Misesliv test cvm. test (X) *
(alternativa Kolmogorovova-Smirnovova testu)

test dobré shody pearson.test (X) *
(odhady #, 0 modifikovanou metodou minimalnho x?)

Shapiriv-Wilkiv test shapirotest (X)

Kolmogoroviiv-Smirnovilv test (i, o2 znémé)  ks.test (X, "pnorm",mean=,sd=)

Q-Q plot s kvantily normalniho rozdéleni qgnorm(X), qqline(X)

N-P plot

* library (moments), * library (nortest)
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Shrnuti

empirické a teoretické Cetnosti, jejich porovnan{

test dobré shody, vyuZiti, vypolet testovaci statistiky

Uprava stupiid volnosti testu dobré shody p¥i odhadnutych parametrech
volba kategorii pro diskrétni a pro spojité nahodné veli¢iny

jednoduché testy pro Poissonovo a exponencidlni rozdéleni pravdépodobnosti

Kolmogoroviiv-Smirnoviv test, vyznam testovaci statistiky, Lillieforsoviv test
normality

prehled testd normality

K zamysleni (nebo simulaci v R)

Mdame nadhodny vybér (Xq,...,X;) z n&akého libovoln& zvoleného rozd&leni
pravdgpodobnosti (nap¥. N(0; 1), Ex(2,5), apod.) s distribu¢ni funkci F(x).
Provedeme transformaci Y; = F(X;). Jaké rozd&leni pravdépodobnosti odpovida
transformovanému ndhodnému vektoru (Y1,...,Y,)?
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