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Motivacni ptiklady

Ptiklad 1
Byly sledovdny vydaje (V) 7 domdcnosti (v tisicich K& za 3 mésice) za potraviny
a ndpoje v zavislosti na po¢tu &leni domdcnosti (C) a na &istém pFijmu (P)
domdcnosti (v tisicich K& za 3 mésice).

V| 40 30 40 10 60 40 50
C 4 2 4 1 5 5 4
P | 100 80 120 30 150 120 130

Zkoumejte zavislosti (asociovanost) veli¢in.

Pfiklad 2

20 déti riizného véku se podrobilo pedagogicko-psychologickému vyzkumu,

v ramci néhoZ mj. odpovidaly na tytéZ otazky testu a byly vaZeny.

Prekvapivy vysledek pFinesl korela&ni koeficient mezi hmotnosti déti a poctem
bodii dosaZenych v testu, jehoZ hodnota vysla 0,968. Znamend to, Ze obezita ma
pozitivni vliv na schopnost uceni? Prozkoumejte z3vislosti (asociovanost) veli€in.

| A

v
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Funkce pro vybérové korelacni koeficienty v R

Pearsontiiv ryz rcorr (X) *
cor (X, Y)
cor.test (X, Y)
cor (X)
parcidlni ry7.X pcor (X) %
pcor.test (X, Y) %
semiparcidlni Y (z-X) spcor (X) *
spcor.test (X, Y) %
mnohonasobny ry.x R? ve vysledku LRM funkci 1m
* library (Hmisc), * library (ppcor)
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Testy vyznamnosti korelaénich koeficient

Véta 1
Za platnosti py z.x = 0 je

n—p-—2
TZ”YZ~X”1+ ~ tin—p—2);
—Tyz.x

koeficient parcidlni korelace je tedy na hladiné « vyznamny, pokud

IT| > t1as2(n—p—2).

Véta 2 (analogie celkového F-testu v linearnim regresnim modelu)

Za platnosti py.x = 0 je

n—p-1 rx
p 1-13
koeficient mnohondsobné korelace je tedy na hladiné o vyznamny, pokud

F>F_,(p,n—p—1).

~ F(pn—p—1);

o

Testovani vyznamnosti semiparcialnich korela¢nich koeficientl se provadi podobnég,

pomoci statistiky s F-rozdélenim, avSak s jinymi stupni volnosti.
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Vypocty korelacnich koeficientti podle definice

Pearsoniiv ryz=rzy=1(Y,Z) =r(ZY) cor (Y, 2)

Z

parcidini  ryzx=rzy.x=r(Y=Y,Z—Z)  cor («¥, r2)
)
)

semiparcidlni ryiz.x) =1, Z- Z cor (Y, rZ)
semiparcialn{ rzovx) =12, Y - Y cor (Z, rY)
mnohondsobny rv.x=rY,Y) cor (Y, Yhat)

Odhady a rezidua p¥itom ziskdme vy¥eSenim linedrnich regresnich modeli:
Y=B+Xp = Y, Z=a+Xa — Z

Symbolicky zdpis v R:

modelY <- 1m (Y ~ X1 + ... + Xp)
modelZ <- 1m (Z ~ X1 + ... + Xp)
rY <- modelY$residuals

rZ <- modelZ$residuals

Yhat <- modelY$fitted.values
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Koeficient determinace a Pearsonova korelace

= veli¢inu Y modelujeme veli¢ou X

= Pearsonilv korelagni koeficient ry x, popisuje miru
zavislosti mezi veli¢inami Y a Xj

m koeficient determinace R%_X v LRM
1
Y " X1
popisuje, jakou &ast celkové variability veli¢iny Y

Ize vysvétlit veli¢inou Xj

kvadrat Pearsonova korelaéniho koeficientu
popisuje, jakou &ast celkové variability veli¢iny Y
Ize vysvétlit veli¢inou X,

2
2. = RYX1 _p2
YXx, — 1 - Y Xy
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Koeficient determinace a mnohonasobna korelace

Ondrej Pokora, P¥F MU (2015)

veli¢inu Y modelujeme veli¢&inami Xy, X»

koeficient mnohondsobné korelace ry . x; x,
popisuje miru zavislosti mezi Y a nejlepsi linedrni
kombinaci Y veli¢in X1, X»

.. . 2
koeficient determinace Ry,X1 X, V LRM
Y " X1 +X2

popisuje, jakou &ast celkové variability veli¢iny Y
Ize vysvétlit veli¢inami X7, Xp

kvadrat koeficientu mnohondsobné korelace
popisuje, jakou &ast celkové variability veli¢iny Y
Ize vysvétlit veli¢Ginami X7, X,

RZ
2 _ Y- Xi X, _R2
Y- X1 Xp — 1 —NY X1 X
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Koeficient determinace a parcidlni korelace

Ondvej Pokora, P¥F MU (2015)

veli¢éinu Y modelujeme veli¢inou X7, p¥i¢emz
vylu€ujeme vliv veli¢iny X, na obé tyto veli¢iny
zaroven

koeficienTc par<.:ia'|n|'.kore|ace "YXi X popisuje
miru zavislosti mezi Y a Xj p¥i vylou&eni vlivu X»
na obé& tyto veli¢iny zarovei

kvadrat koeficientu parcidlni korelace popisuje,
jakou &ast variability veli¢iny Y nezdvislé na
veli¢ing X, Ize vysvétlit samotnou veli¢inou X,

variabilita Y v oranZové oblasti
variabilita Y v zelené oblasti

2 _
Yx, X, =
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Koeficient determinace a parcidlni korelace

o 2 2 2
Y " X2: Ry g, Ry .x,x, — Ry . x,
Y Y

2
Ry .x, x,

Y

X1 X2 Xl XZ Xl

2 2
Ry .x,x, — Ry . x,

’%/Xl Xy 2
1-R
Y X,
Vsimnéte si, Ze Y ~ X2 je podmodel Y ~ X1 +X2. X1
.. . 2 - P .
Koeficient determinace Ry_X2 v Y ~ X2 popisuje, jakou 1— R%#Xz

tast celkové variability Y lIze vysvétlit pomoci X».
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Koeficient determinace a semiparcialni korelace

m veli¢inu Y modelujeme veli¢inou Xy, pficemz
vylu€ujeme vliv veli¢iny X> na veli¢inu X3

= koeficient parcidlni korelace ryx, . x, popisuje
miru zavislosti mezi Y a Xy p¥i vylou&eni vlivu X»
na veli¢inu X3

X2 kvadrat koeficientu parcialni korelace popisuje,

jakou ¢ast celkové variability veli€iny Y Ize
vysvétlit samotnou veli¢inou X,

2
Ty. (X X3)

2 _ R2
_Rvxie Ry e g
- 1 —NY X1 X Y- X5
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Souvislost koeficientu korelace a determinace

Véta 3
Kvadrat koeficientu mnohondsobné korelace je rovny koeficientu determinace,

2 p2 _ A
ry.x =Ry.x , r%ﬂZX =Ry.zx

Véta 4
Pro kvadrat vybérového parcialniho korelaéniho koeficientu plati

2 2
zx =7y x = B ZRZ'YX_zRZ‘X'
1-Ry x 1-R5

Véta 5
Pro kvadrat vybérového semiparcidlniho korelaéniho koeficientu plati

2 2 2 2
Rz =Rrzx—Ryx . 2y =Rriyx—Rix-

R%/-x' resp. R%,_ZX, je koe.ficient determinace R? v Iioneérnll'm regresnl'r.n .modelu
Y "X, resp. Y <-Z +X. Pfitom X = (Xj,...,X,) miZe byt vektor velitin.
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Vlastnosti korelacnich koeficientii
Korela&ni koeficienty nabyvaji hodnot z intervalu [—1; 1]:

“1<ryz<1, -1<ryzx<1, —“1<ryz.x <L
Vyjimkou je koeficient mnohondsobné korelace, ktery je navic nezaporny:

0<ry. x<1
Pro libovolnou linedrni kombinaci Y* veli¢in Xy, ..., X, plati:
Iryy:| <ry.x, spec.  |ryx| <ry.x -
Pro Pearsoniiv, parcidlni a semiparcidlni korelaéni koeficient plati:
Iry (x, - x2)| < Iryx, x| Iry (x, - x2)| < ry x| -

P¥itom Ty (x;-X2) =YXy pokud Y Ize modelovat pomoci X nezavisle na X5.

Platnost uvedenych nerovnosti mezi korelatnimi koeficienty ovéfte porovnanim
odpovidajicich schémat variability a vyjadfeni pomocé koeficientd determinace.
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P¥iklad 1: mnohonasobna korelace ry.cp
Vychazime z nejbohatsiho modelu v ~ ¢ +P.

# 1. jako korelace s mnejlepsim linearnim odhadem
m <- 1m (V °~ C + P, data = tabulka)

v <- summary (m)

cor (V, m$fitted.values)

# 2. jako r.squared v linearnim regresnim modelu
sqrt (v$r.squared)

0.9826827 rv.cp=0983, 13 cp=0,966

Koeficient mnohondsobné korelace mezi veli¢inou V' a skupinou veli¢in C, P je
0,983. Jednd se o (v absolutni hodnot&) nejvétsi korelaci, jaké Ize na z3kladé
linedrniho modelu pro V' s veli¢inami C, P na danych datech dosdhnout.

Pomoci modelu mnohnasobné lindrni regrese jsme tedy na zdkladé nasich dat
schopni vysvétlit 96,6 % variability veli¢iny V (vydaje domdcnosti) pomoci velitin
C (potet &lend domdacnosti) a P (isté p¥ijmy domdacnosti).
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Pt¥iklad 1: parcialni korelace rpy.c, rvp.c

Vybé&rovy parcidlni korelaéni koeficint po&itdme jako Pearsonovu korelaci mezi
rezidui dvojice linedrnich regresnich modeld P “C a VvV - C.

# 1. jako korelace mezi dvema rezidui
ml <- 1m (P ~ C, data = tabulka)

m2 <- 1m (V ~ C, data = tabulka)

vl <- summary (ml)

v2 <- summary (m2)

cor (mi$residuals, m2%residuals)

0.8311677
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Pt¥iklad 1: parcialni korelace rpy.c, rvp.c

Alternativn& Ize vypocet (aZ na znaménko) provést pomoci koeficient(
determinace dvojice linedrnich regresnich modeld P “C +V a P ~ C nebo dvojice
modeld V "C +P a V " C.

# 2. pomoci r.squared v linearnich regresnich modelech

mO1 <- 1m (P ~ C + V, data = tabulka)

vOl <- summary (mO1)

sqrt ( (vO01$r.squared - vi$r.squared) / (1 - vi$r.squared) )

mO02 <- 1Im (V ~ C + P, data = tabulka)
v02 <- summary (m02)
sqrt ( (v02%r.squared - v2$r.squared) / (1 - v28%r.squared) )

0.8311677
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Ptiklad 1: semiparcialni korelace rp (y.c)

Semiparcidlni korelaci Ize spotitat jako Pearsonovu korelaci mezi P a rezidui
modelu V ~ C nebo pomoci koeficientli determinace dvojice linedrnich regresnich

modell P “V +C a P ~C.

# 1. jako korelace mezi wvelicinou a reziduem
m2 <- 1Im (V ~ C, data = tabulka)

cor (P, m2%$residuals)

# 2. pomoci r.squared v linearnich regresnich
mO01 <- 1m (P ~ V + C, data = tabulka)

vO0l <- summary (mO1)

ml <- 1m (P C, data = tabulka)

vl <- summary (ml)
sqrt (v01$r.squared -

0.3236838

v1i$r.squared)

druhe wveliciny

modelech
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Ptiklad 1: semiparcialni korelace ry p.()

Podobnég, jako Pearsonovu korelaci V a rezidui modelu P ~ C nebo pomoci
koeficient( determinace dvojice linedrnich regresnich modeld v “P +C a Vv ~C.

# 1. jako korelace mezi velicinou a reziduem
ml <- Im (P ~ C, data = tabulka)

cor (V, mi$residuals)

# 2. pomoci r.squared v linearnich regresnich
m02 <- 1m (V ~ P + C, data = tabulka)

v02 <- summary (m02)

m2 <- 1Im (V ~ C, data = tabulka)

v2 <- summary (m2)
sqrt (v02$r.squared -

0.2769893

v2$r.squared)

druhe wveliciny

modelech
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Pt¥iklad 1: Korelogramy

o a
C‘.
P .‘
v“

o o
c 1 092
P 092 1

v 094 0.98

Ondvej Pokora, PFF MU (2015)

o >
1
08
X X e
0s
04
02
‘ ‘ : P
foz
fos
fos
X v
o
-
o o >
'
1 001 052 c
001 1 083 3
052 083 1 v

MAO012 Statistika Il — 6. Korela&ni analyza Il

18/ 30




Pt¥iklad 2: mnohondasobna linearni regrese

model mnohondsobné linedrni regrese: Body = Bo + B1Hmotnost + B Vek

model <- 1lm (body ~ hmotnost + vek, data = tabulka)
summary (model)

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 11.06490 1.23693 8.945 7.72e-08 *x*x
hmotnost 0.09466 0.12090 0.783 0.444
vek 3.19203 0.51068 6.252 8.77e-06 *xx

Residual standard error: 1.377 on 17 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9806, Adjusted R-squared: 0.9784
F-statistic: 430.4 on 2 and 17 DF, p-value: 2.753e-15

MNC-odhady: By =0,095>0, By =23192>0x#x, R2=0981, Fx
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Pt¥iklad 2: scatter-plot a regresni rovina

35 40 45 50 55 60

hmotnost

35 40 45 50 55 60
L

20

40

body

vek

rovnice regresni roviny:

Ondvej Pokora, P¥F MU (2015)

Body = 11,065 + 0,095 Hmotnost + 3,192 Vek
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Pt¥iklad 2: korelogramy

hmotnost

hmotnost hmotnost

body X

body

hmotnost 1 0.97 0.97 hmotnost 1 0.19 0.37 hmotnost 1 0.04 0.09
body 0.97 1 0.99 body 0.19 1 0.83 body 0.03 1 0.21
vek 0.97 0.99 1 vek 0.37 0.83 1 vek 0.05 0.2 1
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Spearmaniiv pofadovy korelaéni koeficient

Neparametrickou analogii korelaéniho koeficientu r je Spearmaniv poradovy
korelaéni koeficient rg. Je definovan jako Pearsoniiv korelaéni koeficient mezi
(prdmé&rnymi) pofadimi v uspo¥adanych ndhodnych vyb&rech. PouZivime jej
zejména v situacich, kdy ndhodné vyb&ry maji vyrazné nenormalni rozdéleni
pravdépodobnosti.

Oznatme Ry, ..., Ry, resp. Sq,...,S, potadi X; a Y; v usporadanych vybérech

Xay s =Xp), resp. Yy <o S Y

Definice 6 (Spearmaniiv korelaéni koeficient)

2

n
_ _ i=1" .
rs=1(R,S) =1—6 —n(n2 ) €[-1;1],

kde d; = R; — S; jsou rozdily pofadi v X-ovém a Y-ovém ndhodném vybéru.

V R je vypolet rg implementovan ve funkci  cor (X, Y, method="spearman") )
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Test vyznamnosti Spearmanova s

Test vyznamnosti rg, tedy test hypotézy o nulovosti rg, |lze provadét pomoci
nékteré z nasledujicich testovacich statistik.

Véta 7 (Test vyznamnosti Spearmanova korelagniho koeficientu)

Hypotézu Hy : rg = 0 na hladiné vyznamnosti «,

pokud — |T| = ti_y/2(n—2)

n—2
T=r
pro s1/1= =
nebo pokud |Z| > u1_n/2

n—3 1. 1+4rg
Z = ~In .
A 106 2 "1—rg

V R je test implementovan ve funkci  cor.test (X, Y, method="spearman") J
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Kendalluv korelaéni koeficient

Na principu pofadi, konkrétn& souhlasného & nesouhlasného potadi pard, je
zaloZen i dal3i poradovy korela¢ni koeficient, tzv. Kendallovo T,

Definice 8 (Kendalliv korelaéni koeficient)

. ny —n—
Vg — tix\/ng — iy
ng = $n(n—1) = potet viech pari,

€ [-1;1],

ny = pocet konkordantnich par,

n_ = pocet diskordantnich par(,

ny = ¥ sui(u; — 1), resp. ny = X %vj(vj -1),

kde u;, resp. v}, jsou potty opakovdni hodnot v X-ovém, resp. Y-ovém vyb&ru.
Pary (X;,Y;) a (Xj,Y;) nazyvame

konkordantni, pokud jsou po¥adi jejich elementi souhlasna, tzn.

Xi <Xj&Y; <Yj anebo X; > X; & Y; > Y;

diskordantni, pokud jsou pofadi jejich elementl nesouhlasnd, tzn.
X; <Xj&Yi > Yj, anebo X; >Xj&Yi <Yj
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Test vyznamnosti Kendallova T

Vypocet Kendallova Tv R:  cor (X, Y, method="kendall") J

Asymptoticky test vyznamnosti T je v pFipadé neopakovanych hodnot
v ndhodnych vybé&rech zaloZen na asymptotické normalité 7, s ET = 0, za
platnosti nulové hypotézy Hy : T = 0.

Véta 9 (Asymptoticky test vyznamnosti Kendallova 1)

Hypotézu Hy : T = 0 zamitdme na asymptotické hladiné o, pokud

In(n—1)
m IT| > u1—ns2-

Pro malé rozsahy n a v pfipadé vyskytu opakovanych hodnot v nékterém
ndahodném vybéru se pouZivaji korigované T-statistiky.

Test vyznamnosti Kendallova T v R:  cor.test (X, Y, method="kendall") )
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Pt¥iklad 1: vypotet Spearmanova rs(C, V)

\Y; 40 30 40 10 60 40 50

C 4 2 4 1 5 3 4

P 100 80 120 30 150 120 130
priméry
R = potadi V 4 2 4 1 7 4 6 4
S = poradi C 5 2 5 1 7 3 5 4
T = potadi P 3 2 4.5 1 7 4.5 6 4
soucty
R-S 20 4 20 1 49 12 30 136
ST 15 4 225 1 49 135 30 135
R-T 12 4 18 1 49 18 36 138
R2 16 4 16 1 49 16 36 138
s? 25 4 25 1 49 9 25 138
T2 9 4 2025 1 49 2025 36 139,5

Y (R;S;)—nRS _ 136—7-42
— —- _7.42
/—?:1 R R /7],?:1 sJZ P 138-7-4
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Pt¥iklad 1: Spearmaniiv 75(C,V) v R

R <- rank (V)
S <- rank (C)

cor (R, S)
cor (C, V, method = "spearman")
cor.test (C, V, method = "spearman")

Spearmans rank correlation rho

data: C and V
S = 4.3077, p-value = 0.003023
alternative hypothesis: true rho is not equal to O
sample estimates:
rho
0.9230769
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Pt¥iklad 1: Kendallovo 7(C,V) v R

cor (C, V, method = "kendall")
cor.test (C, V, method = "kendall")

Kendalls rank correlation tau

data: C and V
z = 2.6146, p-value = 0.008933
alternative hypothesis: true tau is not equal to O
sample estimates:
tau
0.8888889
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Pt¥iklad 1: vypotet Kendallova 7(C,V)

ij| 1 2 3 4 5 6 7
V| 40 30 40 10 60 40 50
C|l 4 2 4 1 5 3 4
P|100 8 120 30 150 120 130

Je celkem 21 pdrd, z toho 16 je konkordantnich, 2adny diskordantni (konkordantni
jsou vdechny pary kromé& périi na pozicich i—j: 1-3, 1-6, 1-7, 3-6, 3-7).

ng = 37-6 =21,
}’l+:16
n_=0
nc=13-2=3,ny=13.2=3
—n_ 16 —
(CV) = ——1= " 6-0 _ _ g9

 /ng —ncy/ng —ny - V21 =3y21-3
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Korela¢ni analyza: shrnuti

Pearsoniv korelaéni koeficient: definice, vypolet, vlastnosti, interpretace
Mnohondsobna linedrni regrese: zapis, ¥eSeni modelu, geometricky vyznam
Koeficienty mnohondsobné, parcidlni a semiparcialni korelace: definice,
interpretace (vysvétlovani zavislosti mezi sledovanymi ndhodnymi veli¢inami)
Struktura korela&ni matice, korelogram, scatter-plot

Souvislost korela&nich koeficientli a koeficientll determinace v LRM
(vysvétleni variability)

Potadové korela¢ni koeficienty — Spearmantiv a Kendalllv: definice,
konkordantni a diskordantni pary

Vyznam a interpretace vysledki testl vyznamnosti korelanich koeficienti

Ondvej Pokora, PFF MU (2015) MAO012 Statistika Il — 6. Korela&ni analyza Il 30/30



	resultado2: 
	hours: 
	minutes: 
	seconds: 
	cronohours: 
	cronominutes: 
	cronoMinutes: 
	crseconds: 
	day: 
	month: 
	year: 
	button1: 
	button2: 
	separatordate: /
	separatortime: :
	cronobox: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 


