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Motivace

V praxi se sestkdvame s jevem, Ze v souboru dat se vyskytuji nékteré hodnoty
vyrazné se lisici od hodnot ostatnich. V literatufe se rozvinuly dva sméry, které se
snazi s existenci takovych hodnot vyrovnat:

metody robustni statistiky,

metody regresni diagnostiky.
Robustni diagnostika pouZivd odlidné modely, testy, apod., které jsou navrZeny
tak, aby se v nich pokud moZzno eliminoval vliv vyrazné odliSnych hodnot
v datovém souboru.
Regresni diagnostika, kterou budeme vyuZivat, se snazi detekovat podezteld data
a pomoci vhodnych statistickych indikatord dava statistikovi moZnost rozhodnout
se, jak s takovymi hodnotami déle naloZi.

Ondvej Pokora, PFF MU (2015) MAO012 Statistika Il — 7. Regresni diagnostika 2/50



120

100

80

60

40

20

Data set 1 Data set 2

o
4 IS
-
o
4 S
-
- o _
0
4 + 3 +
+ +
++ ++
— #% o _| #*
++ Al ++
+H + H +
+i +i
++ S ++
+ 4+ } 4+
+ +
i o 4
T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

Ondrej Pokora, P¥F MU (2015) MAO012 Statistika Il — 7. Regresni diagnostika

3/50



120

100

80

60

40

20

Data set 1 Data set 2

° o

4 IS
-
o

4 S
-

- o _
0

4 + 3 +

+ +
++ ++
— #% o _| #*
++ Al ++
+H + H +
+i +i
++ S ++
+ 4+ } 4+
+ +
i o 4
T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

Ondrej Pokora, P¥F MU (2015) MAO012 Statistika Il — 7. Regresni diagnostika

4/50



Regresni diagnostika

V ramci regresni diagnostiky se zabyvame dvéma zdkladnimi dlohami:
m detekci neotekdvanych hodnot v datovém souboru,

= rozhodnutim, zda takové hodnoty mohou vyznamné ovlivnit statistickou
analyzu datového souboru.

Definice 1 (Neo&ekavané hodnoty)

» odlehld pozorovani (outliers) — neotekavané hodnoty vysvitlované
proménné,

» vybotujici body (leverage points) — neotekdvané hodnoty vysvétlujicich
proménnych,

m data, kterd Ize za¥adit do obou vy%euvedenych skupin.
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Neocekavané hodnoty v datovém souboru

Vyskyt odlehlych pozorovani &i vyboéujicich bodi nemusi nutné vyzznamné&
ovlivnit analyzu datového souboru, nebot i takovd mé&feni mohou byt v souladu
s predpokldadanym matematicko-statistickym modelem. Vétsinou vsak odlehla &i
vybodlujcici pozorovani vyznamné ovliviiuji vysledky analyzy a proto je vhodné se
v regresni diagnostice zabyvat.

Vyznamny vliv na vysledky v8ak mohou mit i jiné body, nez jen odlehla &i
vybodujici pozorovani.

Definice 2 (Vlivny bod)

Jako vlivné body se oznaluji v8echny hodnoty datového souboru, které néjakym
zplsobem podstatné ovliviiuji analyzu datového souboru, tj. nékterou

z charakteristik spojenych s odhadem vektoru parametri v linedrnim regresnim
modelu &i s testovanim hypotéz o parametrech.

Zakladnim ndstrojem regresni diagnostiky jsou rezidua.
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Linearni regresni model

Pozorujeme dvojice (x;,Y;), i=1,...,n.
Pf¥edpokladame
Y; = m(x;) + ¢
X; ...body pevného planu,
Y; ...namé¥Fené hodnoty
g; ...chyby m&eni, E(¢;) =0, D(g;) = 02, Clei,g)) =0 proi #j.

Hleddme odhad regresni funkce m.
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Linearni regresni model

Celkov& jsme dostali model

Y1 = B+ +hxuter (Y1 x11oc xi\ [P
' =1 AN
Yn ,lenl +--- ,kank +&n Yn Xn1 - Xpk ,Bk
\w—/
Y X(matice planu)

O nadhodnych chybach ¢, ..., &, budeme pfedpokladat, Ze jsou
nesystematické, coZ lze matematicky vyjad¥it poZadavkem, Ze Eg; = 0,
i=1,...,n tj. Ee=0 atedy EY = Xf
homogenni v rozptylu, tj. e Dg;=0%2>0proi=1,...,n;
jednotlivé ndhodné chyby jsou nekorelované, tj. ze C(g;, gj) =0

proi#j,i,j=1,...,n tj. DY = De = 021, , takze i m&¥eni jsou
nekorelovana.
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Terminologie

PouZiva se ndsledujici terminologie a znalenf

parametry fB1,..., By se nazyvaji regresni koeficienty (regression
coefficients);

matice X obsahuje nendhodné prvky x;; a nazyva se regresni matici nebo

matici planu (design matrix);

popsany model souhrnn& zapideme jako Y ~ L(XB,°1,).
Takto zavedeny model budeme nazyvat linearni regresni model. Dale budeme
predpokladat, Ze m > k a o hodnosti matice X budeme p¥edpoklddat, Ze je rovna
k, tj. h(X) = k. Bude-li tento p¥epoklad spln&n, budeme ¥ikat, Ze jde linedrni
regresni model pIlné hodnosti. V tom p¥ipadé& jsou sloupce matice X nezavislé.
V opa&ném pripadé&, by bylo mozné dany sloupec matice X napsat jako linearni
kombinaci ostatnich sloupcli, coZ je moZné interpretovat tak, Ze proménna
odpovidajici danému sloupci je nadbyteénd, protoZe ji Ize vyjadfit jako linedrni
funkci ostatnich proménnych.
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Metoda nejmensich ¢tvercii

Definice 3

Rekneme, Ze odhad Bje odhadem parametru B metodou nejmensich Etverci
(Least Squares method), jestliZe

n k 2
B = in(Y — XB) (Y — XB) = i Y, — Y x;iB:
B argg;}g}{( B)( B) arggélg}(fé(: ;wﬁ;)
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Vlastnosti

V linedrnim regresnim modelu Y ~ L(XB,0?1,,) plati:
EY =XB, DY =71,
B=(X'X)"'Xy,
EB=pB  DB=c(X'X) ",

Se=S(B)=Y'Y-BXY=Y(I-H)Y,

55 = . ¢ . je nestrannym odhadem rozptylu a2,

pFicemZz

Ix.

H=X(X'X)"
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Projekéni matice

Definice 5 (Projek&ni matice)

Matice H = X (X'X) ' X’ se nazyva projekéni matice (hat matrix).

Véta 6
Pro odhady Y plati

Y = HY.

Dikaz: R N
Y=XB=XX'X)"'X'Yy =X(X'X)"'X'Y = HY.
B H

O R, A )] YR St 1 = s RersemicTersies T




Graficky
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Vlastnosti projekéni matice

Véta 7
Projek&ni matice H = X (X'X) ' X'

m je symetrickd Fidu n, tj. H = H,
m je idempotentni, tj. HH = H,
w md na hlavni diagondle hodnoty h; € [0;1], (i=1,...,n),

» md stopu (Trace) rovnou poltu parametri, Tr H = Y1 1 h; = k.

Definice 8

Jednotlivé sloupce projekéni matice H se nazyvaji vlivové vektory.
Cislo h;; se nazyva vliv pozorovéni Y;, i=1,...,n.

Véta 9

|

Priimé&rny vliv pozorovani Y1,...,Y, je rovny h = —.
n
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Rezidua a jejich vlastnosti

Definice 10 (Rezidua)

Vektor rezidui (residuals) je vektor rozdili skutetnych hodnot a odhadd,

r= (rl,...,rn)':Y—?: (Yl_/Y\lr"an_?n),‘

Véta 11

Pro vektor rezidui r a pro odhady y plati:
r=(I,—H)Y= (I, —H)g,
Dr = o?(I, — H),
DY = ¢’H.

Dikaz:

r=Y-Y=Y-HY= (I, -H)Y = (I, - H)XB+(I, — H)e = (I, — H)e.
~—_————
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VyuzZiti rezidui v regresni diagnostice

Prvni tvrzeni pfedchozi véty tedy ¥ikd, Ze rezidua r souvisi s ndhodnymi
odchylkami & od regresniho modelu. Chybu &; méfeni Y; bychom tedy mohli
detekovat pomoci rezidua 7;.

Avsak v p¥ipadg, Ze h;; = 1, je odpovidajici hodnota na hlavni diagonale matice
I, — H rovna 1 — h;; = 0. To znamen4, Ze v pfipadé& velkého vlivu pozorovani Y;
se chyba tohoto pozorovani nemusi projevit v reziduu 7;. Rezidua ostatnich mé&feni

v8ak ovlivnit mlZe, pokud projekéni matice H neni diagonalni.

V regresni diagnostice se proto zavadi a pouZivaji dalsi typy rezidui.
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Dalsi typy rezidui

Definice 12

Normované rezidum (normalized/scaled) je
Ti
Ni= —-
Ni s
Modifikované normované reziduum je
;= 'Ni Ti
5= = .
vVn—k svn—k
Standardizované reziduum je
. 'Ni L§
rgi = = .
VI=hi  sv1-hy

Ondvej Pokora, P¥F MU (2015) MA012 istika Il - 7.

gresni di i 17 /50



Dalsi typy rezidui

Definice 13

Predikované reziduum (predicted/crossvalidated) je reziduum v modelu bez
i-tého pozorovéni, tzn.

rpG) =Yi— Tf(z')f

kde Y }3 , a vektor parametri B(i) odhadneme v LRM bez i-tého
pozorovam
Studentizované rezidum (jackknife residual) je

kde s() je odhad rozptylu ndhodnych chyb v modelu bez i-tého pozorovani (tzn.

s n —k — 1 stupni volnosti).
DFFIT reziduum je

d. = (1)
e h
S(i) Vi
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Dalsi typy rezidui

Definice 14

Vektor Parcidlnich rezidui 1) = (rq[j), ..., )" je tvofen rezidi v modelu bez
j-tého parametru f;, tzn.

i = Yi— Yig

kde lA/i[]-] = XU]B[]'] je odhad v modelu, v némZ ve vektoru parametrii E[I’] chybi
parametr ,Bj a v matici planu XU] chybi odpovidajici sloupec.
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Vlastnosti rezidui

Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze jednotliva rezidua je moZno po¢itat

Véta 15

hij
1—hi

di = 17(:)
Pokud maji veli¢iny Y1, ...,Y normdlini rozdéleni pravdépodobnosti, potom

r ~ N, (0, o2(I, — H)) )

7)) ~ t(?’l — k)
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Odlehla pozorovani

Definice 16

Pozorovéni Y; je odlehlé, jestlize Ee; # 0.

Véta 17

Hypotézu Hy : Ee; = 0 proti Hy : Ee; # 0 zamitneme na hladin& vyznamnosti «,
tzn. pozorovani' Y; je odlehlé, pokud

‘VJ (z’)\ 2 tioas2(n—k).

> 2.

Pro n —k > 30 Ize pouZit aproximaci podminky ve tvaru ‘r] (i)

Lze vyuZit také DFFIT rezidui.
Pro n — k > 30 detekujeme jako odlehld ta pozorovani, pro néZ plati

k
|d1| > 2\/j.
n
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Vliv pozorovani — Cookova vzdalenost

Definice 18 (Cookova vzdalenost)

Pro mé&Feni vlivu i-tého pozorovéni na hodnotu odhadu B se pouZiva tzv.
Cookova vzdalenost

Y-Yy)¥-Yy) fHo h

Di: ks? _Tl—hil’.

Cookova vzdélenost je euklidovska vzdalenost mezi vektory predikce Y ze viech
porozorvani a predikce ¥(;) pfi vynechani i=tého pozorovani, a souvisi

s konfiden¢nim elipsoidem odhadii. Vyjad¥uje vliv i-tého bodu pouze na odhady B
nikoliv na odhad rozptylu o2 nahodnych chyb.

V praxi se obvykle za vlivny bod oznaluje takovy, pro né&jZ je D; > 1. l
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Vliv pozorovani — dalSi moZnosti

Definice 20 (Welschova-Kuhova vzdalenost)

Pro mé&Fenf vlivu i-tého pozorovani simultdnn& na hodnotu odhadu E i na odhad
rozptylu 0 ndhodnych chyb se pouZiva statistika

~ ~

Y. —Y,.
DFFITS; = d; = —— @
S o

Definice 21 (Parcialni vliv)

Pro méfenf vlivu i-tého pozorovani na hodnotu j-té slozky Bj odhadu B je
navrZena statistika

DFBETAS,, — P —Pi)

ij = \/DT%

Véta 22

Obvykle se parcidlni vliv povaZuje za prokdzany, pokud DFBETAS;; > 2 \/g .
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Vliv pozorovani — variaéni pomér

Definice 23 (Varia&ni pomér)

Pro m&Fenf vlivu i-tého pozorovani na kovaria&ni matici DB (spec. na rozptyly)
vektoru odhadii B je navrZena statistika

2 k
S() 1
COVRATIO; = | —5

Véta 24

Jako pozorovani majici viiv na kovariaéni matici DB odhadii B se doporu&uje
povaZovat ta, pro n& je |COVRATIO; — 1| > 3%.
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Grafické nastroje

Graf predikovanych rezidui:
osa x: predikovana rezidua p ;)
osa y: rezidua 7;
vybolujici body jsou identifikovdny polohou vyrazné mimo p¥mku y = x

odlehld pozorovani sice lezi na pfimce y = x &i v jeji blizkosti, ale jsou
vyrazné vzdalend od ostatnich pozorovani

Williamstiv graf:
osa x: vlivy h;
osa y: jackknife rezidua ry ;)
mezni linie pro odlehld pozorovani: y = t;_, /»(n —k)
mezni linie pro vybolujici body: x = 2%

bublinkovy graf: obsah bublinek reprezentujicich jentoliva data je Gdmérny
Cookové vzdalenosti D;
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Grafické nastroje

Pregibonitiv graf:
osa x: vlivy h;
osa y: kvadraty ri/l (@) modifikovanych normovanych reziduf
hrani¢ni linie: y = —x —5—2% ay=—x+ 3%

pozorovani zobrazend mezi ob&éma p¥imkami jsou vlivna, pozorovani
zobrazena nad horni pfimkou jsou siln& vlivna

Graf:
osa x: vlivy h;;

osa y: Cookova vzdalenost D;

Q-Q plot:
osa x: teoretické kvantily standardizovaného normalniho rozd&leni N(0;1)
osa y: standardizovand rezidua rg;
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Grafické nastroje

Indexové grafy:
osa X: index i pozorovani

osa y: jednotlivé typy rezidui nebo vlivy h;; nebo odhady :3(1‘) nebo vzdalenosti
(nap¥. Cookova Dj;)

Graf:
osa x: odhady ?i

osa y: rezidua 7;

Graf:
osa x: odhady ?i
osa y: odmocniny absolutnich hodnot standardizovanych rezidui, \/|rs;|

Scatter-plot:
osa X: nezavisle proménna
osa y: zavisle promé&nna
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LRM pro Dataset 1

mli<-1m(y1l~x1)
summary (m1)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-8.2031 -1.6710 0.0737 3.1437 6.3020

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 5.8296 1.1903 4.897 3.67e-05 **x*
x1 2.9517 0.1026 28.762 < 2e-16 **x

Residual standard error: 4.039 on 28 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9673, Adjusted R-squared: 0.9661
F-statistic: 827.2 on 1 and 28 DF, p-value: < 2.2e-16

Ondrej Pokora, P¥F MU (2015) MAOQ12 Statistika Il — 7. Regresni diagnostika 32/50



LRM pro Dataset 1

m2<-1m(y2~x2)
summary (m2)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q
-40.357 -6.517 0.260 6.759
Coefficients:

Estimate Std. Error
(Intercept) 22.0678 3.7758
x2 0.7510 0.3255

Residual standard error:

Max
24.885

t value Pr(>|tl)
5.845 2.78e-06 x*x*x*
2.307 0.0287 x*

12.81 on 28 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.1597, Adjusted R-squared: 0.1297
F-statistic: 5.322 on 1 and 28 DF, p-value: 0.02867
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Residuals

Ondvej Pokora, PFF MU (2015)
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Residuals vs Fitted
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Scale-Location Cook’s distance
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Residuals vs Leverage Cook's dist vs Leverage h;/(1-
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Residuals vs Fitted

Normal Q-Q
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Scale-Location

Cook’s distance
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Residuals vs Leverage Cook's dist vs Leverage h;/(1-
R N o P ::) /4 30
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2
Cook’s distance

L 30
+--  Cook’s distance
T T T T T 1 T T T 1 T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0 0.3 0.5 0.6

Leverage Leverage h;;

Ondvej Pokora, PFF MU (2015) MAO012 Statistika Il — 7. Regresni diagnostika 39/50



3030

s[enpisay paznuapns

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Hat-Values

40 /50

MAO012 Statistika Il — 7. Regresni diagnostika

Ondvej Pokora, PFF MU (2015)



e e

3030

I I I
G- 0T- ]

s[enpisay paznuapns

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Hat-Values

41 /50

MAO012 Statistika Il — 7. Regresni diagnostika

Ondvej Pokora, PFF MU (2015)



Podezrela pozorovani pro Dataset 1

meze pro hii: 2*k/n=0.1333 3*xk/n=0.2

[,1] [,2] [,3] [,4] [,s] [,6]
26 26 11.96542 32.94453 -2.210719 0.03861484 0.08618558
30 30 39.00000 125.00000 1.658210 0.61041902 2.02747514

| \

Podeziela pozorovani pro Dataset 2

meze pro hii: 2*k/n=0.1333 3*xk/n=0.2

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [.6]
20 20 18.58604 60.91134  2.16843 0.09137258 0.2088146
30 30 39.00000 11.00000 -16.50284 0.61041902 19.9574746

Struktura tabuky: i | X | Y; | 17(0) | hij | D;
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Diagnostic Plots
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Test nulovosti stfednich hodnot rezidui Dataset 1

No Studentized residuals with Bonferonni p < 0.05
Largest |rstudent]:

rstudent unadjusted p-value Bonferonni p
26 -2.210719 0.035713 NA

Test nulovosti stfednich hodnot rezidui Dataset 1

| A

rstudent unadjusted p-value Bonferonni p
30 -16.50284 1.2485e-15 3.7456e-14
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Podeziela pozorovani pro Dataset 1

index x y dfb.x1
1 30 39 125 2.01818

| \

Podeziela pozorovani pro Dataset 1

index X y dfb.x2
30 30 39 11 -20.08538
20 20 18.58604 60.91134 0.5480413
il 1 -0.7576732 3.591746 0.3962400
index x y dffit
i 30 39 11 -20.65732
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Regresni diagnostika v R

library (car)

model <-1m (... “..., ...)

plot (model, which=...)
influence.measures (model)
rstandard (model)
rstudent (model)

dffits (model)

dfbetas (model)

covratio (model)
hatvalues (model)
cooks.distance (model)
influencePlot (model)
infIndexPlot (model, ...)
outlierTest (model)

Ondvej Pokora, PFF MU (2015)

diagnostické grafy

vlivy a p¥ibuzné statistiky
standardizovanid rezidua
jackknife rezidua

statistika DFFITS
statistika DFBETAS
varia&ni pomé&r COVRATIO
vlivy

Cookova vzdélenost
diagnostické grafy pro vlivy
indexové grafy

simultdnni test odlehlych pozorovani
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