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Typy nahodnych veli¢in

Nominalni Ordinalni Intervalova Pomérova

| Kvalitativni | | Kvantitativni |

N
Spojita

Kategorialni

N

| Dichotomicka | |Polytomicka

|

/
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Spojita data s normalné rozdélenymi chybami

Predpokladejme, 7e Y; ~ N(y;,02),i=1,...,n.

P¥irozenym parametrem je stfedni hodnota, 8; = p;. Pro modelovanf stfedni
hodnoty EY; = y; pouZivdme identickou linkovaci funkci ¢ = id,

() = ui =0, = n; = xp.

Takovy GLM vede na klasicky linedrni regresni model.

Gaussova-Markovova véta zaru€uje, Ze odhady parametri E metodou nejmensich
¢tverch jsou BLUE (nejlepsi linedrni nestranny odhad, best unbiased linear
estimator), tedy pro LRM s parametry Bje dosazen nejmensi rezidualni soucet
&tverct. Normalita dat zaruluje, Ze odhady B metodou nejmensich &tverch jsou
stejné, jako odhady BML metodou maximalni vérohodnosti.
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Alternativni a binomicka data

P¥edpokladejme, ze U; ~ A(p;), i =1,...,N, nabyvd pouze dvou hodnot 0 a 1,

u. = Pi w=1 Uil _ p.\1-u
PU=u)=¢ 1-p u=0 = pi(1—pi) u=0,1
0 jinak
0 jinak .

P¥edpokladejme, Ze ndhodna veli¢ina U; zavisi na k kovaridtech x;1, ..., xj.
Data miiZzeme mit zaddna riznym zplisobem:
jednotliva pozorovani U;:
hodnoty kovariat | pozorované binarni veli¢iny
Xi1s -, Xik | Ui
skupinové — pomoci absolutnich Eetnosti tspéchi Y; v 1; pokusech:

Nl (1—p)i Y y=0,1,...,n;
P(Y, = y) — { (P A=)y =01,
0 jinak
kdej=1,...,n, N=mny+---+n,, a data miZeme zapsat formou tabulky

hodnota kovariat | polet uspéchli | polet pokusi
le, N ,x]‘k | Y] | }’l]'
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Alternativni a binomicka data
skupinové — pomoci relativnich €etnosti Uspéchi Z; = Y]-/n]- v 11 pokusech:
n; 71]‘]/ An—ny _ 1
iVp.”” (1 — i =0,-,...,1
P(Z] — y) — (n]-y)p] ( p]) Yy 0/ nj/ s
0 jinak
kdej=1,...,n, N=mny +---+ny, a data lze zapsat do tabulky
kovaridty | relativni tsp&nost | potet pokusi
ler-“/xjk | Z]':Y]'/le | Vlj

Ukolem statistické analyzy je nalézt vztah mezi Z; (resp. Y;) a kovaridtami
Xi1,---,%ik- V GLM modelujeme pravdépodobnosti p; pomoci linkovaci funkce

g(pi) = ni = xip.
Nejjednodu$im modelem je linedrni model s g = id,
pi = x;p.

Avsak tento model ma ¥adu nevyhod, pfedevsim je t¥eba zajistit, aby x;ﬁ nabyvala
hodnot mezi 0 a 1, tedy je tfeba pFidat n&jaké dodate¢né podminky.
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Probitovy model

Probitovy model pouZiva tzv. probitovou linkovaci funkci g, coZ je kvantilova
funkce @1 standardizovaného normélniho rozd&leni. GLM je tedy ve tvaru

glpi) = @7 (pi) = up, = 1: = xip.
To znamend, Ze pravdépodobnost Gspé&chu je modelovana vztahem
pi=g (i) = @(n;) = @ (xiB),
kde @ je distribuéni funkce standardizovaného normdlniho rozdé&leni.
V piipad€ 1; = Bo + B1 x; potom dostavame p; = @ (Bo + B1 i) = F(x;),

kde F je distribugni funkce rozdgleni N(—Bo/B1, B2).
fE)INGLoY) nx) ON(,?)

05

H K
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Logisticky (logitovy) model — logisticka regrese

Logisticky model pouZivd tzv. logitovou linkovaci funkci g, coZ je kvantilovd
funkce logistického rozdéleni pravdépodobnosti. GLM je ve tvaru

pi

8(pi) =Ing = =i = xif:
Pravdépodobnost tspéchu, resp. nelispéchu, je modelovdna vztahem
_ 1 1
pi=38 1(77i)_— 1—pi

~ 1+exp(—xiB)’

" Tt exp(Xp)

N 3
Obr. Porovnani funkci ¢! v probitovém (pIn&) a logitovém (Z4rkovan&) GLM
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CLoglLog (komplementarni LogLog) model

CLoglLog model pouzivd jako linkovaci funkci g kvantilovou funkci logaritmického
Weibullova (extreme-minimal-value) rozdéleni pravdépodobnosti. GLM je ve tvaru

g(pi) =In[~In(1 —p;)] = 1; = x|
Pravd&podobnost tspéchu je tedy modelovana vztahem

pi=g (1) =1—exp [—exp(x{B)] .

f(s) T(X)

05
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LoglLog model

LogLog model pouzivd jako linkovaci funkci g kvantilovou funkci zobecného
Gumbelova (extreme-maximal-value) rozd&leni pravdépodobnosti. GLM je ve tvaru

8(pi) = —In(=Inp) = y; = xip.
Pravdé&podobnost tspéchu je tedy modelovana vztahem

pi =g (1) = exp [—exp(—xiB)] .

f(s) (x)

051
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Logisticka regrese a Sance

Definice 1 (Sance)

Podil pravdépodobnosti tispéchu a pravdépodobnosti netispéchu v binomickém
(p¥ip. alternativnim) rozd&leni pravd&podobnosti se nazyva Sance (odds),

Py=1) p

odds = P(Y=0) = T—p'

Logaritmus In odds je v finan&€nictvi n&kdy nazyvan skore.

V logistické regresi se pouziva logitovd linkovaci funkce g(p) = In 1%}
Pravdépodobnost tspéchu, resp. nelispéchu, je pak rovna
. exp(x'B) 1
frg =, 1 — =,
P=8 )= T exp(wp) P = T expWP)

a $ance vychazi jako exponencidla linedrniho prediktoru,

__exp(¥B) 1texp(x'B) _ e -
odds = 1+ exp(x'B) 1 =exp(x'p) =€, In odds = 1 = x'B.
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Logisticka regrese a podil Sanci

Pokud v logistické regresi modelujeme bindrn{ veli¢inu Y € {0, 1} pomoci taktéz

bindrni kovaridty x € {0, 1}, m&¥me asociovanost t&chto dvou veli¢in pomoci
statistiky OR:

Definice 2 (Podil $anci)

Podil 3anci (odds ratio, podil rizik) je podilem podmin&nych Zanci,

x=1

—

P(Y=1
OR_odds(le)_ PEYOx ) PY=1|x=1)P(Y=0|x=0)
 odds(x =0) ﬁgzé" 8; C P(Y=0|x=1)P(Y=1|x=0)
=0|x

» OR = 1: nekorelovanost
= OR > 1: korelovanost, souhlasna asociovanost

m OR < 1: korelovanost, nesouhlasnd asociovanost

Dosazenim Sanci dostdavame vypocetni tvar

_odds(x=1)  exp(x'B)|x=1
OR = odds(x =0)  exp(x¥'B)|x=0
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Logisticka regrese a podil Sanci

V p¥ipadé modelu logistické regrese veli¢iny Y pomoci bindrni prom&nné
x € {0, 1} s linedrnim prediktorem tvaru 7 = By + B1 x, tzn. v GLM

YNBi(]’l, P), lnlp%p:ﬁo—i-ﬁlx,

dostdvame

_exp(Bot+prx)[xm1 _ exp(fotpB1) _ g
exp(Bo + p1x) [ x=0 exp(Bo) '

tedy linedrni koeficient 81 bindrni kovaridty x v modelu logistické regrese je rovny
logaritmu podilu Sanci, f1 = In OR.
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Poissonovska data

PY¥edpokladejme, Ze ndhodny vybér rozsahu 7 je z Poissonova rozdéleni, tj

AMehi

Y; ~ Po(Ay), P(Yi—y)_{ = A0 y=0L2...

0 jinak
pFi(V:emi EYZ = DYl = Ai-

Y; = pocet vyskyti sledovaného jevu v uréitém &asovém intervalu, na dané ploge,
v daném objemu, apod. Podminky:

jev mize nastat v kterémkoliv ¢asovém okamZziku,

pocet vyskytl jevu b&hem &asového intervalu zavisi jen na jeho délce a ne
na jeho pocatku ani na tom, kolikrat jev nastoupil pfed jeho po&atkem,

pravdépodobnost, Ze jev nastoupi vice neZ jednou v intervalu délky ¢,
konverguje k nule rychleji nez ¢,

A je stfedni hodnota poctu vyskytl jevu za €asovou jednotku.
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Modely pro Poissonovska data

Logaritmicko-linearni model pouZiva logaritmickou linkovaci funkci g. GLM je
ve tvaru

g(Ai) =InA; = 17, = xiB.

Stfedni polet udalosti je tedy modelovdn exponencialng,

Ai =g (i) = exp(x}B).

Odmocninovy model pouZiva linkovaci funkci g ve tvaru odmocniny, GLM je ve

tvaru
g(A) = /A =n; = xB.

St¥edni polet udalosti je tedy modelovdn kvadraticky,

Ai =g (i) = (xiB)%.
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Dalsi modely

Pro data s exponencialnim a gama rozdélenim pravdépodobnosti, tj. pro spojita
data s nekonstantni chybou a konstantnim pomérem stfedni hodnoty a smérodatné
odchylky, se obvykle pouZiva inverzni linkovaci funkce g. GLM je ve tvaru

1
§(ui) = — =1n;i = x;p.
Hi
St¥edni hodnota je tedy modelovdna vztahem

1
— oy =
Hi =g ) = rg:

Pro data s inverznim Gaussovym rozdé&lenim pravdépodobnosti se obvykle
pouZiva inverzni kvadratickd linkovaci funkce g. GLM je ve tvaru
1 /
§(i) = — =ni=xp.
Hi
Stfedni hodnota je tedy modelovana vztahem

pi=g8 (n;i) =

Bk
‘m‘
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Zobecnéné linearni modely v R

Obecn3d funkce pro feseni GLM v R je glm.

model <-glm (formula, family, data)

family | family (link = ...)
gaussian | identity, log, inverse
binomial | logit, probit, cloglog, log, cauchit
poisson | log, sqrt, identity

Gamma | inverse, log, identity

inverse.gaussian

v <- summary (model)

S vysledky se pracuje analogicky jako s vysledky funkce 1m pro LRM.

Ondrej Pokora, P¥F MU (2015)

1/mu~2, inverse, log, identity
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Priklad

Pfiklad 1

V souboru beetle.csv jsou uvedeny tdaje o umrtnosti Potemnika skladistniho
(Tribolium confusum) v reakci na sirouhlik CSy. Datovy soubor obsahuje tyto
proménné

dose mnoZstvi sirouhliku (mg/1)
population polet kusii ve zkoumaném vzorku
killed pocet mrtvych kusi ve zkoumaném vzorku

Modelujte zavislost dmrtnosti na mnoZstvi CS,.

Reseni. Pro modelovani zvislosti pouZijeme logisticky model, probitovy model a
model s komplementérni log-log linkovaci funkci.
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Link Function g(r)=log(rv(1-m)) Normal Probability Plot
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Modely pro imrtnost Potemnika skladistniho.
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Priklad

V souboru aids.csv jsou uvedeny tdaje o poctech novych pkipadi AIDS ve Velké
Britanii za obdobi prosinec 1982 aZ listopad 1985. Datovy soubor obsahuje tyto
proménné

month  mésic
year rok
number polet novych pFipadd AIDS

Modelujte zavislost po&tu novych pfipadi AIDS na &ase.

Reseni. Pro modelovani zavislosti pouzijeme linedrni model, log-linedrni model a
odmocninovy model.
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link function g(u=p Normal Probability Plot
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Modely pro vyskyt novych onemocné&ni AIDS ve Velké Britdnii.
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Neskalova deviance

P¥edpokldddme, Ze ndhodny vybér Y = (Y1,...,Yy) se ¥idi GLM modelem, tj.
- = yibi — v(0:)
f(y,0) = Hf(]/i/ 0;) = exp 2 u +d(yi, @) ¢ -
i=1 i=1 ¢1(¢)

Predpokladejme dale, Ze hustota je ve $kalové formé, tj.

se zndmymi vdhami w; > 0 a jednim neznamym ruSivym parametrem (scale
factor) ¢ > 0.

Skalova deviance je rovna

D=2 [¢(Bi Y) — LB Y))|
2 i wi [Yi(éi,mux - él) - r)/(éi,max> + 7(91)] = [()P*
i=1

D*

<~

a D* nazyvdme neskalovou devianci (unscaled deviance).
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Odhady rusivého parametru

ProtoZe plati

D* ED*
D==—%®)*n—k) = ED=
¢ ¢
Ize ruSivy parametr ¢ odhadnout pomoci statistiky
. _ D
oo =Tk
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Overdispersion, underdispersion

P¥ipomefime, Ze v normalnim rozdéleni je ruSivym parametrem rozptyl, ¢ = o?av

gama rozdéleni ¢ = 1/k.

V prosttedi R je pro feSeni problém{ s neadekvatné odhadnutym rozptylem
k dispozici modifikovana volba pro t¥idu exponencidlniho rozdéleni. V p¥ipadé
binomického rozdéleni mame moznost volby

family = quasibinomial
a pro Poissonovo rozdé&len{
family = quasipoisson.

Nejedna se pfiotm o nové rozdé&leni exponencialniho typu, ale o zménu ve vypo&tu
druhého momentu, pro jehoZ odhad se pouZije jednoduchy momentovy odhad
disperzniho parametru ¢. Vysledna korekce rozptylu je pak dileZitd pfi testovani
hypotéz, nebot zohlediuje vy$$i & niZdi variabilitu v datech a zabrafuje tak
nadbytku &i nedostatku fale$né pozitivnich vysledki testd hypotéz o parametrech
modelu.
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Priklad

Pfiklad 3

V souboru bees.csv jsou uvedeny tidaje o aktivité véel v zavislosti na ¢ase. Jednou
z dileZitych charakteristik pfi zkoumani véeli aktivity je polet vcel, které opusti il
kviili praci ve vné&j$im prostredi. Studie se zabyvala méFenim této veli¢iny b&hem
nékolika slune¢nych dni v zdvislosti na ¢ase béhem dne. Datovy soubor obsahuje
tyto proménné

number pocet vcel, které opustily dl
time Cas, kdy byl tento ddaj zaznamenan

Modelujte zavislost poctu véel, které opusti ul, na ¢ase béhem dne.

Reseni. Pro modelovani zévislosti pouZijeme poissonovsky model s kanonickou
linkovaci funkci. Do modelu vstupuje jedind vysvétlujici proménna time a p¥iddme
také jeji druhou mocninu.

Hodnota rezidudlni deviance (4 879,3) je nepom&rn& vy3i neZ polet stupill
volnosti (501). Je zfejmé, Ze doslo k ,overdispersion” a v jazyce R je tfeba volit
family=quasipoisson. PouZiti této volby neovliviiuje odhady koeficientd, ale
méni jejich odhady variability, coZ se projevi nap¥. v intervalu spolehlivosti.
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Bees activity
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Odhad regresni funkce bez vyrovnani se s problematikou velkého rozptylu.
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Bees activity
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Odhad regresni funkce s vyrovnanim se s problematikou velkého rozptylu.
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