Matematika 111, 1. cviceni

Defini¢ni obory

Pozndamka. Pro kruznici se stfedem v bodé [z,y] a polomérem r budeme pouzivat oznaceni
k([z, ylir).

Piiklad 1. Urcete definiéni obor funkce f a zobrazte ho v roviné:
fla,y) = V(@ + 92 = 14— a2 — 2.

Visledek. Mezikruzi mezi k([0,0]; 1) a k(]0,0];2)

Piiklad 2. Urcete definicni obor funkce f a zobrazte ho v roviné:

2?24y’ -z

f(x,y) =

20 — a? —y?
Vijsledek. Prostor mezi k([3,0]; 1) a k([1,0]; 1), mens{ kruznice tam pati{, vétsi ne.

Piiklad 3. Urcete definiéni obor funkce f a zobrazte ho v roviné:

T 1
f(z,y) = arcsin — — ————.
y Iyl =zl
Visledek. Prostor mezi piimkami y = x a y = —x kromé téchto piimek (do této mnoziny patif

osa y kromé bodu [0, 0], mnozina vypad4 jako piesypaci hodiny).

Piiklad 4. Urcete definiéni obor funkce f a zobrazte ho v roviné:

Visledek. Elipsoid (i s vnitikem) se stfedem v bodé [0,0,0] a poloosami a (prochdzi bodem
[a,0,0]), b (prochazi bodem [0, b,0]) a ¢ (prochézi bodem [0, 0, c]).

Krivky v R”, tecna ke ktivce

Kiivka v R™ je zobrazeni c¢: R — R", tedy ¢ zobrazi redlné ¢islo z na bod [c1(z),. .., cn(2)]
v prostoru R™, pficemz cq,...,c, jsou funkce R — R. Derivace funkce ¢ v bodé tg, tj. vektor
d(to) = (¢)(to), ..., (to)), je tecnym vektorem ke kiivee ¢ v bodé ¢(tp). Piimka

p = {c(to) + sc (to); s € R}
je tecna ke kiivce ¢ v bodé tg.
Piiklad 5. Urcete tecnu kiivky dané predpisem c(t) = (Int,arctgt, (™)) v bodé tg = 1.
Vijsledek. Tecna p = {[s, 7 + 5,1 — 7s];s € R}.

Piiklad 6. Urcete parametrickou rovnici teény v bodé [1,1,/2] ke kivce, jez vznikla jako
prisecik plochy o rovnici x? + y* + 22 = 4 s plochou 2 + y* — 2x = 0.

Ndpovéda. Kiivku si v okoli daného bodu vyjadiete stejnym zpusobem jako ve vySe uvedenych
piikladech.

Vijsledek. Tecna p = {[1 —v/2s,1,v/2 + s];s € R}.



Limity funkci vice proménnych

Pro pocitani limit 8 a o2 nemame k dispozici zddnou analogii L'Hospitalova pravidla, musime
tedy pouzivat riuzné tipravy. Rozdil mezi limitou funkce jedné proménné a limitou funkce dvou
proménnych spoc¢iva v odlinosti okoli limitntho bodu: u funkce jedné proménné se k tomuto
bodu muzeme bliZit jen po pfimce, tj. ze dvou stran (pak ma funkce limitu v bodé, pokud existuji
obé jednostranné limity, které se rovnaji), ale u funkce dvou a vice proménnych se k limitnimu
bodu muzeme blizit nekoneéné mnoha zpusoby (po piimkach, parabolach, ... ). Existence limity
v daném bodé znamend, ze nezalezi na cesté, po které se k danému bodu blizime. Pokud tedy
dostaneme ruzné hodnoty limity pro ruzné cesty, limita v daném bodé neexistuje. V nasledujicich
prikladech vypocitejte limity, piipadné dokazte, ze neexistuji.

Ndpovéda. Pokud po dosazeni limitnich bodu nevyjde neur¢ity vyraz, muzeme tyto limitni body
dosadit. Pokud vyjde neurcity vyraz, muzeme zkousSet ruzné postupy:

(1) rozlozit ¢itatel nebo jmenovatel na soucin podle néjakého zndmého vzorce a pak by se néco
mohlo vykratit;

(2) rozsifit ¢itatel i jmenovatel nééim vhodnym podle néjakého zndmého vzorce a pak by se
néco mohlo vykratit;

(3) ohramiceny viraz _ ) .

= (ohraniceny vyraz) = 0;

(4) pouzit vhodnou substituci, po které bychom dostali limitu jedné proménné;

(5) prevést limitu dvou proménnych do poldrnich souradnic

T =TCoS,

Yy =rsing

T e elx 2 2 (o - . L es .r .

- ) )
(je-li v limité vyraz x* + y*, poldrni soufadnice vétsinou funguji, protoze pak dostaneme
jednodusst vyraz 22 + y? = 12 cos? ¢ + r2sin? p = r2(cos? ¢ + sin? ) = 72, ktery nezavisi
na ¢);

(6) zvolit y = kz (k limitnimu bodu [0,0] se blizime po piimkéch, v piipadé jiného li-
mitniho bodu je potieba drobn4 tiprava, aby pifmky limitnim bodem prochézely), y = kx>
(k limitnimu bodu [0,0] se blizime po paraboldch, v piipadé jiného limitniho bodu je
opét potieba drobnd tprava), piipadné jinak vhodné parametricky nahradit z = f(k) a
y = g(k), a pokud bude hodnota limity zaviset na parametru k, limita neexistuje; tento
postup lze pouzit pouze k ditkazu neexistence limity, nikoliv k vypoctu jeji hodnoty za
predpokladu, zZe existuje!

Priklad 7. limg, ) (.2 1) 22

Vysledek. 2.

Priklad 8. lim(,.,) (1.0 Lo

xX
Ndpovéda. Rozlozte jmenovatel na sou¢in podle vzorce pro rozdil druhych mocnin.
Vysledek. %.

Piiklad 9. lim(, ) (1,00) 570

Napovéda. Pouzijte postup (3).
Vysledek. 0.
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Priklad 10. llm(%y)_)(og)

Ndpovéda. Rozsifte zlomek vyrazem % a pouzijte substituci t = zy (protoze (z,y) — (0,2), bude
t —0).

Vysledek. 2.

Parcialni derivace

Pro funkci f: R? — R jsou parcidlni derivace prvniho faddu definovény takto:

m f(zo,y0 +1) — f(l‘o,yo)'

m f(x() +t, yO) - f(‘TUv yo) =1
t—0 t

=1
t—0 t

fa(o, yo) , oo, o)
Pti vypoctu parcidlni derivace podle jedné proménné povazujeme druhou proménnou za kon-
stantu a derivujeme podle prvni proménné.

Parciédlni derivace druhého a vyssich fadi dostaneme (podobné jako nékolikanasobné deri-
vace funkei jedné proménné) opétovnym derivovanim dané funkce. Napi. fg’c’y dostaneme tak,
ze nejdiiv zderivujeme funkci f podle x (pfitom y povazujeme za konstantu) a vysledek pak
zderivujeme podle y (tentokrdt = povazujeme za konstantu).

Piiklad 11. Vypoctéte f, a f,, kde f(z,y) = arctg 2.

Piiklad 12. Vypoctéte f, a f,, kde f(z,y) = 2¥;2 > 0.

Priklad 13. Vypoctéte vsechny parcidlni derivace proniho a druhého tdadu funkce f(x,y,z) =
Yy

Tz

Yy
z

Vijsledek. f, = Yx
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