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Momenty

Podobné jako rozptyl miizeme uvazovat vyrazy vyssich rada:
pe =EX*, e =E(X —EX)X

Nazyvame je k-ty moment a k-ty centralni moment nahodné
veliéiny X. Momenty Ize vsechny dostat jako koeficienty v
mocninné Fadé nasledujicim zpisobem.
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Momenty

Podobné jako rozptyl miizeme uvazovat vyrazy vyssich rada:
pe =EX*, e =E(X —EX)X

Nazyvame je k-ty moment a k-ty centralni moment nahodné
veliéiny X. Momenty Ize vsechny dostat jako koeficienty v
mocninné Fadé nasledujicim zpisobem.

Pro volny realny parametr t definujeme momentovou vytvorujici
funkci pro ndhodnou veli¢inu X vztahem

Mx (t) = E e,

Tato funkce (za docela rozumnych predpokladiina sledujici véty)

zcela urCuje nahodné veli¢iny a ma fadu uzitecnych vlastnosti (tj.
stejnd momentova funkce na néjakém netrivialnim intervalu —-

stejna distribucni funkce).
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Theorem

Necht X je ndhodnéa veli¢ina pro kterou na intervalu (—a, a)
existuje jeji analytickd momentova vytvorujici funkce. Pak na tomto
intervalu je Mx(t) dana absolutné konvergujici fadou

M.(X) =Y —EXk

N k!
k=0

Theorem

Pro soucet nahodnych velicin plati:

Mx v (t) = Mx(t)My(t).
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Momentova vytvorujici funkce pro X ~ Bi(0, 1)

Casto je jednodussi pocitat momenty z jejich vytvorujici funkce nez
primo.
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Momentova vytvorujici funkce pro X ~ Bi(0, 1)

Casto je jednodussi pocitat momenty z jejich vytvorujici funkce nez
primo.

Pro alternativni rozdéleni nahodné veliciny Y ~ A(p) spocteme
snadno

My (t) = EetY = &%(1 — p) 4+ efp = p(ef — 1) + 1.
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Momentova vytvorujici funkce pro X ~ Bi(0, 1)

Casto je jednodussi pocitat momenty z jejich vytvorujici funkce nez
primo.

Pro alternativni rozdéleni nahodné veliciny Y ~ A(p) spocteme
snadno

My (t) = EetY = &%(1 — p) 4+ efp = p(ef — 1) + 1.

Protoze je binomické rozdéleni X ~ Bi(n, p) dano jako soucet n
alternativnich rozdéleni Y; ~ A(p), je zjevné v tomto pfipadé

M(t) = Mx(t) = (p(et — 1) +1)".
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Momentova vytvorujici funkce pro X ~ Bi(0, 1)

Casto je jednodussi pocitat momenty z jejich vytvorujici funkce nez
primo.

Pro alternativni rozdéleni nahodné veliciny Y ~ A(p) spocteme
snadno

My (t) = EetY = &%(1 — p) 4+ efp = p(ef — 1) + 1.

Protoze je binomické rozdéleni X ~ Bi(n, p) dano jako soucet n
alternativnich rozdéleni Y; ~ A(p), je zjevné v tomto pfipadé

M(t) = Mx(t) = (p(et — 1) +1)".

Obecné plati ), = dt’ ~ My (t)|t=o. Je tedy napf. prvni moment
binomického rozdéleni skuteéné np (prvni derivace M(t) v nule),
coz je stfedni hodnota. Druhy moment je np(1 — p), ¢imz jsme
ovérili vysledek pro rozptyl.
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Momentova vytvorujici funkce pro Z ~ N(0, 1)

Mz(t) = /_(: etx\/lz?exp(—x2/2)dx

/°° 1 < x2—2tx+t2—t2>d
= xp | — X
oo V2T P 2

00 _£)\2
—exp(t2/2)/ L exp (—(X 2t) )dx

oo V2T
= exp(t?/2).

(V predposlednim radku je integralem dana pravdépodobnost
jakékoliv hodnoty pro normalni rozdéleni, proto je to jednicka.)
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Momentova vytvorujici funkce pro Z ~ N(0, 1)

Mz(t) = /_(: etx\/lz?exp(—x2/2)dx

/°° 1 < x2—2tx+t2—t2>d
= xp | — X
oo V2T P 2

00 _£)\2
—exp(t2/2)/ L exp (—(X 2t) )dx

oo V2T
= exp(t?/2).

(V predposlednim radku je integralem dana pravdépodobnost
jakékoliv hodnoty pro normalni rozdéleni, proto je to jednicka.)
Derivovanim: (Mz)'(0) = 0 a (Mz)"(0) = (tet*/2)’(0) = 1. Je tedy
skutecné

EZ=0, varZ=1.
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Uvazme nezavislé nahodné veli€iny Y7, Ya, ..., které maji vsechny
stejné rozdéleni se stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1.
Predpokladejme, ze treti absolutni moment E|Y;|3 je konegny.

Pro ndhodnou veliéinu S, = ﬁ 27:1 Y; spoctéme momentovou

funkci (koeficient n=1/2 je volen tak, aby rozptyl S, byl stale 1)
n
Ms, = [JE VDY = (My (¢/v/n))",
i=1

kde My je spolecna momentova funkce viech veli¢in Y.
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Uvazme nezavislé nahodné veli€iny Y7, Ya, ..., které maji vsechny
stejné rozdéleni se stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1.
Predpokladejme, ze treti absolutni moment E|Y;|3 je konegny.

Pro ndhodnou veliéinu S, = ﬁ 27:1 Y; spoctéme momentovou

funkci (koeficient n=1/2 je volen tak, aby rozptyl S, byl stale 1)

Ms, = [ Ee/VMYi = (My(t/v/n))",
i=1

kde My je spolecna momentova funkce vsech velic¢in Y;. Nyni

My (t/\/n) =1+ Oin + 11';2 + o(t?/n)

vno 2n

a v limité proto dostavame

: o t2 " t2/2
nll~>mooMS"(t)_nh~>n;o (1+2n+o(1/n)> =e" /"

To je pravé momentova funkce pro rozdeleni N(0,1)!.



Oe000

Tim jsme skoro dokazali:

Theorem (Centralni limitni véta)

Necht Y1, Yo, ... jsou nezavislé ndhodné veliciny se spole¢nou
stfedni hodnotou E Y; = p, rozptylem var Y; = 0® > 0 a konecnym
tretim absolutnim momentem E|Y;|3. Pro distribucni funkce
nahodnych velicin

1 <1
sn—ﬁl;g(v,-u)

plati
n||_>ngo P(S, < x) = ®(x),

kde ®(x) je distribucni funkce normalniho rozdéleni N(0, 1).

Vsimnéme si: soucty X, = > .7 ; Y; maji stfedni hodnotu nyu a
rozptyl no?. Veli¢iny S, jsou tedy pravé normované veliciny X,,.
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Pokud jsou Y; ~ A(p) nezavislé, pak E(Y;)3 = p < co a viechny
podminky centralni limitni véty jsou splnény, 1 = p, 0 = p(1 — p).
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Pokud jsou Y; ~ A(p) nezavislé, pak E(Y;)3 = p < co a viechny
podminky centralni limitni véty jsou splnény, 1 = p, 0 = p(1 — p).
Souctové veliciny X, = >°7_; Y; pak predstavuji pravé binomicka
rozdéleni Bi(n, p) a pfislusné normované veli€iny jsou

s _ 1z":< Yi—p ) Xn — np
n= "= = :
Vi \Ve(l-p)) /np(1-p)
Podle centralni limitni véty ma tato veli¢ina pro velka n rozdéleni
velmi podobné rozdéleni N(0, 1).
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Pokud jsou Y; ~ A(p) nezavislé, pak E(Y;)3 = p < co a viechny
podminky centralni limitni véty jsou splnény, 1 = p, 0 = p(1 — p).
Souctové veliciny X, = >°7_; Y; pak predstavuji pravé binomicka
rozdéleni Bi(n, p) a pfislusné normované veli€iny jsou

5_1z":< Yi—p ) Xn — np

n= "= = :

vn =\ \/p(1-p) v np(1 - p)

Podle centralni limitni véty ma tato veli¢ina pro velka n rozdéleni
velmi podobné rozdéleni N(0, 1).

Jinymi slovy, rozdéleni Bi(n, p) je velice blizké rozdéleni

N(np, np(1 — p)) pro velkd n. To je obsahem tzv.
Laplaceovy—Moivreovy véty. To jsme uz vidéli minule na obrazcich:
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Pro hodnoty Bi(5000,0.5) je vysledek vidét na obrazku nize. Druha
kiivka na obrazku je grafem funkce f(x) = e /2.
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Aproximace binomického rozdéleni normalnim se Casto povazuje v
praxi za dostatecnou, jestlize np(1 — p) > 9
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P¥i praktickych priizkumech zpravidla véfime ,,.zakonu velkych
Cisel”. Potfebujeme pritom rozhodnout, jak velky vzorek uz
postacuje.

Typickym prikladem je napf. tato aloha: Chceme zjistit pomér p
osob s danou krevni skupinou A v populaci. U kolika osob je tfeba
krevni skupinu skutecné zjistit, abychom méli 90%
pravdépodobnost, Ze nase zjisténi se nebude lisit o vice nez 5%.
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P¥i praktickych priizkumech zpravidla véfime ,,.zakonu velkych
Cisel”. Potfebujeme pritom rozhodnout, jak velky vzorek uz
postacuje.

Typickym prikladem je napf. tato aloha: Chceme zjistit pomér p
osob s danou krevni skupinou A v populaci. U kolika osob je tfeba
krevni skupinu skutecné zjistit, abychom méli 90%
pravdépodobnost, Ze nase zjisténi se nebude lisit o vice nez 5%.
Propoéitanim zjistime, ze (nezavisle na p) vzdy stacéi odhadnout

p = X/n, kde X je ndhodna veli¢ina udavajici pocet osob majicich
pozadovanou skupinu, pro vzorek 270 lidi.
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Rozdéleni y?

Ve statistice budeme pracovat s charakteristikami nahodnych
vektordl, které budou obdobné vybérovému priiméru a rozptylu, ale
také s relativnimi poméry takovych charakteristik atd. Podivame se
ted na nékolik takovych pripada.

Uvazme Z ~ N(0, 1) a spoctéme hustotu fy(x) pro Y = Z2.
Evidenté je fy(x) = 0 pro x <0, pro kladna x

Fy(x) = P(Y < x) = P(—V/x < Z < V/x)

A R “ 1
_ —z2/2 _/ -1/2 —t/2
= e dz = t e dt.
/_\/; \/ﬂ § 0 \/ﬂ

Hustotu dostaneme derivaci

d 1 _1p
fr(x) = 5 Fr() = —=x 12 e=x/2,

Tomuto rozdéleni se fika x? s jednim stupném volnosti, piseme
Y ~ x2.
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Gama rozdéleni Y ~ I'(a, b)

Vybérovy rozptyl bude odpovidat souc¢tiim takovychto nezavislych
veli¢in.

Uvazme hustotu (trochu obecnéjsiho tvaru nez u x?)

fx(x) = cx¥ e bx

pro x > 0, zatimco fx(x) = 0 pro nekladna x (x? odpovida volbé&
a=b=1/2).
Je treba volit ¢ = % a jde o rozdéleni '(a, b).
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k-ty moment takové veli¢iny X je
o ba
EXk= / xK——xate b dx
0 r(a)

_ r(a + k) /OO ba+k Xa—l-l—k e—bx dx
rab” Jo T(a+ k)
M(a+ k)

I(a)bk

(protoze integral z hustoty rozdéleni ['(a + k, b) v poslednim

upravovaném vyrazu je nutné roven jedné)

Zejména tedy vidime, ze EX = Fé?zgl)) = %, zatimco

Ma+2) 2> (a+la—-a> a
= 2 — 2 - — - = — = —
var X = EX = (EX)? = e = 5 = 5.
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Momentova vytvorujici funkci pro viechny hodnoty —b < t < b je

Mx(t) = /OO e™ ﬁx‘?’*1 e P dx
0 r(a)

b* F(b—1t) a1 (bt

S A S
ba

T (b-t)

Pro soucet nezavislych rozdéleni Y = X1 + -+ - + X,, s rozdélenimi
Xi ~ T'(aj, b) tedy okamzité dostdvame momentovou vytvorujici
funkci (pro hodnoty |t| < b)

p o\ At
My (t) = (b—t) ;

tj. Y ~T(a1+ -+ ap, b). (Velmi podstatny je pfitom predpoklad,
Ze vsechna gamma rozdéleni sdili stejnou hodnotu b).
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rozdéleni 2

Jako okamzity diisledek nyni dostavame hustotu rozdéleni veliciny
Y =Z2+ .-+ Z2, kde vechna Z; ~ N(0,1). Jde totiZ o gamma
rozdéleni Y ~ (n/2,1/2) a ma hustotu

_ 1 n/2—1 .—x/2
fy(x) = 2”/2F(n/2)x e )

Tomuto specialnimu ptipadu gamma rozdéleni fikame rozdéleni y?
s n stupni volnosti. Znacime jej zpravidla Y ~ 2.
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F-rozdéleni

PFi prorovnani vybérovych rozptylt potkame veli€iny, které jsou
dany podilem

u— Xk
Y/m
X ~ Xi aY ~x2.
Nahodna velicina U = % ma hustotu fy(u)

MN(k+m k K (ke
fU(u):W(m)k/zuk/zl(leru) (km) /2.

Takovému rozdéleni se rika Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni s k
a m stupni volnosti, zkracené také F-rozdéleni.
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t-rozdéleni

Dalsi potfebné rozdéleni se objevuje pfi zkoumani podilu veli¢in
Z ~N(0,1) a \/X/n, kde X ~ X2 (t]. zajima nas pomér Z a
smerodatne odchylky né&jakého vybéru).

Dostaneme nahodnou veli¢inu

__Z
VX /n
a hustotou fr(t)
_T((n+1)/2) (23 —(n+1)/2
0= ()

Tomuto rozdéleni fikame Studentovo t-rozdeleni s n stupni
volnosti.
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