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Integraly zavislé na parametrech

Theorem

Pro spojité diferencovatelnou funkci f(x, y1,...,yn) definovanou
pro x z konecného intervalu [a, b] a na néjakém okoli bodu
a=(ai1,...,an) € R" uvazujme integral

b
F(y1,---,¥n) :/ f(xX,¥1,---,Yn)dx.

Potom F je spojita a pro vsechny indexy j = 1,...,n plati

OF b of
—(a) = —(x,a1,...,an)dx
5, ()= | 5 leaan)
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Theorem

Mnozina Riemannovsky integrovatelnych funkci na vicerozmérném
intervalu S C R" je vektorovym prostorem a Riemanniiv integral je
na ném linearni formou.

Pokud je obor integrace S zadan jako disjunktni sjednoceni kone¢né
mnoha Riemannovsky méritelnych oborii S;, je integral funkce f
pres S dan souctem integrali pres obory S;.
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Nasobné integraly

Riemannovsky integrovatelné mnoziny zejména zahrnuji pfipady,
kdy Ize S definovat pomoci spojité funkéni zavislosti soufadnic
hraniénich bod@ tak, Ze pro danou prvni soufadnici x umime zadat
dvémi funkcemi rozsah dalsi souradnice y € [p(x), ¥ (x)], poté
rozsah dalsi soufadnice z € [n(x, y), ((x, y)] atd.



Pripomenuti
ooeo

Nasobné integraly

Riemannovsky integrovatelné mnoziny zejména zahrnuji pfipady,
kdy Ize S definovat pomoci spojité funkéni zavislosti soufadnic
hraniénich bod@ tak, Ze pro danou prvni soufadnici x umime zadat
dvémi funkcemi rozsah dalsi souradnice y € [p(x), ¥ (x)], poté
rozsah dalsi soufadnice z € [n(x, y), ((x, y)] atd.

Theorem
V pripadé mnoziny S zadané jako vySe a Riemannovsky
integrovatelné funkce f na S je Riemanniv integral vycislen formuli

/f(X)ya---,Z)dX...dz:
S

b ¥(x) CO6yse)
/ / f(x,y,...,z)dz | ...dy | dx
a e(x) n(x.y--)
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Theorem (Fubiniho véta)

Pro vicerozmérny interval S = [a1, b1] X [a2, bo] X ... X [an, bn] @
spojitou funkci f(x1,...,%,) na S je nasobny integral

b1 bo bn
/f(xl,...,x,,)dxl...dx,,:/ // f(x1,...,xn)dxi...dx,
S ai az an

nezavisly na poradi ve kterém postupné integraci provadime.
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Zména souradnic pfi integraci

Pfi vypoctu integralt funkci jedné proménné jsme pouzivali
transformace soufadnic jako mimoradné silny nastroj.

Obdobné lze transformace vyuzivat pro integraly funkci vice
proménnych.

Integrovany vyraz f(x)dx vyjadfuje plochu obdélnicku urceného
(linearizovanym) prirtistkem proménné x a hodnotou f(x). Pokud
proménnou transformujeme vztahem x = u(t), vzjadfuje se i
linearizovany pfirtistek jako

du
dx = —dt
dt
a proto i pfislusny pfispévek pro integral je vyjadfen jako
du
f(u(t))—dt
(u(1) 2 .

pficemz bud predpokladame, ze znaménko derivace v/(t) je kladné,
nebo dojde k obraceni mezi integralu, takze ve vysledku se
znaménko neprojevi.
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Intuitivné je postup v n proménnych docela podobny, pouze musime
pouzit znalosti z linedrni algebry o objemu rovnobéznosténd.
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Intuitivné je postup v n proménnych docela podobny, pouze musime
pouzit znalosti z linedrni algebry o objemu rovnobéznosténd.

Theorem

Necht G(t1,...,ty) : R" = R", (x1,...,xn) = G(t1,...,ts), je
spojité diferencovatelné zobrazeni, S = G(T) a T jsou
Riemannovsky mérfitelné mnoziny a f : S — R spojita funkce.
Potom plati

/f(xl,...,x,,)dxl...x,, =
S

/f(G(tl,...,tn))\det(DlG(tl,...,t,,))|dt1...dtn.
.

Podrobny formalni diitkaz je pfimocarou realizaci vyse uvedené
avahy ve spojeni s definici Riemannova integralu.
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Napriklad pro integral funkce f(x,y) ve dvou proménnych a
transformaci

G(s,t) = (g(s,t), h(s, t)).

Dostavame

_ 0g0h _ 0g oh
/G(T) Flx.y)dy = /T flg(s, 1), (s, 1)) ‘ Js Ot Ot Js dsdt.
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Jako priklad spoctéme integral z charakteristické funkce kruznice o
poloméru R (tj. jeji plochu)
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Jako priklad spoctéme integral z charakteristické funkce kruznice o
poloméru R (tj. jeji plochu)
Nejprve spocitame Jacobiho matici transformace x = rcos¥,

y =rsinf
1, _ [cos —rsinf
D76 = <sin9 rcosG)'

Proto je determinant z této matice roven
det D*G(r, ) = r(sin® 6 4 cos® 0) = r.

Muazeme tedy pfimo pocitat pro kruznici S o poloméru R, ktera je
obrazem obdélniku (r,0) € [0, R] x [0,27] = T:

27 R R
/dxdy:/ / rdrd@:/ 2rrdr = TR,
S 0 0 0
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Vektorovy prostor viech k—linearnich antisymetrickych forem na
tecném prostoru T, U, U C R" budeme znacit A¥( T,R")*. Struéné
hovofime o vnéjsi k—formé v bodé x.

Prirazeni k—formy 7(x) kazdému bodu x € U z oteviené
podmnoziny v R"” zadava vnejsi diferencialni k—formu na U.
Mnozinu hladkych vnéjsich k—forem na U zna&ime Q(U).
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®00

Vektorovy prostor viech k—linearnich antisymetrickych forem na
tecném prostoru T, U, U C R" budeme znacit A¥( T,R")*. Struéné
hovofime o vnéjsi k—formé v bodé x.

Prirazeni k—formy 7(x) kazdému bodu x € U z oteviené
podmnoziny v R"” zadava vnejsi diferencialni k—formu na U.
Mnozinu hladkych vnéjsich k—forem na U zna&ime Q(U).

Pro hladkou parametrizaci ¢ : V — M variety M, n&jaké

n(p(u)) € /\k(T@(u)R") a zvolme libovolné k vektort

X1(u), ..., Xg(u) v te€ném prostoru T, V. Podobné jako u
linearnich forem nyni mazeme vycislit formu 7 na obrazech vektort
X; pomoci parametrizace . Rikame této operaci stazeni formy 7
pomoci .
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Vnéjsi soucin a diferencial

Mame-li dany k—formu o € AKR™ a /~formu § € AKR™ mizeme
prostfidat argumenty ve viech pofadich a opatfit spravnym
znaménkem - dostaneme (k + ¢)-formu:

(QAB)(Xl,...,Xk_M) =

1 ,
m Z S|gn(0)a(X0(1), NN ,Xo(k))ﬂ(xa(k+1), . 7X0'(k+6))~

TEY kip
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Vnéjsi soucin a diferencial

Mame-li dany k—formu o € AKR™ a /~formu § € AKR™ mizeme
prostfidat argumenty ve viech pofadich a opatfit spravnym
znaménkem - dostaneme (k + ¢)-formu:

(a/\ﬁ)(Xl,...,Xk_M) =

1 ,
m Z S|gn(0)a(X0(1), NN ,Xo(k))ﬂ(xa(k+1), . 7X0'(k+€))~

TEY kip

Theorem (Vnéjsi diferencial d)

Existuje jediné zobrazeni d : QX(M) — QKT M, pro viechny
MCR"ak=0,...,k, takové Ze

e d je linearni vzhledem k nasobeni realnymi cisly

@ pro k = 0 jde o diferencial funkci

o dlaAB)=(da)AB+ (1) a A (dB), kde a € QX(M)
o pro kazdou funkci f na M plati d(df) = 0.




Integrace diferencialnich forem
ooe

Stokesova véta

Uvazme hladkou vnéjsi (k — 1)—formu w s kompaktnim nosi¢em na
orientované k-rozmérné M C R" s hranici OM se zdédénou

orientaci. Pak plati
/dw:/ w.
M oM

Pripad n =2, k = 1. Mame plochu M v roviné ohrani¢enou
kfivkou C = OM. Je-li forma w(x, y) = f(x,y)dx + g(x, y)dy, je
dw = (—g—; + g—i)dx A dy. Stokesova véta tedy dava vztah

<_8f + ag)dx/\ dy,
X

coz je jeden z klasickych tvart tzv. Greenovy vety.

| foxna gty = [

M
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