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Numerické feseni ODR
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V praxi se setkdvame s postupy, jak pfiblizné spocist fe3eni rovnice,
se kterou pracujeme (protoze exaktni FeSeni jsou vzacna).

Uz jsme podobné avahy délali vSude tam, kde jsme se zabyvali
aproximacemi (tj. zejména lze doporucit porovnani s dfivéjsimi
avahami o splajnech, Taylorovych polynomech a Fourierovych
fadach).

S trochou odvahy miizeme také povazovat diferencni a diferencialni
rovnice za vzajemné aproximace. V jednom sméru nahrazujeme
diference diferencialy (napf. u ekonomickych nebo populaénich
modeldl), ve druhém pak naopak.

Zastavime se na chvilku u nahrazovani derivaci diferencemi.
Nejdfive si viak pfipomeneme obvyklé znaeni pro zapis odhadi
chyb.
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Definition

Pro funkci f(x) v proménné x fekneme, ze je v okoli hromadného
bodu xp svého definicniho oboru radu velikosti O(¢(x)) pro
néjakou funkci ¢(x), jestlize existuje okoli U bodu xp a konstanta
C takova, ze

[F() < C- ()]

pro vsechny x € U. Limitni bod xp byva ¢asto i nevlastni hodnota
+00.
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Nejobvyklejsi priklady jsou O(xP) pro polynomialni rad velikosti
a to v nule nebo v nekone¢nu, O(In x) pro logaritmicky rad
velikosti v nekone¢nu atd. Vsimnéme si, ze logaritmicky fad
velikosti nezavisi na volbé zakladu.

Dobrym prikladem je aproximace funkce jejim Taylorovym
polynomem fadu k v bodé& xq. Taylorova véta pro funkce jedné
proménné Fika, ze chyba této aproximace je O(hk*1), kde h je
pfirGistek argumentu x — xg = h.

Podobné avahy jsme délali i u Fourierovych fad.
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V pripadé obycejnych diferencialnich rovnic je nejjednodussim
schématem aproximace tzv. Eulerovymi polygony. Budeme ji
prezentovat pro jednu obycejnou rovnici s jednou nezavislou a
jednou zavislou velicinou. Uplné stejné ale funguje pro systémy
rovnic, kdyz skalarni veli¢iny a jejich derivace v ¢ase t nahradime
vektory zavislé na Casu a jejich derivacemi.

Uvazujme tedy opét rovnici (pro jednoduchost a bez Gjmy na
obecnosti prvniho fadu)

y'(t) = f(t,y(1)).
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Oznaéme si diskrétni prirdistek Casu h, tj. t, = to + nh, a
Yn = y(tn). Z Taylorovy véty (se zbytkem druhého fadu) a nasi
rovnice vyplyva, ze

Yn+1 =Yn+ y,(tn)h + O(hQ) =Yn+ f(tnayn)h + O(h2)

Jestlize tedy od ty do t, udélame n takovych krokii o prirdstek h,
bude ocekavany odhad celkové chyby vyplyvajici z lokalnich
nepresnosti nasi linearni aproximace nejvyse hO(h?), tj. chyba bude
v fadu velikosti O(h). Ve skute€nosti vstupuji pfi vypoctu do hry
jesté zaokrouhlovaci chyby.

P¥i numerickém FeSeni Eulerovou metodou postupujeme tak, ze za
priblizné feseni povazujeme po Castech linearni polygon definovany
vyse.
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U ODR pracujeme s vektorovymi rovnicemi
F(x,x,x,X,...) =0,

kde tecky nad vektorem proémnnych x € R"” oznacuji (nasobné)
derivace podle dodatecné proménné t, a cilem je najit krivku x(t)
vyhovujici po dosazeni rovnici. Proménna t v F nevystupuje pouze
proto, ze ji vzdy umime schovat do vektorové proménné x jako
soufadnici xg = t (s pfidanou rovnici xp = 1).

Velmi €asto misto toho potkame ale nap¥. rovnice

F((u, ux, uy, Usy, Uy, Uy, ... ) =0,

kde u je neznama funkce dvou proménnych x a y a indexy
naznacuji parcialni derivace. Uz v tomto nejjednodussim pripadé ale
nejsou k dispozici obecné véty o jednoznacnosti a existenci Feseni v
obdobé k obyZejnym diferencialnim rovnicim.

Stejné jako u obycejnych rovnic pfitom miizeme také uvazovat
vektorové formulace a libovolné pocty proménnych (jak pro F tak
pro u).
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V praxi se nejvice objevuji rovnice prvniho a druhého fadu, tj.
pfipady, kdy v defini¢ni rovnici nevystupuji parcialni derivace fada
vyssich. Jde o velice slozitou tématiku, ktera vyzaduje silné
matematické nastroje.
Nejjednodusi zajimavy pfipad je s jednou skalarni funkci f(x,y) ve
tvaru

a(u, x,y)ux + b(u,x,y) =0,
kde a a b jsou znamé funkce tfi proménnych, u je hledané feseni.

Zpravidla takovy problém fesime na néjaké oblasti D C R? s hranici
0D (ktera bude v tomto pripadé krivkou).
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Pfirozeny napad je snazit se najit néjaké reseni podél jednotlivych
kfivek z vhodné soustavy, které nam vyplni celou oblast D. Diky
nulovosti pravé strany se pfimo podbizi hleda kfivky, na nichz bude
FeSeni u konstantni. Pokud zaroven nebudou tyto kfivky te¢né k
hranici 9D, budeme umét minimalné na néjakém okoli rozsiFit
hraniéni hodnotu ug konstantné podél takové kfivky.

Derivaci u(c(t)) podle t

0= %U(C(f)) = ux(c())x(t) + uy (c(t))y(2),

coz nam dava systém rovnic pro hledané krivky
x = a(u,x(t),y(t)), y=b(u,x(t),y(t)).

Ten ma pro dostatecné diferencovatelné funkce a, b a kazdou
pocatecni podminku x(0), y(0) pravé jedno feseni.
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Zkonstruovanym kfivkam se fika charakteristiky parcialni
diferencialni rovnice prvniho fadu, prislusné soustavé obycejnych
diferencialnich rovnic pak charakteristické rovnice.

Tim jsme v tomto pfipadé problém vyfesili, protoze kdyz uz jednou
mame feSeni charakteristickych rovnic, nutné musi byt feSeni podél
nich konstantni a feSeni tak skutecné (lokalng) obdrzime. V
okamziku, kdy pridame pravou stranu rovnice funkci f(x,y) a
piseme z = u(x, y), dava stejny postup dodate¢nou podminku

x = a(u, x(t),y(t), y = b(u,x(¢),y(t)), 2= F(x(¢),y(t))

a feSeni z(t) = u(x(t), y(t)) podél kazdé charakteristiky

c(t) = (x(t), y(t)). Skutecng, z nasi konstrukce je zaruceno jak
z =f, tak Z = ucx + u,y a proto je nase rovnice podél
charakteristik splnéna. To ale obecné neznamena, Ze takto
zkonstruované u je skutecné resenim ptivodniho problému. To
musime ovéfit zkouskou.
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Zkusme si tplné jednoduchy pfiklad s rovnici
yux — xuy, =0

a s pocatecni podminkou u(x,0) = x. Prislusné charakteristické
rovnice jsou
X=y, y=—x.

Reseni s pocatecni podminkou x(0) = R, y(0) = 0 je tvaru
x(t) = Rsint, y(t) = Rcost,u(t) = R.

Takto je dobfe definovana funkce u(x,y) (v polarnich souradnicich)
jen lokalné. Jednak to zjevné neni diferencovatelna funkce v
pocatku soufadnic, také ale podél charakteristiky dojdeme z (R, 0)
do bodu (—R,0) a nase u jiz nebude splhovat pocatecni podminky.
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Stejné postupy mizeme (se stejnymi potizemi) pouzit pfi vyssim
poctu proménnych a také s vektorovymi hodnotami. Jestlize
budeme psat Vu pro gradient vektorové funkce u: R” — RX a
zvolime libovolnou matici A funkci ajj(u, x) s n sloupci a ¢ fadky,
pak miizeme uvazovat homogenni rovnici

A(u,x) - Vu = F(u,x).

Pro pfipad matice A s jedinym fadkem dostavame obecnou obdobu
pfedchoziho pfikladu. Nejblize chovani obycejnych diferencialnich
rovnic budeme v pfipaddé, kdy je matice A invertibilni. Pak ji
miizeme pfevést na pravou stranu a dostaneme systém rovnic tvaru

Vu= G(u,x).
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V souradnicich miizeme totéz psat jako

p
uf = g:(u,x) = FP(u,x).
S poctenim poctu podminek a neznamych zjistime, ze pokud feseni
existuje, bude lokalné zadano pocateéni podminkou v jednom bodé
(tj. velmi podobné chovani jako v pfipadé obycejnych
diferencialnich rovnic). Vcelku pfimocara geometricka analyza
tohoto problému (tzv. Frobeniova véta) ukazuje, ze evidentni nutna
podminka kompatibility

&2uP OFP  OFf

Ox;0x; N Ox; O

je zaroven podminkou dostatecnou.
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Statistika v $irsim slova smyslu = jakékoliv zpracovani ciselnych
dat o nejakém souboru objekti a jejich (vice ¢i méne
prehledna) prezentace.

Podstatou matematické statistiky je pro dana data zjistovat:

@ vlastnosti objektd
@ vérohodnost odvozenych vysledki.

Zpravidla jde o data (cilené nebo ndhodné vybrané) ¢asti souboru
objektd, jejich naslednou analyzu a koneéné o vysloveni disledki
pozorovani pro cely soubor.

Teorie pravdépodobnosti studuje modely popisujici chovani
abstraktnich souborii prostfednictvim pravdepodobnosti jevi z
jevového pole, matematicka statistika studuje skuteéné nahodné
vybéry z né&jakého zakladniho souboru a zddvodiuje vyber
teoretického pravdépodobnostniho modelu a kvalitativni
informace o jeho parametrech.
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Za soubor objektti vezméme vsechny studenty této prednasky, jako
Ciselny adaj miizeme uvazovat
@ ,.primérny pocet bodi” dosazeny pri hodnoceni tohoto
pfedmétu v posledni pisemce,

@ primérnou znamku dosazenou u zkousky z tohoto a z jinych
pevné vybranych predméti,

© cislena data vypovidajici o historii dfivéjsiho studia,

@ pocet pracovnich hodin tydné odpracovanych mimo fakultu.

Samotny aritmeticky priimér bodi nam mnoho nefekne ani o
kvalité prednasky ani o kvalité prednasejiciho ani o samotném
hodnoceni. Zajima nas napf. hodnota, ktera bude ,,uprostfed
souboru®, tj. pocet bodii, pro které je stejné studentti pod ni a nad
ni. Obdobné prvni a posledni Etvrtina, desetina apod. Viem
takovym adajiim fikame statistiky posuzované veliciny. V
uvedenych prikladech se jim fika median, kvartil, decil apod.
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Z obecné zkusenosti nebo jako vysledek tvah mimo matematiku
vime, jakou ,strukturu” by méla mit sledovana data. Napf. vime, ze
rozumné hodnoceni studentt by mélo mit tzv. normalni rozdeleni.
Tento pojem patfi do teorie pravdépodobnosti.

Pokud je nase predstava opravnéna, pak porovnanim vysledku tfeba
i docela malého nahodného vybéru studenti s teoretickym modelem
miizeme zjistit odhad parametri takového rozdéleni a €init zavéry,
zda je hodnoceni ,,skuteéné rozumné". Zaroven budeme umét
popsat vérohodnost nasich zavéra.
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Daleko zajimavéjsi vyvody ovsem muazeme Cinit, kdyz porovnanim
statistik pro rtizné veli¢iny budeme moci dovozovat informace o
souvislostech. Pokud napf. neexistuje zadna dolozitelnad souvislost
mezi historii pfedchoziho studia a vysledky v dané pfednasce, je
jednim z moznych vysvétleni vyvod, Ze je pfednaska prosté Spatna.

Zavér Gvodnich avah:

@ V matematice pracujeme s abstraktnim matematickym
popisem pravdépodobnosti.

@ Vyvody pro konktrétni soubory dat, pro které je zvoleny model
relevantni dava matematicka statistika.

@ Nazor, zda je takovy popis adekvatni pro konkrétni vybér dat,
je také mozné podpofit nebo zavrhnout pomoci metod
matematické statistiky.
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Popisna statistika neni matematicka disciplina ...

Jde o dlouho fadu zvyklosti/postupii, jak zpracovavat a prezentovat
data, a nazvil pro jednotlivé typy sestav dat.

Zpravidla pracujeme se statistickym souborem, ktery je sestaven
ze statistickych jednotek. Na statistickych jednotkach se pak
méfi (zjistuji) jednotlivé statistické znaky.

Nap¥. souborem mohou byt vsichni studenti MU, kazdy zvlast je
pak statistickou jednotkou. O téchto jednotkach pak mazeme
schranovat mnoho znaki — napf. vSechny Ciselné hodnoty zjistitelné
z ISu, jakou maji nejradéji barvu, co snédli vecer pred posledni
pisemkou, atd.

Zakladnim objektem pro zkoumani jednotlivych znaki je pak
soubor hodnot. Zpravidla jej mame ve formé usporadanych
hodnot. Usporadani je bud dano prirozené (kdyz jsou hodnotami
napf. realna Cisla) nebo je miizeme zavést pro urcitost (tfeba kdyz
budeme sledovat barvy, tak je miizeme vyjdfovat v RGB standardu
a fadit podle tohoto priznaku).
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Statisticky popis chce srozumitelné a prehledné sdélit néco o celém
souboru. Musime proto umét jednotlivé hodnoty néjak
porovnovavat a pomérovat. Potfebujeme tedy néjaké méritko.
Podle toho jakého charakteru jsou hodnoty, hovofime o méritku:

@ nominalnim (mezi hodnotami neni zadny vztah, jde pouze o
getnosti moznych hodnot, napf. politicka strana v CR nebo
ucitelé MU pfi zkoumani obliby);

e ordinalni (totéz jako predchozi, ale s pfidanym usporadanim,
napf. pocet hvézdicek u hotelu v bedekrech);

e intervalové (jde o Ciselné hodnoty, ale jde o porovnani
velikosti, nikoliv absolutni hodnotu, napf. u méfeni teplot je
poloha nuly dohodnuta, ale neni podstatna);

@ pomerové (mame pevné stanovené méfitko a nulu, napf.
vétsina fyzikalnich veli¢in).
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V dalsim budeme pracovat se souborem hodnot x1,x», ..., X,
(které vznikly méfenim na n statistickych jednotkach) a
usporadame je do usporadaného souboru hodnot

X(l),X(2), e ,X(n).

Cislo n nazyvame rozsah souboru.

Nejjednodussi je u rozsahlych souborii znakii, které ale pfipousti jen
malo hodnot uvadét pouze Cetnosti. Napf. pfi priizkumu preferenci
politickych stran nebo u prezentace kvality hotelové sité uvadime u
kazdé mozné hodnoty pocet jejich vyskytd.



Popisna statistika
0000

Pokud je i moznych hodnot vice (nebo dokonce pfipoustime
kontinualni realné hodnoty), délime ¢asto mozny rozsah hodnot na
vhodny pocet intervalii a o statistickém znaku uvadime Eetnost
hodnot v danych intervalech. Intervaliim se €asto fika tridy a poctu
znaku ve tfidé pak tridni cetnost.

Pouzivame také kumulativni tridni Cetnosti, které vznikaji
prostym souctem tridnich Cetnosti s hodnotami nejvyse jako ma
dana t¥ida.

NejCastéji pak uvazujeme stied a; dané tfidy za hodnotu, ktera ji
reprezentuje a hodnota a;n;, kde n; je Cetnost vyskytu této tFidy
predstavuje celkovy prispévek této tfidy. Velmi asto také misto
Cetnosti zobrazujeme relativni Cetnosti a;/n, resp. relativni
kumulativni Cetnosti.
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Graf, ktery na jedné ose vynasi intervaly jednotlivych tfid a nad
nimi obdélniky s vyskou rovnou Eetnosti se nazyva histogram.
Obdobné se znazoriuje kumulativni cetnost.

Na obrazku jsou histogramy souborii o rozsahu n = 500, které
vznikly nahodnym generovanim dat s rozdélenim normalnim, x2 a
studentovym
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Miry polohy statistickych znakd

Chceme-li velikost hodnot, kolem kterych se jednotliva pozorovani
znakii shromazduji pouzivame vétsinou nasledujici:

Necht (xi, ..., x,) je soubor hodnot méfeného znaku.

e Priimer (nebo také vybérovy priimér) je dan

o Geometricky primer je dan

X6 = VX1X2 -+ Xn

a ma smysl| pouze u kladnych hodnot znaki.




Popisna statistika
oeo

Definition (pokracovani ...)

@ Harmonicky priimér je dan

11\

i=1

a je také definovan jen pro kladné hodnoty znaki.

Vybérovy priimér je jediny invariantni vici afinnim transormacim,
tj. pro libovolné skalary a, b plati (a+ b-x) = a+ b- x. Ostatni
priiméry jsou proto nevhodné pro intervalova méfitka.

Logaritmus geometrického priiméru je obycejny priimér logaritmi
znaki. Je obzvlast vhodny pro znaky, které se kumuluji
multiplikativné, napf. arokové miry. Je-li totiz Grokova mira v
jednotlivych Casovych jednotkach x;%, bude za celé obdobi vysledek
takovy, jakoby byla konstatni Grokova mira x%.

Plati Xy < X¢ < X.



Popisna statistika
ooe

Median, kvartil, decil, percentil, ...

Jiny zpiisob vyjadfeni miry, jakou hodnotu nabyvaji znaky je najit
pro €islo o mezi nulou a jednickou takovou hodnotu x,, aby 100a¢%
hodnot znaku bylo nejvyse x, a zbylé byly alespon x,. Pokud
takovy znak neni urcen jednoznaéng, volime zpravidla primér mezi
dvémi moznymi hodnotami. Nejobvyklejsi jsou:
e median (Casto také vybérovy median) definovany vztahem
X = X(ns1) Pro liché na X = %(X(n/2)+x(n/2+1));
@ dolni a horni kvartil Q; = xp25 a @3 = xp,75;
e p-ty kvantil (téz vybérovy kvantil nebo percentil) x,, kde
0 < p < 1 (zpravidla zadany na dvé desetinna mista).

Lze se setkat také s hodnotou modus, kterad udava hodnotu znaku
S nejvétsi Cetnosti.
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Miry variability statistickych znaki

Rozumnym pozadavkem na jakoukoliv miru variability je jeji
invariance viicéi konstantnim posunutim.

@ Rozptyl souboru znakii x je definovan vztahem

m

1 1
2 =2 =\2
ss==-> (xi—%y= - > ni(aj—x)
i=1 j=1
pripadné v jmenovateli zlomku pouzivame (n — 1).
@ Smerodatna odchylka je dana jako odmocnina z vybérového
rozptylu.

o Rozpeti vybéru je R = x(,) — x(1), kvartilové rozpeti je

QR=Q— Q1.
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je ,zpriimérovany kvadrat" standardni euklidovské vzdalenosti
vektoru vybérovych hodnot od jejich stfedni hodnoty. Diky této
definici se chova velice pfirozené a budeme se s nim Casto potkavat.
Pouziva se také tzv. praimerna odchylka

1 n

dX = — Xj — X|.

p ; | |
Vsimnéme si, ze tady jde o skutecny priimér vzdalenosti hodnot
znakd, ovéem od medianul
Nasledujici véta fika, pro€ zrovna tyto miry volime:

o Funkce S(t) = (1/n) >°"_;(x; — t)? nabyva svého minima pro
t = X, tj. pro vybérovy primér.

o Funkce D(t) = (1/n)>_"_; |xi — t| nabyva svého minima pro
t = X, tj. pro median.
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Diagramy

Pro rychlé vstiebavani slozitéji strukturovanych informaci je ¢lovék
skvéle vybaven zrakové. Proto se pro zobrazeni statistiky
jednotlivych znaki nebo jejich korelaci pouzivd mnoho
standardizovanych nastrojii. Jednim z nich jsou tzv. krabicové
diagramy.

] 0l S

2 Kl 1 2 3 a

Stredni linka je median, kraje boxu jsou kvartily, "packy"ukazuji 1,5
kvartilového rozsahu, ne vsak vic nez kraje rozsahu vybéru,
pfipadné hodnoty mimo jsou pfimo naznaceny body.
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Bézné zobrazovaci nastroje nam umoznéji dobfe vidét pfipadné
zavislosti dvou vybérii zjisténych znakii. Napf. na obrazku jsou za
soufadnice voleny hodnoty ze dvou nezavislych vybérti z normalnich
rozdéleni se stfedni hodnotou 1 a rozptylem 1.
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Entropie

Variabilitu chceme postihnout i u nominalnich typa znakd. K
dispozici mame jen tfidni Cetnosti a miizeme tedy relativni Cetnost
i-té tridy, p; = 7, vnimat jako pravdépodobnost, Ze ndhodné
vybrany prvek bude v této tridé.

Podbizi se pro datovy soubor x definovat

n
Hx =Y piF(pi),
i=1
kde F je zatim neznama funkce.

Je-li py = 1a ostani p; = 0, pak je variabilita je nulova. chceme
proto F(1) = 0.
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Celkem prirozené chceme pro soubor znaki Z tvoreny dvojicemi
znaki ze soubord X a Y (napf. mGzeme na statistickych
jednotkach-osobach sledovat barvu oci a barvu vlasii), aby
variabilita znakd z byla sou¢tem variabilit jednotlivych znaka, tj.
pozadujeme Hy = Hx + Hy.

Zname relativni tfidni Cetnosti p; pro znaky v souboru X a g; pro
znaky souboru Y. Relativni tfidni €etnosti pro Z jsou

nimj

ri = = piq;
) nm M)

a pozadujeme tedy rovnost

Zp,-qu(p,'qj) = ZPIF(PI) + Z QJF(qj)-
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Diky tomu, Ze p; a g; jsou relativni Cetnosti a tedy davaji v souctu
1, mazeme pravou stranu rovnosti prepsat jako

(ZJ: qj) (ZP;HP:‘)) + (Z Pi> <Zj: qu(qj)>.

> pigiF(piay) =>_ piaj(F(pi) + F(q)))-
ij ij

Tomuto pozadavku vyhovuje jakykoliv konstantni nasobek

logaritmu pri kterémkoliv pevné zvoleném zakladu a > 1 (a lze

ukazat, ze jina spojita feSeni F neexistuji).
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Ponévadz je p; < 1, je jisté In p; < 0. My v3ak chceme variabilitu
nezapornou, zvolime proto za funkci F logaritmickou funkci s
nasobkem —1. Takova volba také automaticky spliuje nas
pozadavek F(1) = 0.

Definition (Entropie)

Miru variability znakt v nominalnim méritku vyjadfujeme pomoci
entropie. Je dana vztahem

k
n; n;
Hy = — n(
X Z o ( = )7
i=1
kde k je pocet tfid ve vybéru. Kromé prirozeného logaritmu se
Casto také setkavame (napf. teorii informace) se stejnym vztahem

ale s logaritmem pri zakladu 2.
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Casto se také misto Hx pracuje s veli¢inou
Hx _ —Ppi
e = Hp, 17
i

pfipadné totéz s jinym zvolenym zakladem pro logaritmus.
Pro vybér X s k stejné velkymi tfidnimi Cetnostmi je

1
ehx = ((%)7?)1( = k, nezavisle na velikosti vybéru.
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