6 Funkce a skladani, Induktivni definice

Vratme se nyni k ldtce Lekce 4 z pohledu funkci a jejich skladani a inverzi.

Kde jste se jiz intuitivné se skladanim funkci setkali — jak napfiklad spoditate na
kalkula&ce vysledek sloZitéjsiho vzorce? A jinde?

Na zavér latky o relacich a funkcich se strué¢né podivdme na problematiku induktivnich
definic mnoZin a funkci a uzavéri vlastnosti relaci.

Struény prehled lekce
* Pt¥ehled zakladnich vlastnosti funkci, inverze.

* Skladani funkei (coby relaci), specidlné aplikovdano na permutace.

* Induktivni definice mnoZin a funkci; uzavéry vlastnosti relaci.
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Relace a funkce, zopakovani

e Relace mezi mnoZinami Ay,--- , Ay, pro k € N, je libovolnd podmnoZina

kartézského sou&inu
RQA1><A2><“'><A]€.

Pokud A1 = Ay = --- = A, = A, hovofime o k-arni relaci R na A.

e (Totdlni) funkce z mnoZiny A do mnoziny B je relace f mezi A a B takova,
Ze pro kazdé x € A existuje pravé jedno y € B takové, Ze (z,y) € f.
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% MnoZina A se nazyva defini¢ni obor a mnoZina B obor hodnot funkce f.
Funkcim se také ¥ikd zobrazent.

x Misto (z,y) € f piSeme obvykle f(x) =y. Zdpis f : A — B ¥ika, ze f
je funkce s def. oborem A a oborem hodnot B.
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e Pokud nasi definici funkce upravime tak, Ze poZadujeme pro kazdé = € A
nejvyde jedno y € B takové, Ze (z,y) € f, obdrzime definici parcidlni
funkce z A do B.
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e Inverzni relace k bindrni relaci R se zna& R~ a je definovana takto:

Rt ={(b,a) | (a,b) € R}

A B A B

R: R1:

R~ je tedy relace mezi B a A.
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6.1 Vlastnosti funkci

Definice 6.1. Funkce (p¥ipadn& parcidlni funkce) f: A — B je
e injektivni (nebo také prostd) pravé& kdyz pro kazdé =,y € A, = # y plati

f(x) # fy);

=

e surjektivni (nebo také ,na") prav& kdyz pro kazdé y € B existuje x € A
takové, ze f(x) =y;

AR
e bijektivni (vzaj. jednoznaind) pravé kdyz je injektivni a sou&. surjektivni.

— > —{e

>
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Ndsleduji jednoduché ukazky vlastnosti funkci.
e Funkce plus : N x IN — N je surjektivni, ale neni prosta.
e Funkce g : Z — N dana predpisem

() = —2x —1 jestlize z < 0,
I = 22 jinak

Jje bijektivni.
e Funkce 00 : ) — 0 je bijektivni.

e Funkce () : ) — {a,b} je injektivni, ale neni surjektivni.

P¥iklad 6.2. Dokdzali byste nalézt jednoduse (tj. , hezky*) vypoéitatelnou bijektivni

funkci N — IN x N7 -

P¥iklad 6.3. Pro jaké hodnoty parametrii a, b je funkce f(x) = ax®+32°+br z R do R
injektivni &i surjektivni? -
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Inverze funkce

Inverze funkce je ddna definici inverze relace z Oddilu 4.4.

P¥iklady inverzi pro b&zné funkce:
e Inverzi bijektivni funkce f(x) =z + 1 na Z je funkce f~1(z) =z — 1.
e Inverzi prosté funkce f(z) = e® na R je parcidlni funkce f~!(x) = Inz.

e Funkce g(x) = = mod 3 neni prostd na N, a proto jeji inverzi je ,jen" relace
g1 ={(a,b) | a=0bmod 3}.
Konkrétn& g*1 ={(0,0),(0,3),(0,6),...,(1,1),(1,4),...,(2,2),(2,5),... }.

Tvrzeni 6.4. M&me funkci f : A — B. Pak jeji inverzni relace f~! je
a) parcidlni funkce prdvé kdyZ? f je prostd,

b) funkce pravé kdyZ [ je bijektivni.

Tvrzeni 6.5. Je-li inverzni relace f~' funkce f taktéZ parcidlni funkci, tak plati
Y (f(z)) = x pro viechna x z defini¢niho oboru.
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6.2 Skladani funkci, permutace

Fakt: M&me funkce (zobrazeni) f: A — B a g: B — C. Pak jejich sloZenim
coby relaci v tomto potadi vznikne zobrazeni (g o f): A — C definované

(gof)(z):=g(f(x)).

e Jak naptiklad na b&#né kalkulatce vypotteme hodnotu funkce sin® z ?
Slozime (v tomto potadi) ,elementdrni* funkce f(x) = sinz a g(z) = 2.

e Jak bychom na ,elementdrni* funkce rozlo%ili aritmeticky vyraz 2log(z? +1)?
Ve spradvném poradi slozime funkce fi(z) = 22, fa(x) =z +1, f3(z) =logz a

f4(.23) = 2.
e A jak bychom obdobné& vyjadf¥ili slozenim funkci aritmeticky vyraz sinx + cosz ?
Opét je odpov&d p¥imotard, vezmeme ,elementdrni funkce g;(z) = sinz a

g2(xz) = cosz, a pak je ,slozime" dal3i funkei h(z,y) = x + y.
Vidime v8ak, Ze takto pojaté ,skladdni” uZ nezapadd hladce do naseho
zjednodudeného formalismu skladani relaci.
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Skladani permutaci

Definice: Necht permutace m mnoziny {1,2,...,n} je uréena sefazenim jejich
prvkl (p1,...,pn). Pak 7 je zaroveli bijektivnim zobrazenim {1,...,n} —
{1,...,n} definovanym p¥edpisem (i) = p;.

TudiZ Ize permutace sklddat jako relace podle Definice 4.7.

Poznamka: VZechny permutace mnoZiny {1,2,...,n} spolu s operaci skldddni tvoFi
grupu, zvanou symetrickd grupa .5,,.

Permutaéni grupy (podgrupy symetrické grupy) jsou velice dileZité v algeb¥e, nebot
kazd3d kone&nd grupa je vlastn& isomorfni nékteré permuta&ni grupé.

P¥ikladem permutace vyskytujicim se v programatorské praxi je tfeba zobrazenfi
i — (i+1) mod n (“inkrement”). = Casto se t¥eba lze setkat (aniZ si to mnohdy
uvédomujeme) s permutacemi p¥i indexaci prvki poli.

Pro formalni dplnost vykladu o permutacich si jesté uvedeme jednoduché:

Tvrzeni 6.6. Mé&me permutace ™ a o mnoZiny {1,2, ... .n}. Pak jejich sloZeni
oo je opét permutaci mnoZiny {1,2,... ,n}.
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Cykly permutaci

V kontextu pohledu na funkce a jejich skladani coby relaci si zavedeme jiny,
nazorné&jsi, zplsob zapisu permutaci — pomoci jejich cykl.

Definice: Necht 7 je permutace na mnoZin&€ A. Cyklem v 7 rozumime
posloupnost (ay,as,...,ar) raznych prvki A takovou, Ze 7(a;) = a;41 pro
i=1,2....,k—1amn(a) = ai.

e Jak ndzev napovid4, v zapise cyklu (a1, as,. .., a) neni dilezité, kterym prvkem
zaneme, ale jen dodrZenfi cyklického potadi. Cyklus v permutaci miZe mit i jen
jeden prvek (zobrazeny na sebe).

e Naptiklad permutace (5,3,4,8,6,1,7,2) je zakreslena svymi cykly vy3e.
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Reprezentace permutaci jejich cykly

Véta 6.7. KaZdou permutaci m na kone¢né mnoZiné A lze zapsat jako sloZeni
cykli na disjunktnich podmnoZindch (rozkladu) A.

Diikaz: Vezmeme libovolny prvek a; € A a iterujeme zobrazeni ay = m(ay),
ag = 7(ay), atd., aZ se dostaneme ,zpét" k a1 = 7w(ax) = ay. Pro¢ tento
proces skon&i? ProtoZe A je konefnd a tudiz ke zopakovani n&kterého prvku
ap+1 musi dojit. Nadto je 7 prostd, a proto nemiize nastat 7(ay) = a; pro
j > 1. Takto ziskdme prvni cyklus (aq, ..., ax).

Induktivng pokrakujeme s hleddnim daldich cykli ve zbylé mnozing A’ =
A\{ay,...,a}, dokud neziistane prazdna. V tomto indukénim kroku si musime
uv&domit, 7e ™ omezené na nosnou mnoZzinu A’ je stidle permutaci podle
definice. O

Znakeni permutace jejimi cykly: Necht se permutace 7 podle Véty 6.7 sklddd
z cykld (ay,...,ag), (by,..., b;) aZ tfeba (z1,...,z,,). Pak zapiSeme

= ((a1y...,ak) (bry..., b)) o (2152 s2m) ).

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2016 FI: IB000: Skladani a Funkce



Priklad 6.8. Ukazka skladani permutaci danych svymi cykly.

Vezméme T-prvkovou permutaci 7 = (3,4,5,6,7,1,2). Ta se skldda z jediného
cyklu (1,3,5,7,2,4,6). Jind permutace o = (5,3,4,2,6,1,7) se rozkladd na
ti cykly (1,5,6), (2,3,4) a (7).

Nyni uréime sloZeni o o 7 t&chto dvou permutaci (uZ p¥imo v zapisu cykly):
((1,5,6)(2,3,4)(7)) o ((1,3,5,7,2,4,6)) = ((1,4)(2)(3,6,5,7))
(Nezapominejme, Ze prvni se ve sloZeni aplikuje pravd permutace!)

Postup sklddani jsme pouzili ndsledovny:
* 1 se zobrazi v permutaci vpravo na 3 a pak vlevo na 4.
« Nasledné& 4 se zobrazi na 6 a pak na 1. Tim ,uzavfeme" prvni cyklus (1,4).

* Ddle se 2 zobrazi na 4 a pak hned zpét na 2, tj. ma samostatny cyklus.

« Zbyly cyklus (3,6,5,7) uré&ime analogicky. -
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6.3 Induktivni definice mnoZin a funkci
P¥imym zobecné&nim d¥ivéjsich rekurentnich definic je ndsledujici koncept.

Definice 6.9. Induktivni definice mnoZiny.
Jedna se obecné& o popis (n&jaké) mnoZiny M v nasledujicim tvaru:
e Je ddno n&kolik pevnych (bazickych) prvkl ai,as, ..., a; € M.
e Je dan soubor induktivnich pravidel typu
Jsou-li (libovolné prvky) z1,...,xy € M, pak také y € M.
V tomto p¥ipadé je y typicky funkci vy = fi(x1,...,2¢).

Pak nase induktivné definovana mnoZina M je urena jako nejmensi (inkluzi)
mnoZina vyhovujici témto pravidlim.
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Nékolik ukdzek. ..

e Pro nejblizsi priklad induktivni definice se obrdtime na mnoZinu vsech
ptirozenych &isel, kterd je formalné zavedena nasledovné.
-0eN
— Je-lii €N, pak také 7 +1 € IN.

ORORORCO RO
e Pro kazdé y € N miZeme definovat jinou mnoZinu M, C N induktivné:
-yeM,

— Jestlize x € M, a x + 1 je liché, pak z +2 € M,,.
Pak naptiklad M3 = {3}, nebo My = {4+ 2i | i € N}.

e Dalsim ptikladem induktivni definice je uz znamé zavedeni vyrokovych for-
muli z Oddilu 1.5. Uméli byste ted presné ¥ici, co tam byly bazické prvky a
jaka byla induktivni pravidla?
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Jednoznaénost induktivnich definic

Definice: Rekneme, 7e dand induktivni definice mno¥iny M je jednoznaéna,
pravé kdyz kazdy prvek M lIze odvodit z bazickych prvki pomoci induktivnich
pravidel pravé jednim zplsobem.

e Definujme naptiklad mnozinu M C N induktivné takto:
-2,3eM
— Jestlize z,y € M a x < v, pak také 22 +y? a x - y jsou prvky M.
Pro¢ tato induktivni definice neni jednoznaéna? ~Napf¥iklad &islo 8 € M Ize
odvodit zpiisobem 8 = 2 - (2-2), ale zdroveii zcela jinak 8 = 22 4 22

e V Cem tedy spociva dilezitost jednoznaénych induktivnich definic mnoZin?
Je to predevsim v dalsim mozném vyuZiti induktivni definice mnoZiny jako
»zakladny" pro odvozené vyssi definice, viz nasledujici.
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Definice 6.10. Induktivni definice funkce z induktivni mnoZiny.
Necht mnoZina M je ddna jednoznaénou induktivni definici. Pak ¥kadme,
ze funkce F : M — X je definovdna induktivné (vzhledem k induktivni
definici M), pokud je Yeteno:
e Pro kazdy z bazickych prvki ai,as,...,ar € M je ureno F(a;) = ¢;.
e Pro kaZdé induktivni pravidlo typu
“Jsou-li (libovolné prvky) z1,...,z, € M, pak také f(zy,...,xp) € M"

je definovano
F(f(z1,...,2¢)) na zékladg hodnot F(x1),. .., F ().

llustrujme si induktivni definici funkce détskou hrou na ,tichou postu”. Defini¢nim
oborem je Yada sedicich hraci, kde ten prvni je bazickym prvkem a kaZdy nasledujici
(mimo posledniho) odvozuje hri&e sediciho hned za nim jako dal3i prvek hry.

Hodnotou bazického prvku je prvni (vymyslené) posilané slovo. Induktivni pravidlo
pak nasledujicimu hrd&i p¥itazuje slovo, které je odvozeno (,,zkomolenim®) ze slova
pfedchoziho hrace. Vysledkem hry pak je hodnota—slovo posledniho hrage.
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Pro dalsi pfiklad se podivejme tfeba do manudlu unixového pfikazu test
EXPRESSION:

EXPRESSION is true or false and sets exit status. It is one of:

( EXPRESSION ) EXPRESSION is true

! EXPRESSION EXPRESSION is false

EXPRESSION1 -a EXPRESSION2 both EXPRESSION1 and EXPRESSION2 are true
EXPRESSION1 -o EXPRESSION2 either EXPRESSION1 or EXPRESSION2 is true
[-n] STRING the length of STRING is nonzero

STRING1 = STRING2 the strings are equal

No, problematicka je otdzka jednoznacnosti této definice — jednoznaénost neni
vynucena (jen umoZnéna) syntaktickymi pravidly, jinak je pak ddna nepsanymi
konvencemi implementace p¥ikazu.

To je pochopitelné z matematického hlediska $patné, ale presto jde o péknou
ukazku z praktického Zivota informatika.
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Induktivni definice se ,,strukturalni* indukci

Priklad 6.11. Jednoduché aritmetické vyrazy a jejich vyznam.

Necht je ddna abeceda ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,®,®,(,)}. Definujme
mnozinu jednoduchych vyrazi SExp C »* induktivné takto:
— Dekadicky zdpis kaZzdého pfirozeného &isla n je prvek SEzp.
— Jestlize z,y € SExp, pak také (z) © (y) a (x) @ (y) jsou prvky SExzp.
— Jak vidime, diky nucenému zavorkovani je tato induktivni definice
jednoduchych vyrazi (nikoliv jejich ,,hodnot") jednoznacna.

Timto jsme aritmetickym vyrazim p¥itadili jejich ,formu”, tedy syntaxi.

Pro pf¥ifazeni ,,vyznamu“, tj. sémantiky aritmetického vyrazu, nasledné definu-
jme funkci Val: SEzp — N induktivné takto:
— Bdézické prvky: Val(n) = n, kde n je dekadicky zdpis pFirozeného &isla n.
— Prvni induktivni pravidlo: Val((z) @ (y)) = Val(xz) + Val(y).
— Druhé induktivni pravidlo: Val((z) ® (y)) = Val(x) - Val(y).

Co je pak ,,sprédvnym vyznamem" (hodnotou) uvedenych aritmetickych vyrazi?
O
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Pr¥iklad 6.12. Ddkaz spravnosti pFifazeného ,,vyznamu” Val: SEzp — N.

Véta. Pro kaZdy vyraz o € SExp je hodnota Val(o) &iselné& rovna vysledku
vyhodnoceni vyrazu o podle béZnych zvyklosti aritmetiky.

Matematickou indukci: Na rozdil od dfive probiranych pfikladdi zde nevidime
zadny celotiselny ,,parametr n*, a proto si jej budeme muset nejprve definovat.

Nasi indukci tedy povedeme podle ,,délky ¢ odvozeni vyrazu o* definované jako
pocet aplikaci induktivnich pravidel potfebnych k odvozeni o € SExp.

Diikaz: V bazi indukce ov&¥ime vyhodnoceni bazickych prvki. Plati Val(n) = n,
coz skute¢né odpovidad zvyklostem aritmetiky.

V indukénim kroku se podivdme na vyhodnoceni Val((z) & (y)) = Val(z) +
Val(y). Podle b&%nych zvyklosti aritmetiky by hodnota Val((z) & (y))
méla byt rovna soultu vyhodnoceni vyrazu x, coZ je podle indukéniho
predpokladu rovno Val(z) (z md zfejmé& krat3i délku odvozeni), a vyhodnoceni
vyrazu y, coz je podle induk&niho p¥edpokladu rovno Val(y). TakZe skutelné&
Val((z) @ (y)) = Val(z) + Val(y).

Druhé pravidlo Val((z) ® (y)) se dotesi analogicky. O
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6.4 Uzavéry relaci
Definice: Bud V (n&akd) vlastnost binarnich relaci. Rekneme, ¥¢ V je
uzaviratelnd, pokud spliiuje nasledujici podminky:

e Pro kazdou mnozinu M a kazdou relaci R C M x M existuje alesponi
jedna relace S C M x M, kterda ma vlastnost V' a pro kterou plati R C S.

e Necht I je mnoZina a necht R; C M x M je relace majici vlastnost V'
pro kazdé i € I. Pak relace (),.; [?; ma vlastnost V.

Fakt: Libovolnd kombinace vlastnosti reflexivita, symetrie, tranzitivita je
uzaviratelnd vlastnost.

Ireflexivita a antisymetrie nejsou uzaviratelné vlastnosti.

Véta 6.14. NechtV je uzaviratelnd vlastnost bindrnich relaci. Bud M mnoZina
a R libovolna binarni relace na M. Pak pro mnoZinu vsech relaci S O R na
M majicich vlastnost V' existuje infimum Ry (vzhledem k mnoZinové inkluzi),
které samo md vlastnost V.

Tuto infimalni relaci Ry s vlastnosti V' nazyvame V -uzavér relace R.
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Tvrzeni 6.15. Necht R je bindrni relace na M. Pak plati ndsledujici poznatky.

e Reflexivni uzavér R je p¥esné& relace R U {(z,x) | = € M}.

e Symetricky uzavér R je ptesné relace
R={(z.y) | () € R nebo (y,z) € R}
e Tranzitivni uzavér R je presné relace RT = )2, T*(R), kde T je funkce,
kterd pro kazdou binarni relaci S vrati relaci
T(S)=SU{(x,2) | existuje y takové, Ze (z,y), (y,2) € S}
aT!=7To---oT jei-krat iterovana aplikace funkce 7.
i

e Reflexivni a tranzitivni uzdvér R je presn& relace R* = QT, kde Q je
reflexivni uzavér R.

e Reflexivni, symetricky a tranzitivni uzavér R (tj. nejmensi ekvivalence ob-
<~

sahujici R) je presné& relace (Q)", kde @ je reflexivni uzavér R.

Poznamka: Na potadi aplikovani uzavérl vlastnosti zdlezi! Zhruba ¥e&eno, tranzitivni
uzavér aplikujeme coby posledni.
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Neformalné&:

o V-uzavér relace je vlastné dany induktivni definici podle vlastnosti V.
e Vyznam reflexivnich a symetrickych uzavérl je z predchoziho zfejmy.

e V/yznam tranzitivniho uzavéru R™ je ndsledovny:

Do R™ p¥iddme vdechny ty dvojice (z, z) takové, Ze v R se Ize , dostat
po Sipkach” z z do z. Nakreslete si to na papir pro néjakou jednoduchou
relaci, abyste vyznam tranzitivniho uzavéru lépe pochopili.

T

e Napriklad bud R C N x N definovang takto: R = {(i,i + 1) | i € N},
Pak R je b&Zné ostré linedrni usporadani < ptirozenych &isel.

e A jak bylo dFfive fe¢eno, antisymetricky uzavér relace prosté nedava smysl.
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