7 Pojem grafu

T¥ebaZe grafy jsou jen jednou z mnoha struktur v matematice a vlastné pouze
specidlnim p¥ipadem bindrnich relaci, vydobyly si svou uZite€nosti a ndzornosti (a to
predeviim ve vztahu k informatice) diileZité misto na slunci.

Neformaln& feeno, graf se sklada z vrcholii (pfedstavme si je jako nakreslené , puntiky*)
a z hran, které spojuji dvojice vrcholl mezi sebou.

Struény piehled lekce
* Zavedeni a pochopeni grafti, jejich zdkladni pojmy.
* P¥iklady b&Znych t¥id grafli, podgrafy a isomorfismus, souvislost.

* Stromy a jejich specidlni vlastnosti.
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7.1 Definice grafu

Definice 7.1. Graf (jednoduchy neorient.) je uspo¥adand dvojice G = (V, E),
kde V' je kone¢na mnoZina vrcholi a E je mnoZina hran — mnoZina vybranych
dvouprvkovych podmnoZin mnoZiny vrchold.

1

S

2 3 4

Znaceni: Hranu mezi vrcholy u a v piseme jako {u,v}, nebo zkracen& uv.
Vrcholy spojené hranou jsou sousedni a hrana uv vychazi z vrcholl u a v.
Na mnoZzinu vrcholi grafu G odkazujeme jako na V' (G), na mnoZinu hran E(G).

Grafy se €asto zadavaji pfimo ndzornym obrazkem, jinak je Ize formdIné zadat vy&tem
vrchol a vyétem hran. Napftiklad:

V=1{1,23/4}, E= {{1,2}, (1,3}, {1,4}, {3,4}}

Na graf se lze divat také jako na symetrickou ireflexivni relaci, kde hrany tvoFi pravé
dvojice prvkil z této relace.
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Stupné vrcholii v grafu

Definice 7.2. Stupném vrcholu v v grafu G
rozumime pofet hran vychazejicich z v. Stupefi v v grafu G zna&ime d¢(v).

Slovo ,,vychazejici* zde nenaznaluje Zaddny smér; je totiZ obecnou konvenci u neorien-
tovanych grafi ¥ikat, Ze hrana vychazi z obou svych konci zarovei.

2 2 3 3
stupné
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Bézné typy grafia

Kruznice délky n md n > 3 rliznych vrcholi spojenych ,do jednoho cyklu”
n hranami:
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Uplny graf na n > 1 vrcholech mé n riiznych vrcholii spojenych po viech
dvojicich (tj. celkem (%) hran): 3

4
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Uplny bipartitni graf na m > 1 a n > 1 vrcholech md m + n vrcholi ve
dvou skupindch (partitach), pfi¢emZ hranami jsou spojeny viechny m - n

dvojice z riiznych skupin:
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Hvézda s n > 1 rameny je zvldstni ndzev pro Uplny bipartitni graf /7 ,:
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Zminka o zobecnénych grafech

V&imnéme si, Ze v definici grafu (Def. 7.1) viibec neuvaZujeme moZnosti vicendsobnych
hran (mezi stejnou dvojici vrchol) a tzv. ,smyek” (hrana se stejnym jednim
koncem)—takovému zobecn&ni by se ¥ikalo multigraf; ani zatim nep¥isuzujeme hrandm
Zadny smér.

V Lekci 9 si v3ak jest& zavedeme orientované grafy, které kazdé hran& pfitazuji jisty
smé&r. Orientované grafy budou mit mnoZinu orientovanych hran A C V(G) x V(G) a
zobrazime je t¥eba takto.. .
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7.2 Podgrafy a Isomorfismus

Definice: Podgrafem grafu GG rozumime libovolny graf H na podmnoZiné vr-
cholt V(H) C V(G), ktery ma za hrany libovolnou podmnoZinu hran grafu G
majicich oba vrcholy ve V(H).

Piteme H C (G, tj. stejn& jako mnoZinovd inkluze (ale vyznam je trochu jiny).

Na nasledujicim obrazku vidime zvyraznéné podmnoziny vrchold hran. Pro¢ se vlevo
nejednad o podgraf? Obrazek vpravo uz podgrafem je.

Definice: Indukovanym podgrafem je podgraf H C (G takovy, ktery obsahuje
vsechny hrany grafu G mezi dvojicemi vrcholii z V(H).
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»Stejnost grafi

X2 X

Definice 7.4. Isomorfismus ~ grafil G a H
je bijektivni zobrazeni f : V(G) — V(H), pro které kazda dvojice u,v € V(G)
je spojend hranou v GG pravé&, kdyZ je dvojice f(u), f(v) spojend hranou v H.
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Fakt: Mé&me isomorfismus f grafll G a H. Pak plati ndsledujici
x (G a H maji stejny polet hran,
« f zobrazuje na sebe vrcholy stejnych stupiid, tj. dg(v) = dg(f(v)).

U vy3e zakreslenych dvou grafi objevime isomorfismus velmi snadno — podivame se,
jak si odpovidaji vrcholy stejnych stupiit.

Naopak v této trojici grafii (se stejnymi pocty vrcholl i hran) 23dné dva nejsou iso-
morfni. Pro¢? = Ten vlevo ma vrchol stupné& 4, &imz se od obou zbylych lisi. = Prost¥edni
graf pak ma jediné dva vrcholy stupné 2 spojené hranou, kdeZto v pravém takové dva
vrcholy spojené nejsou (isomorfismus by je v3ak i s hranou musel zachovat).
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Ptiklad 7.5. Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

Pokud mezi nakreslenymi dvéma grafy hleddme isomorfismus, nejprve se podivame, zda
maji stejny pocet vrcholl a hran. =~ 'Maji. Pak se podivdme na stupn& vrcholl a zjistime,
7e oba maji stejnou posloupnost stupiit 2, 2,2, 2,3, 3. = TakZe ani takto jsme mezi nimi
nerozliili a mohou (nemuseji!) byt isomorfni. Dale tedy nezbyvd, nez zkouZet viechny
pFipustné moZnosti zobrazeni isomorfismu z levého grafu do pravého.

Na levém grafu si pro ulehZeni vS§imné&me, Ze oba vrcholy stupné tfi jsou si symetrické,
proto si bez Gjmy na obecnosti miZeme vybrat, Ze vrchol oznaeny 1 se zobrazi na 1’.
Druhy vrchol stupné tfi, oznageny 4, se musi zobrazit na analogicky vrchol druhého
grafu 4’. A zbytek jiZ plyne snadno:
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Disledek: Stejnost grafii jako isomorfismus!
Celd
Graf G +— tfida isomorfismu
grafu G
4 3 4 2 3 4
1 2 1 3 1 2

Je uvedeny pfistup, tj. zaménovani konkrétniho grafu za celou jeho tfidu isomorfismu,
v matematice neobvykly? ' Ne, napfiklad uZ v geometrii jste ¥ikali ,tverec o strané 2"
&i ,,jednotkovy kruh" a podobng, aniZ jste méli na mysli konkrétni obrazek, nybrz celou
t¥idu v8ech téchto shodnych objektd.
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Dalsi grafové pojmy

Definice: Mé&jme libovolny graf G.

vvvvvv

Podgrafu H C G, ktery je isomorfni n&jaké kruZnici, fikdme kruznice v G.

*

*

Specidlng& ¥ikdme trojuhelnik kruZnici délky 3.

N

Podgrafu H C G, ktery je isomorfni n&jaké cesté, ¥fikime cesta v G.

*

*

Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjakému uplnému grafu, fikdme
klika v G.
* PodmnoZin& vrchold X C V(G), mezi kterymi nevedou v G vibec Zddné
hrany, Yikdme nezavisla mnoZina X v G.

-----

* Indukovanému podgrafu H C G, ktery je isomorfni né&jaké kruznici, fikdme
indukovand kruznice v G.
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7.3 Souvislost grafii, komponenty

Dilezitou globalni vlastnosti grafii je souvislost, tedy moZnost se v nich pohy-
bovat odkudkoliv kamkoliv podél jeho hran, neboli po cestach v grafu.

Tvrzeni 7.6. Mé&me relaci ~ na mnoZin& vrcholi V(G) libovolného grafu G
takovou, Ze pro dva vrcholy x ~ y pravé kdyZ existuje v G cesta zacinajici v x
a koncici v y. Pak ~ je relaci ekvivalence.

Dukaz.

e Relace ~ je reflexivni, nebot kazdy vrchol je spojeny sdm se sebou cestou
délky 0.

e Symetricka je také, protoZe cestu z x do y snadno v neorientovaném grafu
obratime na cestu z y do .

e Dikaz tranzitivity v8ak neni takto trividlni— pokud vezmeme cestu z x
do y a cestu z y do z, tak se tyto dvé& cesty mohou protinat i jinde nez v
y a nelze je prosté ,navazat” na sebe.
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e Zminény problém vidime napfiklad zde:

- 13/\
.\

Pro diikaz tranzitivity si ozname P cestu z = do y a () cestu z y do z.
Pokud oznatime P’ C P tu &ist prvni cesty z « do prvniho vrcholu p v
priniku s @ (tj. p € V(P) NV (Q)) a oznatime Q' C @ zbytek druhé
cesty od p do z, tak P’ U Q' vZdy je cestou z = do z.

O
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Definice 7.7. Komponentami souvislosti grafu G nazveme
t¥idy ekvivalence vy%e popsané (Tvrz. 7.6) relace ~ na V(G).

Jinak se také komponentami souvislosti mysli podgrafy indukované na téchto
t¥idach ekvivalence.

Podivejte se, kolik komponent souvislosti ma tento graf:

Vidite v obrazku v8echny t¥i komponenty? Jedna z nich je izolovanym vrcholem, druhd
hranou (tj. grafem isomorfnim K3) a t¥eti je to zbyvajici.
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Definice 7.8. Graf (G je souvisly pokud je GG tvofeny nejvySe jednou
komponentou souvislosti, tj. pokud kazdé dva vrcholy G jsou spojené cestou.

Ktery z téchto dvou grafl je souvisly?

2>
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7.4 Stromy — grafy bez kruZnic

P¥iklady obrazki strom( ndsleduji. Zajimavosti k povSimnutf je, Ze v informatice stromy
typicky rostou ,shora doll*“. ..

Charakteristickymi znaky stromi je absence kruZnic a souvislost.

Definice 7.9. Strom je (jednoduchy) souvisly graf 7" bez kruZnic.

Les je graf bez kruznic (jednoduchy, nemusi byt souvisly). Komponenty souvis-
losti lesa jsou stromy. Jeden vrchol bez hran a prazdny graf jsou také stromy.
Grafy bez kruZnic také obecné nazyvame acyklické.
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Vlastnosti stromii
Tvrzeni 7.10. Strom s vice neZ jednim vrcholem obsahuje vrchol stupné 1.

Diikaz: Souvisly graf s vice neZ jednim vrcholem nemiZe mit vrchol stupné 0.
Proto vezmeme libovolny strom 7" a v ném libovolny vrchol v. = Sestrojime nynf{
co nejdelsi cestu S v T" zadinajici ve v:

* .S zane libovolnou hranou vychazejici z v;

x v kaZzdém dalSim vrcholu u, do kterého se dostaneme a ma stuperi vétsi
nez 1, lze pak pokracovat cestu S dal$i novou hranou.

v /©
7/
s \ oo

Pokud by se v S poprvé zopakoval néktery vrchol, ziskali bychom kruZnici. Proto
cesta S musi jednou skonéit v n&jakém vrcholu stupné 1 v 7. O
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Véta 7.11. Strom na n vrcholech ma pfesné n — 1 hran pron > 1.

Diikaz: Toto tvrzeni dokaZeme indukci podle n. T :

« Strom s jednim vrcholem ma n — 1 =0 hran.

* Necht 7" je strom na n > 1 vrcholech.
Podle Tvrzeni 7.10 ma 7' vrchol v stupn& 1. Oznatme 77 = T — v graf

vznikly z T" odebranim vrcholu v.

Pak 7" je také souvisly bez kruZnic, tudiz strom na n — 1 vrcholech. Dle
induk&niho predpokladu 7" md n—1—1hran,aproto T médn—1—1+1 =
n — 1 hran. U
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Véta 7.12. Mezi kaZdymi dvéma vrcholy stromu vede pravé jedinad cesta.
P
! H
U ®&——-— ~

Py

Diikaz: JelikoZ strom " je souvisly dle definice, mezi libovolnymi dvéma vrcholy
u, v vede néjakd cesta.

Pokud by existovaly dvé riizné cesty P, P, mezi u,v, tak bychom vzali jejich
symetricky rozdil, podgraf H = P, AP, s neprazdnou mnoZinou hran, kde H
zfejmé ma v8echny stupné sudé. ~Na druhou stranu se v8ak podgraf stromu
musi opét skldadat z komponent stromi, a tudiZ obsahovat vrchol stupné 1
podle Tvrzeni 7.10, coZ je spor. O

Disledek 7.13. P¥idanim jedné hrany do stromu vznikne pravé jedna kruZnice.
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Alternativni charakterizace stromu

Na dané mnoZin& vrcholi je (vzhledem k inkluzi mnoZin hran) strom
e minimalni souvisly graf (plyne z Véty 7.12)

e a zdrovefi maximdlni acyklicky graf (plyne z Disledku 7.13).
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Kofenovy strom

Definice: Strom 7' s vyznatenym vrcholem r € V(T'), zkracen& dvojice (T, r),
nazyvame kofenovym stromem s kofenem r.

V pFirozené& preneseném vyznamu se u kofenovych stromid pouZivaji pojmy rodig,
dé&ti/synové, sourozenci, predchidce, nasledovnik/potomek, atd.

kofen

déti ¢&i synové

listy

Definice: Listem stromu nazveme kazdy vrchol stupné 1.

V kofenovém stromu nazveme /istem kazdy vrchol, ktery nema potomky.
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7.5 Dodatek: 7 mostii jednim tahem
Pravd. nejstarsi zaznamenany vysledek teorie grafii pochazi od L. Eulera —
slavny problém 7 mostl v Kralovci / Konigsbergu / dnesnim Kaliningradg.

O jaky problém se 7-mi mosty se tehdy v Konigsbergu 18-tého stoleti jednalo?

Priklad 7.14. Je moZné p¥i jedné prochazce suchou nohou pFejit po kaZdém ze sedmi
vyzna&enych mosti v Konigsbergu pravé jednou?

KoNINGSBERGA
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Sled a tah v grafu

Definice: Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrchold a hran

(U07 €1,V1,€2,V2,...,€n, UTL) 3
ve které vzdy hrana e; ma koncové vrcholy v;_1, v;.

Vsimnéte si, Ze sled je vlastn& jakakoliv prochazka po hranach grafu z u do v. P¥ikladem
sledu miZe byt priichod IP paketu internetem (v&etn& cykleny).

Definice: Tah je sled v grafu bez opakovani hran.
Uzavreny tah je tahem, ktery kon&i ve vrcholu, ve kterém zacdal. Otevreny tah
je tahem, ktery konéi v jiném vrcholu, neZ ve kterém zadal.

Jist& znate détskou h¥i¢ku s , kreslenim domeéku jednim tahem®... Ano, to je v pod-
stat& totéZ, co tah v grafu (kterym ,kreslime" hrany naseho grafu).

Fakt: Cesta je pfesné otevieny tah bez opakovani vrchold.
KruZnice je presné uzavieny tah bez opakovdni vrcholi.
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Eulerovské grafy

Slibované ¥edeni P¥ikladu 7.14 od Leonharda Eulera zni takto:

Véta 7.15. Graf G Ize pokryt (nakreslit) jednim uzavfenym tahem pravé kdyZ
G je souvisly a vsechny vrcholy v G jsou sudého stupné.

A jak je tomu v P¥ikladu 7.14? Zde nejprve nakreslime p¥islusny (multi)graf, ve kterém
vrcholy jsou jednotlivé kusy zem& oddé&lené vodou (tj. dva ¥i&ni ostrovy a dva btehy):

Jaké jsou stupné vrchol( tohoto grafy? Je to 3, 3, 3, 5, neboli véech 7 hran—most( mésta
Konigsbergu nelze dle Véty 7.15 pokryt jednim uzavienym tahem (ani otevienym).

Disledek 7.16. Graf G Ize pokryt (nakreslit) jednim otevienym tahem pravé
kdyZ G je souvisly a vsechny vrcholy v G aZ na dva jsou sudého stupné.
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Diikaz: Dokazujeme oba sméry ekvivalence Véty 7.15. Pokud lze G pokryt
jednim uzavfenym tahem, tak je zfejmé (G souvisly a navic ma kaZzdy stupeii
sudy, nebot uzavieny tah kazdym priichodem vrcholem pokryje dvé& hrany.

Naopak zvolime mezi viemi uzavfenymi tahy 7" obsaZenymi v GG ten (jeden z)
nejdelsi. Tvrdime, Ze T' obsahuje v8echny hrany grafu G.

— Pro spor vezméme graf ' = G — E(T), o kterém predpokladejme,
Ze je neprazdny. Jelikoz G/ m3 taktéZ vsechny stupn& sudé, je (z in-
duk&niho p¥edpokladu) libovolnd jeho komponenta C' C G’ pokrytd
jednim uzavfenym tahem 7.

— Vzhledem k souvislosti grafu G kazdd komponenta C' C G’ protind na¥
tah T' v nékterém vrchole w, a tudiz Ize oba tahy T a 1T, propojit
pres w". To je spor s nasim predpokladem nejdel$tho moZného T, nebot
T'UTc je deldim tahem v G. O

Diikaz diisledku: Necht u, v jsou dva vrcholy grafu GG majici lichy stupefi, neboli
dva (pfredpoklddané) konce otevieného tahu pro G. Do G nyni p¥iddme novy
vrchol w spojeny hranami s u a v. Tim jsme nds p¥ipad prevedli na predchozi
p¥ipad grafu se v8emi sudymi stupni. O

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2016 F1: 1B000: Pojem grafu



