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1. [2 body] Tento tkol se sklada ze 3 nezavislych podikolu:

a) Necht L je jazyk nad abecedou {a,b}. DokaZte nebo vyvratte nasledujici tvrzeni:
Pokud L U L neni regularni, pak ani L neni regularni. [0.5 bodu]

b) Necht 7T je t¥ida vSech neprazdnych jazyki nad abecedou {a, b}, jejichZ vSechna slova obsahuji
pismeno a. Rozhodnéte a dokaZte, zda je t¥ida T uzavienéd na nésledujici operace:

prunik,

sjednocent,

doplnék,

rozdil,

zietézeni,

mocnina (libovolna, véetné 0),

iterace,

pozitivni iterace.

Pro kazdou uvedenou operaci budto dokazte, Ze je na ni tfida 7 uzaviena, nebo uvedte kon-
krétni protipfiklad. [1 bod]

c) Dokazte nebo vyvratte nasledujici tvrzeni:
Necht K je kone¢ny a L libovolny jazyk nad abecedou {a, b}. Potom (co —KUL) je ko-kone¢ny
(jazyk je ko-kone¢ny, je-li jeho doplnék kone¢ny). [0.5 bodu]

a) Tvrzeni plati.

Uvédomime-li si, Ze se jedna o implikaci a ze obména implikace zachovava jeji pravdivostni
hodnotu, lze toto tvrzeni dokézat vyuzitim uzavérovych vlastnosti regularnich jazyki.
Tedy:

LU L neni regularni = L nenf regularni

Obména:
L je regularni => LU L je regularni

Jelikoz je tfida regularnich jazyki uzaviena na operaci sjednoceni i na zrcadlovy obraz, plati
obména, a tedy i ptvodni implikace.

Oblast strojové snimanijch informact, nezasahujte. Druhd strana se neskenuje.
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b) Uvazme postupné vSechny operace:

e Tiida 7 neni uzaviena na prinik.
Uvazme jazyky L1 = {a} a Ly = {aa}. Zjevné Ly, Ly € T. Jejich prunikem ziskame jazyk
L1 N Ly =0, ktery z definice do T nepatii (jedna se o t¥idu neprdzdnijch jazyki).

e Ttida T je uzaviené na sjednoceni.
Uvazme libovolné dva jazyky Li, Lo € T. Pak z definice 7 pro vSechna slova v L; a
pro v8echna slova v Lo plati, Ze obsahuji pismeno a. VSechna slova patiici do jazyka,
ktery vznikne sjednocenim Lj a Lo, nutné patii do alesponi jednoho z nich, a tedy spliuji
podminku, Ze obsahuji a. ProtoZe jsou Lq i Lo neprazdné, jejich sjednocenim vznikne
neprazdny jazyk.

e Ttida 7 neni uzaviena na doplnék.
Uvazme jazyk L = {a}. Zjevné L € T. Doplitkem jazyka ziskame jazyk co—L = ¥*\ {a}.
Jazyk co—L obsahuje tifeba slovo b neobsahujici pismeno a. Proto neplati, Ze v8echna
slova v jazyku obsahuji a, a tedy co—L ¢ T.

e Trida T neni uzaviena na rozdil.
Uvazme jazyky L1 = Lo = {a}. Rozdilem téchto jazyki ziskame jazyk Lq \ Lo = (), ktery
do 7T nepatii, protoze je prazdny.

e T¥ida T je uzaviena na zietézeni.
Uvazme libovolné dva jazyky L1, Lo € T. Jejich zfetézeni je jazyk

L:{wl-wglwl ELl,wQELQ}.

7 definice T slova wi a wy obsahuji pismeno a, tedy i wq - wg obsahuje a. Tedy vSechna
slova jazyka L budou obsahovat a. Zietézenim dvou neprézdnych jazyku jisté ziskdme
neprazdny jazyk, tedy Ly - Lo € T .

e Ttida T neni uzaviena na mocninu.
Uvazme libovolny jazyk L € T. Pro nultou mocninu plati, ze L® = {¢}. Epsilon, jakozto
prazdné slovo, neobsahuje zadna pismena, zejména pak neobsahuje pismeno a, tedy L° ¢

T.

e T¥ida 7 neni uzaviena na iteraci.
Uvazme jazyk L = {a}. Zjevné L € T. Iterace jazyka vznikne sjednocenim vsech jeho
mocnin, proto L° C L*. Protoze plati ¢ € L?, taky € € L*. Jak jsme jiz ukazali u dikazu
uzavienosti na mocninu, € neobsahuje pismeno a, a proto L* ¢ T.

e Tiida T je uzaviena na pozitivni iteraci.
Uvazme libovolny jazyk L € T. Pozitivni iteraci ziskdme sjednocenim vSech mocnin jazyka
vyjma nulté mocniny, tedy L™ = [Ji2; L. Dokézeme, ze L' € T pro libovolné i > 1. Dikaz
provedeme indukci k 4.

— Protoze prvni mocnina jazyka je jazyk samotny, plati, ze L' € T.

Oblast strojové snimanijch informact, nezasahujte. Druhd strana se neskenuje.
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— Necht plati, ze L' € T. L**! je definovano jako L - L'. Protoze L € T, L' € T a jiz
jsme dokazali uzavienost t¥idy 7 na zfetézeni, taky L‘t! € T.

Plati tedy, Zze vSechny pozitivni mocniny jazyka L patii do 7. ProtoZe pozitivni iteraci
ziskdme jejich sjednocenim a 7T je uzaviend na (nekonefné) sjednoceni, plati, ze T je
uzaviena na pozitivni iteraci (dfive jsme dokézali, Ze t¥ida 7 je uzaviend na sjednoceni
dvou jazykt, argumentace pro nekone¢né sjednoceni je analogické, kazdé slovo vysledného
jazyka musi patfit do nékterého z puvodnich jazyku a vysledek nemiuize byt prazdny).

c) Tvrzeni plati.
Z definice ko-kone¢nosti dokazujeme, ze co—((co—K) U L) je konecny.

Podle De Morganovych pravidel upravime ((co—K)UL) na co—(K N co—L), ¢imz dohromady
ziskame co—(co— (K Nco—L)). Komplementy se vykrati, tedy ve vysledku potfebujeme dokazat,
7ze K Nco—L je konecny. Protoze K je kone¢ny a prinikem miizeme pocet slov v jazyku leda
zmensit, vysledny jazyk bude konecny.

Oblast strojové snimanijch informact, nezasahujte. Druhd strana se neskenuje.



