Minimalni automat
Deterministicky koneCny automat M s totalni prechodovou funkci

nazveme minimalni konecny automat pro jazyk L(M), neexistuje-i
ekvivalentni DFA s totalni prechodovou funkci a mensim poctem stavu.

Dusledek 2.31. Minimalni konecny automat akceptujici regularni jazyk L
je urcen jednoznacné az na isomorfismus (1j. prejmenovani stavu).

Dukaz. plyne pfimo z Myhillovy-Nerodovy véty. ]

IB102 Automaty, gramatiky a sloZitost, 3.10.2016 1/32



Konstrukce minimalniho konechého automatu

Definice 2.18. Necht M = (Q,%,d,qo, F) je DIfA. Stav g € Q nazveme
dosazitelny, pokud existuje w € L* takové, ze i(qp, w) = q. Stav je
nedosazitelny, pokud neni dosazitelny.
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Priklad
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Algoritmus pro eliminaci nedosazitelnych stavu DFA

Vstup: Deterministicky konecny automat M = (Q, %, 4, qo, F).
Vystup: Ekvivalentni automat M’ bez nedosazitelnych stava.

I:=0

: Si=1{Qo}

repeat
Sit1:=5U{q|dpeS,acx:i(pa)=q}
| =1+ 1

until S, = S;_ -

. Q=S

M= (0/7275‘0’X27 Qo F N Ql)

O NS g R

Korektnost: algoritmus je spravny a konecny.
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Priklad
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Eliminace ekvivalentnich stavu

Necht M = (Q, X%, 6, qo, F) je DFA bez nedosazitelnych stavd, jehoz
prechodova funkce je totalni.

Definice 2.32. Stavy p, g nazveme jazykove ekvivalentni, psano p = q,
pokud

p=q < YweX*: (6(p,w)e F < i(q,w)eF)
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p=q < YweX*: (0(p,w)e F < 0(q,w)eF)
Definice 2.34. Reduktem automatu M = (Q, %, 9, qu, F) nazveme

konecny automat M= = (Q=, X, n, [q], F/=), kde

m stavy jsou tridy rozkladu Q/= (trida obsahujici stav q je [q]),
m prechodova funkce n je funkce splnujici

vVp,q € QVaekx: i(g,a)=p = n((ql],a) =I[pl,

m pocatecni stav je tfida rozkladu Q/= obsahuijici stav qp,

m koncové stavy jsou prave ty tfidy rozkladu Q/=, které obsahuiji
alespon jeden koncovy stav.

Veta 2.37. Necht M = (Q, %, 6, qo, F) je DFA bez nedosazitelnych stav(
s totalni prechodovou funkci. Pak L(M) = L(M/=).
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Algoritmus konstrukce minimalniho automatu

Definice 2.38. Pro kazdé i € Ny definujeme binarni relaci =; na Q
predpisem

p=iq < VYweX": (w<i= (0(p,w)eF < i(q.w)EcF))

mBp=,q <= pagnelze ,rozlisit* zadnym slovem délky < i
mp=qg <= p=;qgprokazdéic Ny, tedy = = 2y =i

B .= ={pqg)lpeF <~ qeF}

2. =ip1={(p,q) [ p=ig N VaeX:4i(p,a)=ii(q,a)}
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Algoritmus konstrukce minimalniho automatu

Vstup: Deterministicky konecny automat M = (Q, %, 4, qo, F)
bez nedosazitelnych stavu a s totalni prechodovou funkci.
Vystup: Redukt M/-.

| =0

=0 :={(p,q)|pEF < q€F}

repeat
=i11:=1{(p,q) |p=iq AN VaeX:di(p,a)=;iq,a)}
[ =1+ 1

until =, = =,_;

ML — (O, 51 [q0), FLo)

O NS Rh =

Korektnost algoritmu: dikaz vynechan.
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Intuice
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Priklad

M/
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Priklad
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Kanonicky tvar konecnych automatu

Motivace
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Kanonicky tvar konecnych automatu

alc|b
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Rozsireni konecnych automatu |
Nedeterministické konecnhé automaty
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Definice 2.42. Nedeterministicky konecny automat (NFA) je

M= (Q,%,9,q, F), kde vyznam vsech slozek je stejny jako v definici
DFA s vyjimkou prechodové funkce 4. Ta je definovana jako (totalni)
zobrazeni § : Q x ¥ — 29,
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Jazyk prijimany nedeterministickym konecnym automatem M definujeme

LM)={weX*|qgy,w)NF £0}.
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Priklad

IB102 Automaty, gramatiky a sloZitost, 3. 10.2016 17/32



Ekvivalence DFA a NFA

Veta 2.43. Pro kazdy NFA M = (Q, %, 9, qo, F) existuje ekvivalentni
deterministicky konec¢ny automat.

Dukaz. Definujeme DFA M’ = (@, X%, ,{qo}, F")

m @ =29 tj. stavy automatu M’ jsou vechny podmnoziny Q.
B 0'(P,a) =Ugepi(q; a).

m Mnozina koncovych stavu F’ je tvofena prave témi podmnozinami Q,
které obsahuji néjaky prvek mnoziny F.
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Korektnost

m M’ je deterministicky kone¢ny automat.

m M a M’ jsou ekvivalentni: )
indukci k délce w € ¥* dokadzeme 6(qg, w) = ({qo}, w)

>

AN

Zakladni krok |w| = 0: Plati 4(qg,e) = {qo} = 0'({qo}, €).
Indukeni krok: Necht w = va, pak
6(qo; va) = Upes(gon) 9(P @) = 8'(3(qo, v), @) (viz definice ')
= §'(8'({qo}, v),a) (indukéni predpoklad) = &({qo}, va).

Pak L(M) = L(M’), nebot

welM) < 6(qo,WNF#) —
O({got,W)NF # 0 < §({qt.w)eF «— wel(M'). O
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Algoritmus transformace NFA na ekvivalentni DFA

Vstup: Nedeterministicky konecny automat M = (Q, %, 9, qo, F).
Vystup: Ekvivalentni DFA M’ = (Q', X, ¢, {q}, F)
bez nedosazitelnych stavu a s totalni prechodovou funkci.

. Q' ={{q}};, =0, F':=0; Done = 0;
while (Q' ~. Done) # () do
M := libovolny prvek mnoziny Q' ~. Done
Iif MNF #(then F:= F U {M} end if
forall ac > do
N := UpeM 5(:07 a)
Q = Q U{N}
§ =0 U{((M,a),N)}
end for
10: Done := Done U {M}
11: end while
122 M =(Q,%L,d,{q}, F)

O NS ROOh 2

©
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Dusledky determinizace konecnych automatu

Véta 2.44. Pro kazdé n € N existuje NFA o n stavech takovy, ze
ekvivalentni DFA ma i po minimalizaci 2" stavu.

Dukaz. vynechan.
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Rozsireni konecnych automatu Il
Automaty s e-kroky
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Definice 2.46. Nedeterministicky konecny automat s =-kroky je
M= (Q,%,9,q, F), kde vyznam vsech slozek je stejny jako v definici
NFA s vyjimkou prechodové funkce é. Ta je definovana jako totalni
zobrazeni § : Q x (X U {e}) — 29,

RozSirena prechodova funkce
Definujeme funkci D, : Q — 29 nasledujicim predpisem.
D.(p) je nejmensi mnozina X C Q takov4, Ze plati:

mpeE X,
mpokudge Xarecdiq,e), paktaké r € X.

RozS8ifeni funkce D. na mnoziny stavu: pro Y C Q polozime

D€(Y) — U Ds(CI)

geY
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Priklad - vypocet D.
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Definice roz&itené prechodové funkce ¢ : Q x ¥* — 29

(9.¢) = D-(q),

)
= 8(Q7 Wa) — U,OES(C],W) D€(5(p7 a))

Lemma 2.47. V prechodovém grafu automatu M existuje cesta
Pi S S Sg S ... S gy kdemn>1,ae ¥, pravé kdyz
n € 0(P1, a).

Jazyk prijimany automatem M s e-kroky definujeme

L(M)={weX*|qgy,w)NF +£0}.
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Priklad - vypocet rozsirené prechodové funkce
pro automat s e-kroky

IB102 Automaty, gramatiky a sloZitost, 3.10.2016 26/32



Ekvivalence automatu s -kroky a NFA

Veéta 2.48. Ke kazdému NFA M = (Q, L%, 6, qo, F) s e-kroky existuje
ekvivalentni NFA (bez =-kroku).

Dukaz. Konstrukce M = (Q,X,~, o, G) bez =-kroku:

v(q,a) = §(q,a) prokazdé g€ Q,ac ¥

G — F pokud D.(gg) N F =0
| FU{qo} jinak

Korektnost: pokéieme, Ze pro libovolné p € Q, w € X7 plati
o(p, w) = 4(p, w) (indukci vzhledem k délce slova w).

Algoritmus:
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Uzaverove vlastnosti regularnich jazyku

Véta 2.49. a 2.51. Trida regularnich jazyku je uzavrena na sjednoceni,
prunik, rozdil a komplement.

Dukaz. synchronni paralelni kompozice automatu + komplement. []
PFiklad. Ly = {abd|2i>j>0}
L = {a}"{b}’
L = {a"b"|n>0}
LiNLy = Lg

Jazyk L, je regularni, Ls neni regularni — L4 neni regularni.
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Veta 2.52. Trida regularnich jazyku je uzavfena na zretezeni.

Dukaz.

Necht L a L, jsou regularni jazyky, rozpoznavané NFA
My = (Q4,X1,61,q1, F1) a Mo = (Qo, X2, 02, Qo, F2), kde Q1 N Qo = 0.

Definujeme NFA s e-kroky M1 ® Mo = (Q1 U (b, 21 U X5, 4, gy, F2), kde

0 =01 Ud2 U{((p,e),{q}) | p € F1}.
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Korektnost: Chceme dokazat L(M1 ® M) = L(M7).L(Mb>)

O: Necht u € L(My), tedy 3r € F; spliujici r € 61(q1, u).
Necht v € L(My), tedy d2(go, v) N Fo + 0. Pak

8(Q1,UV) — U 8\(pa V) » S(ra V) D S(QZ)‘/) — g;(q27v)'
ped(qy,u)

Protoze 5;((]2, V)N Fo # 0, tak 8(gq, uv) N Fo # 0.
Tedy uv € L(M4 & Mb>).

0
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Veta 2.53. Trida regularnich jazykul je uzavrfena na iteraci.

Dukaz.

Necht' L je regularni jazyk akceptovany NFA M = (Q, %, 4, qo, F).
Definujeme NFA s e-kroky M, = (QU {p}, X, ,p,{p}), kde p & Q a

0 =0 U{((p,e): {q0})} U{((g.¢),{p}) | g € F}. C
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Uzaverove vlastnosti regularnich jazyku - Shrnuti
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