Matematika 111, 5. cviceni

Absolutni extrémy funkci vice proménnych na kompaktni mnoziné

Na kompaktni (tj. uzaviené a ohrani¢ené) mnoziné M nabyva funkce f svych absolutnich
(globdlnich) extrémi bud ve stacionarnich bodech lezicich v M nebo na hranici mnoziny M.
Pfi uréovani absolutnich extrému funkce f postupujeme takto:

(1) uréime stacionarni body uvniti M, piipadné body, ve kterych néjaka parcidlni derivace
funkce f neexistuje;

(2) vysetiime funkci f na hranici M;

(3) vybereme nejvétsi a nejmensi dosazenou funkéni hodnotu.

v~/

zpusobem:

Na ¢astech M; hranice M si vyjadiime y pomoci x nebo naopak (hranici M rozdélime na
takové ¢asti M;, aby vyjadieni jedné proménné pomoci druhé nebylo moc komplikované), a to
pak dosadime do predpisu funkce f, ¢imz pro kazdou ¢ast M; dostaneme novou funkci g; jedné
proménné. U kazdé funkce g; urc¢ime také uzavieny interval (protoze M je uzaviena, bude také
interval uzavieny), ze kterého je proménnd této funkce, a na tomto intervalu vysetiime funkei g;,
tj. uréime funkéni hodnoty funkce g; v krajnich bodech intervalu, v jejich stacionarnich bodech
lezicich uvniti intervalu a pripadné v bodech uvnitf intervalu, ve kterych neexistuje gi. Tyto
hodnoty funkce g; budou stejné jako hodnoty funkce f v odpovidajicich bodech na hranici M.

Piiklad 1. Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x,y) = (2w2+3y2)e_(‘”2+92) na mnoziné
M 2?4+ y? < 4.
Reseni. Budeme postupovat podle tif vyse uvedenych bodi.
(1) Nejprve uréime obé parcidlni derivace a pomoci nich pak staciondrni body (vytesime sou-
stavu dvou rovnic o dvou nezndmych f; = 0, f, = 0) lezici uvniti mnoziny M, kterou je
kruh se stfedem [0, 0] a polomérem 2.
fi =[x + (22 + 3y2)(—2x)]67(“2+y2) = —2xef(x2+y2)(2x2 +3y* —2) =0,
fi = [6y + (2% + 3y?)(—2y))e @+ = 2y~ @+ (222 4 342 — 3) = 0.
Obé parcidlni derivace ziejmé existuji v celém R?, z vyse uvedené soustavy tedy najdeme

staciondrni body, zkontrolujeme, jestli lezi v mnoziné M a urc¢ime fukéni hodnoty v téchto
bodech. Dostdvame 4 moznosti:

(i
(i

(ii

x =0,y =0, pak f(0,0) =0,
r=0,222+3y? -3 =0, z toho x = 0,y = 1, pak f(0,£1) =
y=0,222 4+ 3y%> —2=0, z toho = +1,y = 0, pak f(£1,0) = 2,

222 +3y? —2 = 0,222 +3y%> — 3 = 0, odectenim dostaneme 1 = 0, takze tato soustava
nema feSeni.

)
) g,
)
)

(iv

Vsechny stacionarni body (tj. body [0, 0], [0, £1], [£1,0]) zFejmé lezi uvniti kruhu M.

(2) Nyni vysSetiime funkci f na hranici mnoziny M, tj. na kruznici se stfedem v bodé [0,0] a
polomérem 2, jejiz rovnice je 22 4 y? = 4. Nyni bychom mohli piimo do piedpisu funkce f
dosadit 2% + 4% = 4 a dostali bychom funkci jedné proménné:



- vezmeme-li 222 + 3y? = 2(z% 4 y?) + 2, bude to funkce fi(y) = (8 + y?)e*, kterou
bychom vySetfovali pro y € (—2,2), protoze body kruznice maji y-ové souradnice od —2
do 2,

- nebo vezmeme-li 222 +3y? = 3(2? +y?) — 22, bude to funkce fo(z) = (12—2z2)e™*, kterou
bychom vySettovali pro x € (—2,2).

Obecné nemiva predpis funkce f tolik spoleé¢ného s predpisem hranice mnoziny M, proto
budeme postupovat zpusobem fungujicim v obecnéj$im piipadé, ktery je popsany pied
timto prikladem.

Hranici M si rozdélime na dvé ¢asti My, Mo, horni a dolni pilkruznici. Na kazdé z téchto
¢asti je y funkei x, proto si vyjadifme y pomoci z: y?> = 4 — 22, dostaneme tedy dvé
moznosti:

(i) y=v4—22,x € (—2,2), coz je horni pulkruznice,
(i) y = —v4 — 22,z € (—2,2), coz je dolni pulkruznice.

(Pokud bychom hranici M rozdélili na pravou a levou pulkruznici, mohli bychom nao-
pak vyjadiit « pomoci y.) Dosazenim do predpisu funkce f ziskdme funkce g1, g2, které
vySetiime.

(i) g1(z) = f(z, V41— 2%) = (222+3(4—22))e @ +(4=2%) = (12—22)e4 kde z € (—2,2).
Hodnoty v krajnich bodech intervalu jsou g1 (+2) = f(£2, /4 — (£2)?) = f(£2,0) =
8/et. Derivace je g} (z) = —2ze™* = 0 proz = 0 € (—2,2), coz je staciondrni bod. Pak
g1(0) = £(0,2) = 12/¢*. Derivace g} (z) je véude definovani, takze mame vysetfenou
funkei gq ().

(i) Situace je téméi stejnd jako v (i), nebot plati f(z,—y) = f(z,y), tudiz go(z) =
flz,—V4—22) = f(x,vV4—2%) = g1(x). Jiné mohou byt pouze body pro funkci
f, které odpovidaji stacionarnim bodim funkce g a krajnim bodum intervalu. Pak

(3) V bodech (1) a (2) jsme ziskali tyto funkénf hodnoty: £(0,0) =0, f(0,£1) = 2, f(£1,0) =
2 f(£2,0) = 8/e?, £(0,£2) = 12/e*. Z téchto hodnot vybereme nejvétsi a nejmenst:
nejvétsi hodnota je 2 pro [z,y] = [0, £1],
nejmensi hodnota je 0 pro [z, y] = [0,0].

Vijsledek. Nejvétsi hodnota je 2 pro [z, y] = [0, £1], nejmensf hodnota je 0 pro [z,y] = [0,0].

Piiklad 2. Urcete nejuétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x,y) = xy—x?—y*+x+y v trojihelniku
M ohraniceném souradnymi osami a primkou v +y —4 = 0.

Visledek. Jedinym staciondrnim bodem je [1,1], v némz je absolutni maximum f(1,1) = 1.
Absolutni minimum —12 je v bodech [4,0] a [0, 4] lezicich na hranici.

Piiklad 3. Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x,y) = 2% + 2xy + 2y> — 32 — 5y v
troguhelniku M s vrcholy A =10,2],B = [3,0] a C' = [0, —1].

Vijsledek. Absolutni maximum je 7 v bodé [0, —1], absolutn{ minimum je —13 v bodé [1,1].
Funkénf hodnoty v kandidétech na extrém jsou: f(3,1) = —13, £(0,—1) = 7, £(0,2) = —2, £(3,0) =
Oaf(ov %) = _%7 (%7 %) = _%7 (%7 _%) = _%57)‘

Piiklad 4. Urcete nejuétsi a nejmensi hodnotu funkce f(z,y) = 2x% + 4y? na mnoziné M :
z? +y? <9.



Visledek. Absolutni maximum je 36 v bodech [0, £3], absolutni minimum je 0 v bodé [0, 0].

Piiklad 5. Urcete nejuétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x,y) = x? + 3zy + y? + 2 na mnoziné
M ohranicené grafy funkciy =2 ay = |z|.

Vysledek. Absolutni maximum je 22 v bodé [2, 2], absolutni minimum je —2 v bodé [—2, 2].

Piiklad 6. Urcete nejuétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x,y) = 22 + 2xy — 4x + 8y na mnoziné
urcené podminkam: 0 <z < 1,0 <y < 2.

Visledek. Absolutni maximum je 17 v bodé [1, 2], absolutni minimum je —3 v bodé [1, 0].

Ptriklad 7. Urcete nejuétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x,y,z) = x + 2y + 3z na mnozZiné
M:x2—|—y2§z§1.

Ndpovéda. Protoze f, =1, f; = 2, f, = 3, nejsou zadné staciondrni body, tudiz hledané hodnoty
budou na hranici M, tj. na mnoziné M; U My, kde My : 2?2 + 92 =2 <1, My :2®> + > < z = 1.
Pro M; méme funkci f(z,y) = = + 2y + 3(2? + %) na mnoziné Ny : 22 +y? < 1, pro My mame
funkci fo(z,y) = = + 2y + 3 na mnoziné Ny : 22 + y? < 1. Pro funkce dvou proménnych uz to
(snad) umime dotesit.

Vysledek. Absolutni maximum je 3 + % v bodé [%, %, 1], absolutni minimum je —% v bodé

=5~ 3 56

V nékterych specidlnich piipadech (pokud napi. umime sestrojit vrstevnice funkce, jejiz
extrémy hleddme, a pokud mnozina, na niz tyto extrémy hleddme, je ,dostatecné jednoduchd*)
muzeme pouzit rychlejsi metodu, kterou si objasnime na néasledujicim piikladu:

Priklad 8. Pomoci vrstevnic funkce f(x,y) = x —y urcete jeji nejuétsi a nejmensi hodnotu na
mnoziné M : x? +y? < 1.

Resend. Vistevnice jsou f(x,y) = ¢, tj. y = = — ¢, coz jsou pifmky rovnobézné s osou L. a
III. kvadrantu. Cim vétsi ¢, tfim je vrstevnice y = x — ¢ niz a ¢im mensi ¢, tim je vrstevnice
vys. Mnozina M je kruh £([0,0];1). Absolutni extrémy tedy zfejmé nastanou v piipadech, kdy
vrstevnice bude te¢nou ke kruznici, tudiz absolutni maximum nastane v bodé [1/v/2, —1/+/2],
jeho hodnota je /2, absolutni minimum nastane v bodé [~1/v/2,1/v/2], jeho hodnota je —v/2.

Vijsledek. Absolutni maximum v bodé [1/4/2, —1/4/2], jeho hodnota je v/2, absolutni minimum
v bodé [—1/v/2,1/4/2], jeho hodnota je —+/2.

Piiklad 9. Pomoct vrstevnic funkce f(x,y) = xy urcete jeji nejuétsi a nejmensi hodnotu na
mnoziné M : |z| + |y| < 1.

Vysledek. Absolutni maximum je i v bodech [:l:%,:l:%], absolutni minimum je —% v bodech

1 1 4
Piiklad 10. Pomoci vrstevnic funkce f(x,y) = x? — 4z + y? — 4y + 10 urcete jeji nejvétsi a

nejmensi hodnotu na mnoziné M : x% +y* < 1.

Vijsledek. Absolutni maximum je 11 4 4v/2 v bodé [~1/v/2,—1/+/2], absolutni minimum je
11 — 4v/2 v bodé [1/v/2,1//2].

Priklad 11. Pomoci vrstevnic funkce f(x,y) = |z| + |y| urcete jeji nejuétsi a nejmensi hodnotu
na mnoziné M : (x —1)? + (y — 1) < 1.

Vijsledek. Absolutni maximum je 2 + v/2 v bodé [1 + 1/v/2,1 + 1/v/2], absolutn{ minimum je
2 —+/2 v bodé [1—1/v2,1—-1/V2].



Jacobiho matice zobrazeni z R? do R? a jeho inverze

Necht F = (f,g) : R?> — R? a piedpoklddejme, ze funkce f,g (tj. slozky zobrazeni F') maji
Ja(z0,y0) f{,(ﬂfouyo)>

9z(20,%0) 9y(w0,y0)

zobrazeni F' v bodé [xg,yo] je reguldrni, tj. det F'(xo,y0) # 0 (det F'(zg, yo) se nazyva jacobiin

zobrazeni F' v bodé [z, yo]). Pak existuje okoli bodu [z, yo], v némz je zobrazeni F' prosté, tudiz
k nému existuje inverzni zobrazeni F~! v okoli bodu F(zg, o), a pro Jacobiho matici tohoto
inverzniho zobrazeni v bodé [ug, vo] = F(x0,y0) plati (F~1) (ug,vo) = [F' (w0, y0)] L.

Piiklad 12. Rozhodnéte, zda je zobrazeni F = (f,g) : R? — R?, kde f(z,y) = 2% —y?, g(z,y) =
22y (tj. zobrazeni z — 2, wvaZujeme-li F jako zobrazeni C — C), prosté v néjakém okoli bodu
[2,1]. V pripadé, Ze ano, urcete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v bodé F'(2,1).

v bodé [zg,yo] spojité parcidlni derivace a ze Jacobiho matice F'(zg,yo) = <

Resent, F'(z,y) = (3; —'g’g) JF'(2,1) = (472) det F'(2,1) = 16 +4 # 0, tudiz v n&jakém okoli
bodu [2,1] je F prosté. Déle F(2,1) = [3,4],

e == (5 ) oL (o - )

Vypocet inverzni matice k regularni matici A = (‘c’ g) je snadny, nebof A~ = - dibc (72’ *2).

Vysledek. det F'(2,1) = 20 # 0, tudiz v néjakém okoli bodu [2,1] je F prosté. Déle

1y 1/5 1/10
(F 1)(3’4):(—1/10 1/5)‘

Piiklad 13. Rozhodnéte, zda je zobrazeni F = (f,g) : R? — R?, kde f(x,y) = xy, g(z,y) = z,
prosté v néjakém okoli bodu [2,1]. V kladném pripadé urcete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni
F~1 v bod¢ F(2,1).

Vysledek. det F'(2,1) = —4 # 0, tudiz F je prosté v néjakém okoli bodu [2,1]. Déle

e o (1)21)2
Piiklad 14. Rozhodnéte, zda je zobrazeni F = (f, g) : R? — R2, kde f(x,y) = /22 + 42, g(z,y) =

xy, prosté v néjakém okoli bodu [0,1]. V kladném pripadé uréete Jacobiho matici inverzniho zob-
razeni F~1 v bodé F(0,1).

Vysledek. det F'(0,1) = —1 # 0, tudiz F je prosté v néjakém okoli bodu [0, 1]. Déle
—1\/ _ 0 1
o= (] g)-

Piiklad 15. Spocitejte jacobidn funkce F', kterd je transformaci dvou promeénnich do poldarnich
soutadnic, a prislusné inverzni transformace.

Ndpovéda. Funkce F je definovana nésledujicim zpusobem:

[z,y] — {\/azQ + y2, arctg Q} pro z > 0,
x
[z,y] — [\/xQ + 12, + arctg y} pro x < 0,
x
0

[0, y] — [y,gsgn(y)] :
7 polarnich soutadnic nazpét je to F~! : [r,¢] = [rcos @, rsing]. Lépe se bude poéitat, kdyz
napied uréime jacobidn zobrazeni F~! a z néj pak jacobidn zobrazeni F.
Vijsledek. det(F~1) =r,det F' = L.

r



