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16. Diferencial funkce a Taylortiv polynom

A. DIFERENCIAL FUNKCE

Pojem diferencidlu funkce y = f(x) v bodé a lze nejnizornéji vysvétlit pomoci Obrazku 16.1. Jde o pii-
rustek funkéni hodnoty na tecéné. To vlastné znamend, Zze funkce je v okoli bodu a aproximovana te¢nou
a k pfibliznému stanoveni funkéni hodnoty v bodé ,blizko“ bodu a nam staci urc¢it hodnotu na tecné.
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Obr. 16.1: Diferencial funkce y = f(z) v bodé a

Definice 16.1. Necht funkce y = f(z) ma v bodé a spojitou derivaci (tj. existuje f’(a)). Diferencidlem
funkce f(x) v bodé a pri pfirustku h € R nazjvame &islo

df(a)(h) = f'(a)h. (16.1)

Poznamka 16.2. Z Obrazku 16.1 je zfejmé, Ze plati

df(a)

tga = f'(a) = =

Poznamka 16.3. Af(a) je diference funkce f(z) mezi body a a a + h, tj. pfirastek funkéni hodnoty.

Poznamka 16.4. h je pfirustek proménné x, ktery byva zvykem znacit

h=z—a=dx. (16.2)

Definice 16.5. Necht funkce y = f(x) mé v bodé a spojité derivace az do fadu n vCetné (tj. existuji f’(a),
f"(a), ..., f™(a)). Diferencidlem ¥adu n funkce f(z) v bodé& a p¥i pFirtistku h € R nazgvame &islo

d"f(a)(h) = f"(a)h™ . (16.3)
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Poznamka 16.6. Diferencidly (i vyssich f4dd) byva na zakladé Poznamky 16.4 zvykem znacit

df(a)(h) = f'(a)h = f'(a)dz = f'(a)(z — a). (16.4)

Poznamka 16.7. Pokud pro vypocet funkéni hodnoty v bodé a + h pouzijeme diferencial, dopustime se

urcité chyby
R(h) = |Af(a) — df(a)(h)|

a plati
im B _
h—0 h

Priklad 16.8. Pomoci diferencidlu spoc¢téte pfiblizné arctg 0, 97.

Reseni. Zvolime vhodnou funkci f(x) a vhodny bod a, ve kterém se snadno pocitd funkéni hodnota a je
dostate¢né blizko bodu 0,97. Uvazujme tedy f(z) = arctgz a a = 1. Vypocteme si piiristek h =z —a =
0,97 -1 = -0,03.

Chceme tedy spocitat f(0,97).

Vypoétéme nejprve diferencial df(1)(—0,03) pomoci vztahu (16.1) nasledovné

, - 1
fi(z) = 1+ 22
=3,
df(1)(—0,03) — %(—0,03).

Nyni stac¢i jen pfi¢ist funkéni hodnotu v bodé a =1 a ziskame

£(0,97) = f(1) +df(1)(=0,03) =

=0,77.

I

Priklad 16.9. Vypoctéte diferencidl funkce f(z) = sinz.

Reseni. Vzhledem k tomu, ze nebyl zadan ani bod a, ani pfirtistek h, bude vypocet naprosto obecny

f'(x) = cosz,
df(z) = f'(x)dz = cos zdx.

B. TAYLORUV POLYNOM

V piedchozi kapitole jsme funkéni hodnotu v bodé€ a + h nahrazovali pomoci pfirtitistku na teéné ke grafu
funkce y = f (z ) v bodé a. Je Zfejmé ie se tim dopouétime uréité nepf‘esnosti které je ovsem vyvéiena
graf funkce y = f ( ) v okoli bodu a ne téénou (tJ. polynomem 1. stupne), ale polynomem vyssiho stupné. To
je hlavni myslenkou aproximace funkce f(x) pomoci Taylorova polynomu.

Véta 16.10. (Taylorova véta) Necht ma funkce f(z) v intervalu (a, a+h) (resp. v (a+h, a) pro h zdporné)
spojité derivace az do fadu n véetné a v (a,a + h) (resp.v (a + h,a)) spojitou derivaci (n + 1)-fadu. Pak

fla+h) :f(a)+¥h f/;( Jp2 4. f(n( @y g (16.5)

kde tzv. Tayloruv zbytek R, i lze zapsat naptiklad v Lagrangeové tvaru

f+D (g + 9h)

ok 1. 16.
CE] A", kde 0 < ¥ < (16.6)

Rn+1 =
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Poznamka 16.11. PiSeme-li ptiriistek h ve tvaru h = z—a, dostaneme ¢asto pouzivany tvar rovnice (16.5)

f'(a) f"(a) f™(a)

(r—a)+ (x—a)’+---+

(z—a)" + Ryy1. (16.7)

Chceme-li danou funkei f(z) nahradit v okoli bodu a polynomem, pouzijeme tzv. Taylortv polynom.

Definice 16.12. Taylorovym polynomem stupné n v bodé a nazyvame polynom

'(a "(a (g
*(m—a)—kf—()(x—af—i--“-i-f n!( )

To(x) = f(a) + (x —a)™. (16.8)

2!

Poznamka 16.13. Je-li a = 0, pak se polynom (16.8) nazyva Maclaurinuv polynom a mé vyjadfeni

/ " (n)
M, (z) = £(0) + %x + fz_(!O)xz 4oogd n!(o) z". (16.9)

Priiklad 16.14. Napiste Maclauriniv polynom stupné n = 4 funkce e”.

Reseni. Je t¥eba si uréit funkéni hodnotu v bodé 0 a prvni 4 derivace a jejich hodnoty v bodé 0.

f0)=e"=1

f(z)=¢€" = f'(0)=e’ =1,
f”(x) — 7 = f// 0) =0 = 1,
f///(x) = e® = f///(o) =0 = 1,
[O@) =" = fO(0) = =

Ziskané hodnoty dosadme do vztahu (16.9)

22 23 ot

- B 1 1, 1 5 1 4 T

Pfiklad 16.15. Nahradte funkci y = cosz v okoli poc¢atku (napf. v intervalu (—0,1;0,1)) polynomem
¢tvrtého stupné a odhadnéte chybu.

Resend. Je tieba si uréit funkéni hodnotu v bodé 0, prvnich 5 derivaci.

f(0) =cos0=1

f'(z) = —sinz = f(0) = —sin0 =0,
f"(x) =—cosz = f"(0) = —cos0=—1,
f"(z) =sinz = f"(0) =sin0 = 0,
f®(x) = cosz = f@W(0) =cos0=1

fO)(z) = —sinw.
Tedy
2 ot
COS$%1_§+E+R5'
Nyni se zabyvejme odhadem chyby Rs, kterou lze pomoci vztahu (16.6) zapsat ve tvaru
— gin(?
R5:$x5, kde 0 < ¥ < 1.
Vzhledem k tomu, ze —1 < sinz < 1, bude pro vSechna z z intervalu (—0,1;0,1) platit
0,15 1
|Rs| < =

51 12000000
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