Cviéeni 10: Ciselné charakteristiky a transformace ndhodnych
veli¢in

Teorie:
Stifedni hodnota diskrétni ndhodné veli¢iny X s pravdépodobnostni funkei px(x) nenu-
lovou pouze pro x;, kde i € I, je definovana jako

E(X) = Z x-px(x) = le cpx ().

r=—00 el

Stifedni hodnota spojité ndhodné veli¢iny X s hustotou fx(x) je definovéna jako

B(X) :/ v fxl(z) da.
Stfedni hodnotou nahodného vektoru je vektor stfedni hodnot jeho jednotlivych slozek
(ndhodnych velicin).

Rozptylem (varianci) ndhodné veliciny X, kterd ma konecnou stfedni hodnotu, nazyvame
¢islo

D(X) =var X = BE([X — E(X)]?),
odmocnina z rozptylu /D(x) se pak nazyva smérodatnd odchylka. Na vypocet rozptylu
je vhodné pouzit vzorec D(X) = F(X?) — E(X)?, plati rovnéz D(a + bX) = b*D(X).
Kovarianci nahodnych velicin X7, X5 rozumime

O(X1, Xs) = BE(X) — BE(X)))(Xs — E(X2)).

Je-li C(X1, X5) =0, tikdme, ze X7, X5 jsou nekorelované. Stochasticky nezavislé ndhodné
veli¢iny jsou vzdy nekorelované (nikoliv obracené, nulovéa kovariance pouze znamend nulo-
vou linedrni zavislost, nikoliv uiplnou nezévislost!). Koeficient korelace je jen specidlni
nazev pro kovarianci dvou normovanych nahodnych veli¢in:

X - E(X) Y - E®Y)
R(X,Y) = pxy =C , .
(XX =px ( VD(X) /DY) )

Kvantily: Pro ryze monoténi distribuéni funkci Fx (tj. spojitou ndhodnou veli¢inu X
s vSude nenulovou hustotou, jako je tomu napt. u normdlniho rozdéleni) jde o inverzni
funkci Fi' : (0,1) — R. To znamen4, 7e hodnota y = F~!(a) je takova, ze P(X < y) = a.
Obecnéji, je-li Fx(x) distribuéni funkce ndhodné veliciny X, pak definujeme kvantilovou
funkci

F'a) =inf{z € R; F(x) >a}, a€(0,1).

Kvantil s a = 0,5 nazyvame median.



Transformace (funkce) ndhodné veli¢iny

Néhodnou velicinu X : Q@ — R muzeme pomoci vhodné ti¥idy (tzv. borelovskych) funkei
g : R — R transformovat na jinou nahodnou veli¢inu Y = g(X) vztahem Vw € Q : Y (w) =
g(X(w)). Piitom pro rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné veliciny Y ziejmé
plati

P =y)= Y P(X=u)

i:g(zi)=y

a pokud existuje inverzni funkce k funkci g (naptiklad pfi afinni zavislosti, ktera neni
konstatni), dostavdme pro pravdépodobnostni funkce vztah

Py (y) = o) (¥) = px (97 (v))-

Pro spojitou nahodnou veli¢inu s distribuéni funkci Fx dostavame za predpokladu, ze
transformace ¢ je rostouci (analogicky klesajici) funkce, vztah

Fy(y) =P <y)=P(g(X)<y)=P(X < g '(y) = Fx(g ' (v)),

odkud pro hustotu

o = EW _ p i) \dgd—;y)] .

Priklad 1. Pravdépodobnost zasahu cile jednim vystielem je 0,75. Ndhodnd velicina X
udava pocet zdsahu pii 5 nezavislych vystielech. Uréete jeji rozdéleni pravdépodobnosti,
sttedni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku.

Visledek. 15/4;15/16.

Priklad 2. Diskrétni ndhodna veli¢ina X nabyva hodnot £k = 0,1, 2,3, ... s pravdépodobnosti
P(X = k) =p(1 — p)* (tzv. geometrické rozdéleni). Urcete F(X) (sttedni doba ¢ekani na
uspéch) a D(X).
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Piiklad 3. Ndhodna velicina X ma hustotu fx(z) = x% pro z € (1,00) a jinde nulovou.
Urcete jeji distribuc¢ni funkci, stfedni hodnotu a rozptyl.

Vijsledek. F(z) =1— %, B(X) =3 D(X) =23
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Piiklad 4. Ndhodnd velicina X md hustotu rovnu fx(z) = cosz pro z € (0,%) a jinde
nulovou. Urcete stfedni hodnotu, rozptyl a median této veliciny.

Viysledek. 5 —1,%,m— 3.
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Piiklad 5. Nahodn4 veli¢ina X m4 hustotu rovnu fx(z) = Ae™** pro x > 0, kde A > 0 je
dany parametr rozdéleni, a jinde nulovou (tzv. exponencidlni rozdéleni). Urcete stiedni hod-
notu, rozptyl, modus (redlné ¢islo s maximélni hustotou, resp. pravdépodobnostni funkef)
a median této veliciny.

Vysledek. % HT, 0, %

Piiklad 6. Diskrétni ndhodny vektor (X, X3) mé simultdnni pravdépodobnostni funkci
7(0,-1) = ¢,7(0,0) = 7(0,1) = w(1,—-1) = 7(2,-1) = 0,n(1,0) = w(1,1) = w(2,1) =

2¢,7(2,0) = 3¢ a rovnou nule jinde. Urcete konstantu ¢ a vypoctéte:
1. kovarianci C'(Xy, X3),
2. korelacni koeficient R(X7, X5).
Vysledek. 1. 0,18; 2. 0,42.
Piiklad 7. Ndhodna veli¢ina X ma hustotu f(z). Urcete hustotu ndhodné veliciny Y tvaru
a) Y =eX X >0,
b)Y =vX,X >0,
)Y =InX X >0,
d) Y

C

X >0.
Vijsledek. f(Iny)%: 2f (y2)y: £(e))e’; £(1/y) .

Priklad 8. Ndahodna velicina X ma rovnomeérné rozdéleni pravdépodobnosti na intervalu
(=%, %)- Urcete jeho hustotu a hustotu transformovanych velicin ¥ = sin X, Z = tg X.



