9 Stromy a kostry grafu

Na rozdil od predchozi lekce, kterd se zabyvala grafy z obecného a také trochu
povrchniho pohledu, se nyni soustfedime na jednu konkrétni nepf¥ili§ obtiZznou oblast,
které se budeme vénovat do vétsi hloubky. Jde o problematiku stromd, neboli acyk-
lickych souvislych grafti, pfedstavujicich nejjednodussi podobu grafi.

Struény piehled lekce
* Stromy a jejich vlastnosti s dikazy.
* Minimalni kostra grafu a jeji zdkladni algoritmy.
* Dodatek: systémy rliznych reprezentantd.
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9.1 Stromy - grafy bez kruZnic

Zatnéme ilustratnimi obrdzky strom{. Pov§imnéte si pfitom jedné zvlastnosti, totiz Ze
v informatice stromy typicky rostou ,,shora dolG*”. ..

Charakteristickymi znaky stromi je absence kruZnic a souvislost.

Definice 9.1. Strom je (jednoduchy) souvisly graf 7" bez kruZnic.

Obecnéji les je pak graf bez kruznic (jednoduchy, nemusi byt souvisly). Kom-
ponenty souvislosti lesa jsou stromy. Jeden vrchol bez hran a prazdny graf jsou
také stromy. Grafy bez kruZnic také obecné nazyvame acyklické.
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Vlastnosti stromi

Tvrzeni 9.2. Strom s vice neZ jednim vrcholem obsahuje vrchol stupné 1.

Diikaz: Vezmeme libovolny strom 7" a v ném libovolny vrchol v. JelikoZ souvisly
graf s vice neZ jednim vrcholem nemd vrchol stupné 0, vrch. v m3 incidentni
hranu. = Zvolme (sestrojme) nyni nejdel$i moznou cestu S v 1" za&inajici ve v:
* .S zane libovolnou hranou vychazejici z v;
* v kaZzdém dalSim vrcholu u cesty S, ktery ma stupefi vétsi nez 1, pokraduje
S dalsi hranou.
Pokud by tomu tak nebylo, neni S nejdel$i mozna nebo dalsi hrana vede do
nékterého predchoziho vrcholu cesty S. Tim bychom ale ziskali kruZnici.
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Proto cesta S nutné& skondi v néjakém vrcholu stupné 1 v 7T'. O

Definice: KaZdy jeho vrchol stromu stupné 1 nazveme /istem stromu.
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Pocet hran stromu

Véta 9.3. Strom na n vrcholech ma presné n — 1 hran pron > 1.

Diikaz: Toto tvrzeni dokaZeme indukci podle n. T -

« Strom s jednim vrcholem ma n — 1 =0 hran.

* Necht T je strom na n > 1 vrcholech.
Podle Tvrzeni 9.2 m3 T vrchol v stupn& 1. Ozna&me 7" = T — v graf
vznikly z 7" odebranim vrcholu v.

Pak 7" je také souvisly bez kruZnic, tudiz strom na n — 1 vrcholech. Dle
induk&niho predpokladu 7" md n—1—1hran,aproto T médn—1—1+1 =

n — 1 hran. O
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Cesty ve stromech

Véta 9.5. Mezi kaZdymi dvéma vrcholy stromu vede pravé jedind cesta.
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Diikaz: JelikoZ strom " je souvisly dle definice, mezi libovolnymi dvéma vrcholy
u, v vede néjakd cesta.

Pokud by existovaly dvé riizné cesty R, Ro mezi u,v, tak bychom vzali jejich
symetricky rozdil, podgraf H = R1A Ry s neprdzdnou mnoZinou hran, kde H
zfejmé& ma viechny stupné sudé. "'Na druhou stranu se vSak podgraf stromu
musi opét sklddat z komponent strom(, a tudiz obsahovat vrchol stupné 1
podle Tvrzeni 9.2, coz je spor. O

Disledek 9.6. Pridanim jedné hrany do stromu vznikne pravé jedna kruZnice.
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Alternativni charakterizace stromu

Na dané mnoZin& vrcholi je (vzhledem k inkluzi mnoZin hran) strom
e minimalni souvisly graf (plyne z Véty 9.5)

e a zdrovefi maximalni acyklicky graf (plyne z Disledku 9.6).
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Kofenovy strom

Definice: Strom 7' s vyznatenym vrcholem r € V(T'), zkracen& dvojice (T, r),
nazyvame korenovym stromem s kofenem r. ~\rchol p nazveme potomkem
vrcholu ¢, pokud cesta z kofene r do p obsahuje (neboli vede ptes) g.

V koFenovém stromu nazveme /istem kazdy vrchol, ktery nema potomky.
Kazdy vrchol kofenového stromu je potomkem kofene. V pFirozené preneseném

vyznamu se u kofenovych stromi pouZivaji pojmy rodi€, déti/synové, sourozenci,
ptedchidce, naslednik, atd.

kofen

déti &i synové
(celkové potomci)
listy

Definice: V/yska kofenového stromu je rovna nejvétsi vzdalenosti z jeho kofene
do né&kterého listu.
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9.2 Problém minimalni kostry

V ndvaznosti na ucivo o stromech se podivdme na tradi¢ni a Siroce studovany
problém nalezeni minimalniho souvislého podgrafu (stromu) — této tloze se ¥ika
minimalni kostra neboli MST (z anglického minimum spanning tree).
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Minimdlni kostra a vaZzené grafy

Definice: Podgraf 1" C G souvislého grafu G se nazyva kostrou, pokud
* T je stromem a

«x V(T) = V(G), neboli T' propojuje viechny vrcholy G.

Avsak kazdy strom na danych n vrcholech ma stejné hran, pfesné n — 1. Jaky smysl
tedy ma ddvat slovo ,,minimalni* u hledané kostry?

Definice: Vazeny graf je graf GG spolu s ohodnocenim w hran redlnymi &isly
w:EG)—R.

Vahou (délkou) kostry T' C (G vazeného souvislého grafu (G, w) rozumime
d%(T) = ZeeE(T) wle).

Definice 9.7. Problém minimalni kostry (MST) ve véz. grafu (G, w)
hledd kostru 7' C GG s nejmensi moznou vahou (pfes viechny kostry grafu G).
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Historické ohlédnuti

Problém minimdIni kostry je ve skutenosti historicky Uzce svdzan s jizni
Moravou a Brnem, konkrétné s elektrifikaci jihomoravskych vesnic ve dvacatych
letech! Pravé na zdkladé tohoto praktického optimalizaéniho problému brnénsky
matematik Otakar Boriivka jako prvni v matematické literatu¥e zformuloval a
podal feSeni problému minimalni kostry v roce 1926.

Ve vyzkumu minimalnich koster pokraoval i velmi dobfe zndmy Cesky matem-
atik Vojt&ch Jarnik, s publikaci v roce 1930 (viz Algoritmus 9.10). Prvni ne-
Ceskou publikaci na toto téma je pak az Kruskalliv hladovy algoritmus z roku
1956 (viz Algoritmus 9.8).
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Reseni minimalni kostry

3 4 3
3 2 1
1 2 1
1 2
1 4 9

Algoritmus 9.8. Hladovy postup pro minimalni kostru grafu (G, w).
Méjme ddn souvisly vaZeny graf G s ohodnocenim hran w.

1. Sefadime v3echny hrany G jako E(G) = (e1,ea,...,¢ey) tak, ze
w(er) <w(ez) < -+ < wlep).

2. Inicializujeme prézdnou kostru 7' = (V(G), ().

3. Po ¥adé pro i =1,2,..., m provedeme ndsledujici:

e Pokud T + e; nevytva¥i kruznici, tak E(T) < E(T') U {e;}.
(Neboli pokud e; spojuje riizné komponenty souvislosti dosav. T'.)

4. Na konci T" obsahuje minimalni kostru grafu G.
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UkaZeme si postup hladového algoritmu pro vyhledani kostry vySe zakresleného grafu.
Hrany si nejprve sefadime podle jejich vah 1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4.

V obrazku pribéhu algoritmu pouzivame tlusté &iry pro vybrané hrany kostry a
tetkované &ary pro ,zahozené" hrany. Hrany ted postupn& priddvdme do kostry &i

zahazujeme. ..
3 4 3 3 4 3
s\ 3 2 1 s 3 2 1/
1 \ 2 1 "2
1% 2 IS 2 :
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Ziskame tak minimalni kostru velikosti 1 +2+42+3+ 14142 = 12, kterd je v tomto
pripad& (ndhodou) cestou, na poslednim obrazku vpravo.
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Jarnikav (Primiv) algoritmus

Algoritmus 9.10. Hledani minimalni kostry ve vazeném grafu (G, w).
Opét mé&ime dan souvisly vaZeny graf G s ohodnocenim hran w.

1. Na za&tku zvolime lib. vrchol u € V(@) a podstrom T := ({u},0).

2. Dokud V(T') # V(G), provadime:
Nalezneme hranu f = uv € E(G) nejmendi vihy s jednim koncem u ve
V(T) a druhym v ve V(G) \ V(T') a polozime T':=T + v + f.

Formalné p¥esnéji tento krok popiseme nasledovné.

* Necht X = {uwv € E(G) :u e V(T),v e V(G)\ V(T)} a zvolme
f =wv € X minimalizujici vdhu w(f).

x Polozme V(T') :=V(T)U{v} a E(T) := E(T)U{f}.

3. Nyni je 7" minimalni kostrou grafu G.
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Nasleduje stru¢na ukazka pribéhu Jarnikova algoritmu.
3 4 3
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9.3 Dodatek: Vybér riznych reprezentant

S grafy je lzce svazan i tento klasicky kombinatoricky problém, vybirajici riizné
reprezentanty z daného systému mnozin.

Definice: Necht My, Ms, ..., M) jsou neprazdné mnoZiny. Systémem riiznych
reprezentantii mnozin My, My, ..., M; nazyvame posloupnost riiznych prvki
(x1,29,...,1)) takovych, Zze x; € M; proi =1,2,... k.

Véta 9.12. (Hall) Necht My, M, ..., My, jsou neprdzdné mnoZiny. Pro tyto
mnoZiny existuje systém riznych reprezentantt, pravé kdyZ plati

VIS {12k, M| 2 1 (1)

neboli pokud sjednoceni libovolné skupiny z téchto mnoZin ma alespori tolik
prvkii, kolik mnoZin je sjednoceno.

Co ndm tedy Vé&ta 9.12 prakticky ¥ika?
* Pokud systém rliznych reprezentant(l existuje, stadi jej najit ¢i uhodnout.
* A pokud neexistuje, sta&i nalézt vhodnou mnoZinu J porusujici podminku (1).
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Parovani grafu a reprezentanti

P¥ifazeni reprezentantli mnoZindm lze chapat jako hrany grafu, ve kterém na
jedné strané jsou nase mnoziny a na druhé strané jsou jejich vSechny prvky.

Takto vypadajicim grafim ¥ikame bipartitni (formdln& je bipartitni graf libo-
volnym podgrafem vhodného tplného bipartitniho grafu K, ,,).

Definice: Parovani v (nyni bipartitnim) grafu G je podmnoZina hran M C
E(G) takova, Ze zadné dvé hrany z M nesdileji koncovy vrchol.

UvaZujme systém mnozin My, ..., M;, a oznalme p1, ..., p;, viechny prvky ve
sjednoceni My U - - - U M. Definujeme si bipartitni graf G na mnoZin& vrcholl
{1,2,...,E}U{p1,....pm}, ktery je tvofen hranami {i,p;} pro v8echny dvojice
i,7, pro které p; € M;. Pak plati:

Tvrzeni 9.13. MnoZiny My, ..., My maji systém riznych reprezentantii pravé
tehdy, kdyZ v grafu G existuje parovani pokryvajici vrcholy {1,2,... k}.
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