IB015 — Sbirka tuloh

Cviceni 1
1.1 Priority operatori, prefixovy a infixovy zapis

Priklad 1.1.1 S pouzitim interpretru jazyka Haskell porovnejte vyhodnoceni néasledujicich
dvojic vyrazu a rozdil vysvétlete.

a)5+9*3versus(5+9)*3

b)y2 "2~ 2-= (2A2)A2versu83“3A3==(3“3)“3
)3+3+3versu53 == 3

d) (3 == 3 versus (4 == 4) == (4 == 4)

Priklad 1.1.2 S vyuzitim interniho ptikazu :info interpretru ghci zjistéte prioritu a smér
vyhodnocovani nasledujicich operaci:

A’ *’ /’ \div\, \mOd‘\’ +? —’ ==’ /=’ >’ <, >=’ <=, &&’ |I
Priklad 1.1.3 Vysvétlete, co je chybné na nasledujicich podminénych vyrazech, a vyrazy vhod-
nym zpusobem upravte.

a) if 5 - 4 then False else True
b) if 0 < 3 && odd 6 then 1 else "chyba"
c) (if even 8 then (&&)) (0 > 7) True

Priklad 1.1.4 Prepiste infixové zapisy vyrazu do syntakticky spravnych prefixové zapsanych
vyrazi a naopak:

a) 4 = (7 “mod” 5)
b) max 3 ((+) 2 3)

Priklad 1.1.5 Dopliite vSechny implicitni zavorky do nésledujicich vyrazi:

a) recip 2 * 5
b) sin pi/2
c) 3 ‘mod> 8 * 2

d fg3+gh

e) 2 +divm 18 ==m "~ 2 " n & m *n < 20
f) £1ip (.) snd . id const

Priklad 1.1.6 Doplinte vsechny implicitni zavorky do nésledujicich vyrazi:

a) sin pi/2

b) f.g x

c) 2 " mod 95

d)f . (.) gh . id

e) 2 +divm 18 *m mod> 7 ==m "~ 2 "n-m+ 11 & m * n < 20
fyf 12 g+ (+) 3 “const™ g £ 10
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g) replicate 8 x ++ filter even (enumFromTo 1 (3 + 9 “mod™ x))

Piiklad 1.1.7 Zjistéte (bez pouziti interpretru), na co se vyhodnoti nasledujici vyraz. Poté jej
prepiste do prefixového tvaru a pomoci interpretru ovérte, ze se jeho hodnota nezménila.
5+ 7 %5 "mod” 3 "div: 2 ==3 x 2 -1

Priklad 1.1.8 Do nésledujictho vyrazu doplnte implicitni zavorky a pak prevedte vsechny
operatory v ném do prefixového tvaru.
2+ 2% 3==2x%4§&%& 8 div: 2*x2==21[] 0>7

Priklad 1.1.9 Které z nasledujicich vyrazu jsou korektni?

((+) 3
(3 (+))
(3+)
(+3)
C.(+)
+C)N
(.+)
(+.)
.even
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1.2 Definice funkci podle vzoru

Priklad 1.2.1 Definujte funkci logicalAnd, kterd se chova stejné jako funkce logické kon-
junkce, tak, abyste v definici

a) vyuzili podminény vyraz.
b) nepouzili podminény vyraz.

Priklad 1.2.2 Definujte rekurzivni funkci pro vypocet faktorialu.

Priklad 1.2.3 Upravte nasledujici kod tak, aby funkce pro zaporna cisla necyklila, ale skoncila

s chybovou hlaskou. Pouzijte k tomu funkci error :: String -> a.
power :: Double -> Int -> Double
_ "power” 0 =1

z “power™ n = z * (z “power  (n-1))
Piiklad 1.2.4 Definujte v Haskellu funkei dfct (v kombinatorice nékdy znacenou !!), kde

ol =1,
(2n)'=2-4---(2n),
Cn+Dl=1-3---(2n+1)
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Priklad 1.2.5 Definujte funkci linear tak, Ze linear a b se vyhodnoti na feseni linedrni
rovnice ax + b = 0,z € R. Jestlize rovnice nema pravé 1 feseni, tuto skutecnost vypiste na
vystup pomoci funkce error. Pred samotnou definici funkce urcete, jaky bude mit typ.

Priklad 1.2.6 Napiste funkci combinatorial tak, ze combinatorial n k se vyhodnoti na
n

kombinaéni &islo (7).
Priklad 1.2.7 Napiste funkci roots, ktera se po aplikaci na koeficienty a, b, ¢ vyhodnoti na
pocet redlnych kotfenti kvadratické rovnice az? + bx + ¢ = 0.

Priklad 1.2.8 Definujte funkci digits, ktera po aplikaci na kladné celé ¢islo vrati jeho ciferny
soucet.

Priklad 1.2.9 Napiste funkci mygcd, ktera po aplikaci na dvé kladna cela cisla vrati jejich
nejvétsiho spolecného délitele. Pokuste se o co nejefektivnéjsi implementaci.

Priklad 1.2.10 Definujte funkce plus a times, které budou ekvivalentni operatorim (+) a
(*) na prirozenych ¢islech. Je zakdzano v implementaci pouzivat vestavéné funkce (+) a (*).
Mizete vsak pouzivat libovolné jiné funkce, doporucujeme podivat se zejména na funkce pred
a succ (jejich typ je ve skutecnosti o néco obecnéjsi, ale mizete uvazovat, ze to je Integer
-> Integer).

Bonus: implementujte funkce plus' a times', které budou fungovat na vsech celych ¢islech.

Priklad 1.2.11 Napiste funkci, kterd o zadaném prirozeném cisle rozhodne, jestli je mocninou
dvojky.

Priklad 1.2.12 Co po¢itd nasledujici funkce? Jak se chova na argumentech, kterymi jsou ne-
zaporna cisla? Jak se chova na zapornych argumentech?

fun :: Integer —-> Integer

fun 0 = O

fun n=fun (n - 1) + 2 *%xn -1

Priklad 1.2.13 Naprogramujte rekurzivné funkci, kterda pro dané kladné celé cislo vypocita
jeho zbytek po déleni 3. Nesmite pouzit funkci mod.

1.3 Lokalni definice a globalni definice

Priklad 1.3.1 Vyraz ((3+4)/2) * ((3+4)/2 - 3) * ((3+4)/2 - 4)

a) upravte s vyuzitim syntaktické konstrukce pro lokalni definici (let ... in) tak, aby se
v ném neopakovaly stejné slozené podvyrazy;
b) upravte stejné, ovsem s vyuzitim globalnich definic (ulozenych v externim souboru).

Priklad 1.3.2 Napiste funkci f1ipNum :: Integer -> Integer, kterd vrati ¢islo s ciframi
v opacném poradi. Uvazujte pouze dekadickou soustavu. Pripadné pomocné funkce definujte
pouze lokalné.
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Reseni

ResSeni 1.1.1

a) V prvnim vyrazu je implicitni zdvorkovani v dusledku priorit operdtori kolem nésobent,
tj. 5 + (9 * 3).

b) Operace umocnovani ma asociativitu zprava, tedy v ptipadé vice vyskytu ~ za sebou se
implicitné zavorkuje zprava. Obecné tedy
n"n"n==n" (@ "n) /=@ n) "n=n" (o~ 2)
Ale vidime, Ze tato rovnost plati pro n == 2, tedy to je jediny specialni pripad, kdy
n"n " n==(( " n " n

¢) Tady se setkdvame s pripadem, kdy je operator neasociativni, tedy neni definovéno, jak se
vyraz parsuje v pripadé vyskytu vice rela¢nich operatort vedle sebe, a je tedy nekorektni.
Duvod neasociativity je jednoduchy. Asociativitu ma smysl uvazovat jen u operatort,
které maji stejny typ obou operandi a také vysledku. To zfejmé neplati u operatoru
(==), ktery vyzaduje operandy stejného, ale jinak pomérné libovolného typu, napriklad
c¢isla, Boolovské hodnoty, fetézce, ..., ale vysledek je Boolovska hodnota. Pokud bychom
tedy néjak asociativitu definovali, dospéli bychom v nékterych pripadech do situace, kdy-
bychom porovnéavali Boolovskou hodnotu s hodnotami jiného typu, coz v Haskellu nelze.

d) v pripadé, ze explicitné uvedeme zavorkovéani pro relacni operatory, dostaneme se do ob-
dobné situace jako v predchozim podprikladu, tedy porovnani Boolovské hodnoty a ¢isla,

coz v Haskellu nelze. Naproti tomu vysledkem porovnani 4 == 4 dostaneme v obou pii-
padech Boolovskou hodnotu, a ty mezi sebou porovnavat mizeme, protoze jsou stejného
typu.

ReSeni 1.1.2 V uvedeném poradi od nejvyssi priority (9) az k nejnizsi (1).

Pozndmka: Ve skutecnosti existuji i operatory s prioritou 0, naptriklad $, ke kterému se ¢asem dostaneme.

ResSeni 1.1.3

a) Podminkou musi byt vyraz Boolovského typu (Bool), coz vyraz 5 - 4 neni — jde o vyraz
celoc¢iselného typu.

b) Vyrazy v then a else vétvi musi byt stejného (nebo kompatibilniho) typu, protoze cely
podminkovy vyraz musi mit vzdy stejny typ bez ohledu na hodnotu podminky.

¢) Na prvni pohled podivné vypadajici konstrukce, kde vysledkem podminkového vyrazu je
prefixové zapsany operator (&&), je spravna. V Haskellu jsou funkce/operatory vyrazy
rovnocennymi s ¢iselnymi ¢i jinymi konstantami. Problémem je chybéjici vétev else.
Podminény vyraz ma syntaktické omezeni, ze vzdy musi obsahovat jak then, tak else
vétev, i kdyz by podminka zarucovala pouziti jenom jedné z nich. Kdyby podminka mohla
byt vyhodnocena na nepravdu a chybélo by else, pak by vyraz nemél zadnou hodnotu,
kterou by vratil. Ale vyraz v Haskellu vzdy musi mit néjakou hodnotu.

ReSeni 1.1.4 Je dilezité zachovavat pofadi operandi! I kdyZ jde o komutativni operator,
nelze pri zméné mezi prefixovym a infixovym zapisem ménit jejich poradi, protoze vznikly
vyraz nebude ekvivalentni.
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a) () 4 (mod 7 5)
b) 3 "max” (2 + 3)

Reseni 1.1.5 Postup implicitniho zavorkovani je u vsech vyrazi stejny. Je potieba ridit se
prioritou/asociativitou infixové zapsanych operatori a zavorkovanim aplikace funkei na argu-
menty. Postupujeme nésledovné:

cvvs

ignorujice obsah explicitnich zavorek) a jejich operandy uzavorkujeme. Pokud je téchto
operatoru vice nez jeden, jednotlivé operandy zavorkujeme dle jejich asociativity.

2. Nejsou-li ve vyrazu infixové zapsané operatory, ale jenom prefixové aplikace funkci na
argumenty, zavorkujeme funkei s jeji argumenty zleva (ve smyslu ,¢dstecné aplikace®,
bude brano pozdéji), konkrétné napriklad £ 1 2 'd' m zévorkujeme (((£f 1) 2) 'd')
m.

Pokud nejde realizovat ani jeden z téchto krok, tj. vyraz je jednoduchy (konstanta, proménna
nebo nézev funkce), aplikace funkce na jeden jednoduchy argument nebo aplikace infixové
zapsaného binarniho operatoru na dva jednoduché argumenty, skoncili jsme.

vvvvvv

vsechny rekurzivné.
Reseni jednotlivych piikladi budou nasledovna:

a) (recip 2) * 5
b) (sin pi) / 2
c) (3 “mod™ 8) * 2
d) (f g 3) + (g 5) (funkce £ je aplikovdna na 2 argumenty)
e) (2 + (divm 18) == (m ~ (2 " n))) & ((m * n) < 20)
f) ((flip (.)) snd) . (id const)

ReSeni 1.1.6

a) (sin pi) / 2

b) £ . (g x)

c) 2~ (mod 9 5)

d) £ . (((.) gh) . id)

e) ((2 + ((((divm) 18) * m) "mod™ 7)) == (((m = (2 " n)) - m) + 11))
& ((m * n) < 20)

f) (((£ 1) 2) g + (((+) 3) “const™ ((g £) 10))

g) ((replicate 8) x) ++ ((filter even) (enumFromTo 1 (3 + (9 "mod” x))))

Reseni 1.1.7 Nejdifve za pomoci tabulky priority operdtorti do vyrazu zapiSeme implicitni
zavorky (kvuli riznym prioritdm operatoru):

(56 + (((7 * 5) "mod™ 3) “div® 2)) == ((3 x 2) - 1)

Pak uz lehce zjistime, Ze vyraz se vyhodnoti na False.

Pti vyhodnocovani vyrazu v zadani se jako posledni vyhodnoti funkce s nejnizsi prioritou,
v nasem pripadé (==). Prepiseme tedy do prefixu nejdiive tuto funkci:
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(==) (6 +7 x5 “mod~ 3 “div™ 2) (3 x 2 - 1)

Nasledné v kazdém z argumenti opét najdeme funkci s nejnizsi prioritou — v prvnim je to
funkce (+), ve druhém pak (-). Prepisem téchto funkci do prefixu dostaneme:

(==) ((+) 5 (7 * 5 “mod™~ 3 ~div™ 2)) ((-) (3%2) 1)

Stejnym zptisobem pokracujeme i nadale. Jestlize narazime na skupinu operatori se stejnou
prioritou (napiiklad (%), mod, div), ovéfime sijejich smér sdruzovani (zdvorkovani). V nasem
ptipadé se sdruzuje (zdvorkuje) zleva. To v praxi znamen4, Ze jako posledni se vyhodnoti funkce
div. Vyraz tedy prepiSeme nasledovné:

div (7 * 5 “mod”~ 3) 2
Stejnym zpusobem pokracujeme, dokud nam neztistanou zadné infixové zapsané operatory:

(==) ((+) 5 (div (mod ((x) 7 5) 3) 2)) ((=) ((x) 3 2) 1
ReSeni 1.1.8

(1) (&&) ((==) ((+#) 2 ((x) 2 3)) ((x) 2 4)) ((==) ((x) (div 8 2) 2) 2))
(> omn

ReSeni 1.1.9

a) Korektni, ,pricitacka“ tii.

b) Nekorektni, 3 je interpretovana jako funkce berouci (+) jako svij argument.

¢) Korektni, ,pricitacka“ tii, ekvivalentni funkci £ x = 3 + x.

d) Korektni, ,pri¢itacka“ tii, ekvivalentni funkci £ x = x + 3.

e) Korektni, ekvivalentni funkci £ x y = x ((+) y), napriklad £ id 3 2 ~~* 5.

f) Nekorektni, ekvivalentnis funkci f x = x + (.), avSak funkce neni mozné seéitat, typova

chyba.

g) Nekorektni, neni mozné rozlisit, kterého operéatoru to je operatorova sekce. Interpretuje
se jako prefixova verze operatoru (.+).

h) Nekorektni, viz predesly priklad.

i) Nekorektni, zfejmé zamyslend operatorova sekce (.), avSak zavorky okolo operdtorové
sekce neni mozné vynechat.

j) Korektni, dvojndsobné pouziti operdtorové sekce — vnéjsi je prava, vnitini je leva. Ekvi-
valentni se vSemi nasledujicimi funkcemi.
flx=x. (().)

f2xy=x (((.).) ¥y
f3xy=x () .y
faxy=x (\z > () (y 2))
f5xy=x \zwq->yz (wq))

ResSeni 1.2.1

a) logicalAnd :: Bool -> Bool -> Bool
logicalAnd x y = if x then y else False
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b) logicalAnd' :: Bool -> Bool -> Bool
logicalAnd' True True = True
logicalAnd' _ _ = False

ReSeni 1.2.2

fact :: Integer -> Integer
fact 0 =1
fact n = n * fact (n - 1)

Funkce je definovana po ¢astech a predpokladame, ze dostane jako argument jenom nezdporné
celé ¢islo. Jako prvni bazovy pripad je 0, kdy pfimo vratime vysledek. V opacném ptipadé
pouzijeme druhy rekurzivni pripad, kdy vime, ze n! = n x (n — 1)!. Poznamenejme, ze zévorky
kolem n - 1 je nutno pouzit, protoze jinak by se vyraz implicitné uzavorkoval jako (fact n)
- 1, protoze aplikace funkci na argumenty ma vyssi prioritu nez operétory.

Reseni 1.2.3 Nejjednodussim, i kdyZ ne nejefektivnéjsim zptisobem tpravy je doplnit kontrolu
nezapornosti argumentu v druhém pripadé definice funkce, tedy:

z "power” n = if n < O then error '"negative!" else z * (z “power™ (n-1))

Neefektivita spoc¢iva v tom, ze kontrolu nezdpornosti stac¢i udélat pouze jednou na zacatku,
protoze pak uz nelze dosahnout zaporného cisla. V nasem piipadé se kontrola provede zbytecné
n-krat.

Reseni 1.2.4
dfct :: Integer -> Integer

dfct 0 = 1
dfct 1 =1
dfct n = n *x dfct (n - 2)

ReSeni 1.2.5 Musime rozlisit nasledujici t¥i piipady:

a) rovnice ma nekone¢né mnoho teseni (a = b = 0)
b) rovnice nemd feseni (a = 0 A b # 0)
¢) rovnice mé prave jedno reseni tvaru %b (a #0)

Funkei zadefinujeme podle vzoru nésledovné (pozor na potadi vzori!).

linear :: Double -> Double -> Double

linear 0 O = error "Infinitely many solutions"
linear 0 _ = error "No solution"

linear a b = -b/a

ReSeni 1.2.6 Vyuzijeme funkeci fact definovanou na cvi¢enich. Jelikoz pracujeme s celymi
¢isly, musime pouzit celoéiselné déleni misto redlného (jinak bychom porusili deklarovany typ).

combinatorial :: Integer —-> Integer -> Integer
combinatorial n k = div (fact n) ((fact k) * (fact (n-k)))
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Dalsi moznosti, jak tuto funkci vytesit je vyjit z Pascalova trojihelniku:

combinatorial :: Integer —-> Integer -> Integer
combinatorial _ 0 =1
combinatorial 0 _ =1
combinatorial x y = if x ==y
then 1

else combinatorial (x-1) (y-1) + combinatorial (x-1) y

Zkuste se zamyslet nad slozitosti téchto reSeni, nasledné zkuste experimentalné zjistit, pro jak
velké vstupy zacne byt rozdil ve slozitosti pozorovatelny.

ReSeni 1.2.7 Jak vime, podet kofentl kvadratické rovnice zavisi na hodnoté diskriminantu
— pro zaporny diskriminant rovnice feseni nemd, pro nulovy méa pravé jedno a pro kladny
prave dvé. Funkci mizeme definovat pomoci podminéného vyrazu a lokalni definice napriklad
nasledovné:

roots :: Double -> Double -> Double -> Int
roots a b c =1if d < 0 then O
else if d == 0 then 1 else 2
where d = b =~ 2 -4 x a x ¢

S vyuzitim funkce signum mizeme nase feseni znacné zkratit — zamyslete se, proc je to mozné.
(Poznamka: funkce signum vrati vysledek stejného typu, jako je jeji argument, musime tedy
pouzit nékterou ze zaokrouhlovacich funkei pro prevod Double na Int.)

roots' :: Double -> Double -> Double -> Int
roots' a b ¢ = floor (1 + signum (b =~ 2 - 4 *x a * c))

ReSeni 1.2.8

digits :: Integer -> Integer

digits 0 = 0

digits x = x "mod™ 10 + digits (x “div™ 10)

ReSeni 1.2.9 K feseni pouzijeme znamy Euklidiv algoritmus, konkrétnéji jeho rekurzivni
verzi vyuzivajici zbytky po déleni.
mygcd :: Integer -> Integer -> Integer
mygcd x y = if y == 0 then x
else mygcd (min x y) ((max x y) “mod™ (min x y))

Reseni 1.2.10

plus :: Integer -> Integer -> Integer
plus Oy =y

plus x y = plus (pred x) (succ y)

times :: Integer -> Integer -> Integer
times 0 y = O
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times x 0 = 0

times 1y =y

times x y = plus y (times (pred x) y)
plus' :: Integer -> Integer -> Integer

plus' x y = if x >= 0 then plus x y
else negate (plus (negate x) (negate y))

times' :: Integer -> Integer -> Integer

times' x y = if (x <0 & y <0) || (x> 04&& y > 0)
then times (abs x) (abs y)
else negate (times (abs x) (abs y))

Reseni 1.2.11 Tuto tlohu je mozno fesit ruznymi zpusoby. Asi nejprimocarejsi je porovnavat
hodnotu se vSemi mocninami dvou, které ji nepresahuji. Je tedy nutné pouzit jesté pomocnou
binarni funkci, ktera bude mit aktualné zpracovavanou mocninu jako sviij druhy argument.

power2 :: Integer -> Bool
power2 x = power2' x 1
power2' :: Integer -> Integer —> Bool
power2' x y = if y > x then False
else if x == y then True else power2' x (y * 2)

Existuji vsak i mnohem efektivnéjsi feseni. Jedno z nich, postavené na logaritmech, je uvedeno
nize; musime vsak vzit v ivahu, ze funkce log ocekava jako sviij parametr desetinné ¢islo, proto
musime x konvertovat pomoci funkce fromIntegral:

power2 :: Integer -> Bool
power2 x = 2 ~ (floor (log (fromIntegral x) / log 2)) == x

ReSeni 1.2.12 Nejsndze to lze zjistit vypodtem nékolika prvnich hodnot. Pak lze snadno
odhalit zakonitost a formulovat hypotézu, ze fun n == n = 2 pro nezaporna n. Nasledné je
potieba tuto hypotézu dokéazat, coz lze provést matematickou indukci. Dikaz prenechavame
Ctenari.

Na tuto definici lze taky nahlizet tak, ze vSechny druhé mocniny se daji rozepsat jako soucet
lichych ¢isel neprevysujicich dvojnasobek argumentu.

V pripadé zapornych ¢isel lze ruénim vyhodnocenim zjistit, Ze vyhodnocovani se ,zacykli“ na
druhém radku definice a bude postupné volano pro nizsi a nizsi zaporna cisla. Definice totiz
neposkytuje zadny zastavovaci pripad, ktery by rekurzi ukon¢il.

ResSeni 1.2.13

mod3 0 = 0
mod3 1 =1
mod3 2 = 2
mod3 x = mod3 (x - 3)
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ResSeni 1.3.1

a) let t = (3+4)/2 in t * (t - 3) * (t - 4)

b) Soubor bude obsahovat radek t = (3 + 4) / 2 av interpretru pak lze po nac¢teni tohoto
souboru zadat k vyhodnoceni vyraz t * (t - 3) * (t - 4).

ReSeni 1.3.2 Jsou dvé varianty — prvni funguje jen pro nezdporn &sla (zkuste si ji rozsirit),
druhd je pravdépodobné efektivngjsi (pricemz to zélezi i na implementaci read).

flipNum :: Integer -> Integer

flipNum x = read (reverse (show x))

flipNum' :: Integer -> Integer
flipNum' x = fromDigits O (reverse (toDigits x []))
where

toDigits 0 xs = xs

toDigits n xs = toDigits (n “div™ 10) (n “mod™ 10 : xs)
fromDigits n [] =n

fromDigits n (x:xs) = fromDigits (n * 10 + x) xs

Na druhou stranu je prvni verze podstatné elegantnéjsi, coz se ceni. Navic ji 1ze jesté zlepsit na
flipNum = read . reverse . show.
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