IB015 — Sbirka tuloh

Cviceni 3
3.1 Castecna aplikace

Priklad 3.1.1 Co vyjadiuje vyraz min 67 Napiste ekvivalentni vyraz pomoci if.

Priklad 3.1.2 Které z nésledujicich vyrazi jsou ekvivalentni?

a)f1g2=1f1 (g2

) (£ 1g 2=( 1) g2

) (+2) 3=2+ 3

) (+) 23=(+2) 3

) 81 x £ 2=(x) 81 f 2

f) fact n=n * fact n - 1 (uvazujice klasickou rekurzivni definici funkce fact)
g) sin (1.43) = sin 1.43

h) sin 1.43 =sin 1 . 43

)8 -7x4=()8 (x74)

o Ao o

Priklad 3.1.3 Definujte undrni funkci nebo pro realizaci logické disjunkce a pomoci modifika-
torti curry a uncurry definujte ekvivalenci mezi vami definovanou funkci nebo a preddefinova-
nou funkei (|1).

Priklad 3.1.4 Analogicky k funkcim curry a uncurry definujte funkce

a) curry3d :: ((a, b, ¢) -=>d) > a ->b ->c ->d
b) uncurry3 :: (@ -=> b ->c ->d) -> (a, b, ¢c) -> d

Priklad 3.1.5 Lze funkce curry3, uncurry3 vyjadiit pomoci funkei curry, uncurry?

Priklad 3.1.6 Prevedte funkce do pointfree tvaru:

a) \(x, y) > x +y
b) \x y -> nebo (%, y) (nebo = uncurry (||))
c) \((x, y), z) -> x + y + z (dodrzte asociativitu operatoru +)

Priklad 3.1.7 Zavedme funkci dist f g x = £ x (g x).

a) Vyjadrete funkci dist (curry id) id pomoci A-abstrakce.
b) Co déla funkce pair = uncurry (dist . ((.) (curry id)))

3.2 Skladani funkci

Priklad 3.2.1 Vyhodnotte nasledujici vyrazy:
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a) ((==42) . (2 +)) 40
b) (>2) . (x3) . ((-) 4) 5
c) filter ((>= 2) . fst) [(1,"a"), (2,"b"), (3,"c")]

Priklad 3.2.2 Urcete vSsechny implicitni zavorky v nasledujicich vyrazech:

a) f.g x
b)f (.)gtzx). ()fgx

3.3 Typovani funkénich aplikaci a definic

Priklad 3.3.1 Urcete typy vyrazi:

a) (&&) True

id "foo"

(&& False)

const True

onst True False

D

1:01:11
O:01):0

C
(
(
[
(

Priklad 3.3.2 Urcete typy nasledujicich vyrazi:

a) map fst
map (filter not)
const id '!' True

)
)
) fst (fst, snd) (snd, fst) (True, False)
) head [head] [tail] [[]]

b
c
d
e

Priklad 3.3.3 Urcete typy funkei:

a) swap (x,y) = (y,x)
) cadr = head . tail

) caar = head . head

) twice £ = f . f

) compl2 ghxy =g (h xy)

b
c
d
e

Priklad 3.3.4 Urcete typy nasledujicich funkei:

a) sayLength [] = "empty"
sayLength x = "noempty"

b) mswap True (x, y) = (y, x)
mswap False (x, y) = (x, y)
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c) gfst (x, ) =x

gfst (x, _, ) =x
gfst (x, _, _, ) =X
d) foo True [] = True
foo True (_:_) = False
foo False = False

Priklad 3.3.5 Urcete typy nasledujicich vyrazi:

a) (+ 3)

b) (+ 3.0)

c) filter (>= 2)

d) > 2) . Cdiv® 3)

Priklad 3.3.6 Urcete typy nasledujicich vyrazi:

a) id const

map (filter fst)
zipWith map

b) takeWhile (even . fst)

c) fst . snd

d) fst . snd . fst . snd . fst . snd
e) map . snd

f) head . head . snd

g)

h)

Priklad 3.3.7 Definujte funkce tak, aby jejich nejobecnéjsi typ byl shodny s typem uvedenym
nize.

Q

o o o
S e e N N N

f1 :: a > (a > b) -> (a, b)

f2 :: [al] -> (a > b) > (a, b)

f3 :: (a->b) > (a->b) >a->b
f4 :: [a] -> [a -> b] —> [b]

f

f5 :: ((a =>b) =>b) > (a->Db) > b
f6 :: (a->b) > ((a->b) ->a) ->b

Priklad 3.3.8 Proc¢ jsou prvni dva vyrazy v poradku (interpret je akceptuje), teti vSsak nikoli?

e id id
o let f x =x in f f
e let f x = x x in f id

Priklad 3.3.9 Urcete typ funkci £1 az £6 v nasledujicich vyrazech. Jestli se funkce vyskytuje
ve vicero vyrazech /vyskytech, urcete jeji typ jednak pro kazdy vyraz/vyskyt samostatné, a také
pak unifikujte vzniklé typy (tj. zohlednéte omezeni na typ ze vSech vyrazi/vyskyti).

a) £1 []

snd (f1 [id])

b) fun t

= f2 ((x:y):(z:q), t)

flip (curry £2)
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c) fun s = £3 (fst £3 s + 10)
d) (,) 1 x: f4

head f4 “elem™ ['a'..'z']
e) £5 []

1 + f5 [x:xs]

f) £6 4
id flip 6 id

3.4 Dalsi funkce na seznamech

Priklad 3.4.1 S pomoci interpretru zjistéte typy funkei and, or, all a any. Zkuste je vyhod-
notit na néjakych parametrech a prijit na to, co pocitaji (jejich nazev je vhodnou nédpovédou).

Priklad 3.4.2 Zjistéte, co délaji nasledujici funkce:

takeWhile :: (a -> Bool) -> [a] -> [a]
dropWhile :: (a -> Bool) -> [a]l -> [a]

Priklad 3.4.3 Funkci zip :: [a] -> [b] -> [(a,b)], lze definovat nasledovné:
zip (x:s) (y:t) = (x,y) : zip s t
zip _ _ =[]

a) Které dvojice parametri vyhovuji prvnimu fadku definice?
b) Prepiste definici tak, aby prvni klauzule definice (prvni fddek) byla pouzita jako posledni
klauzule definice.

Priklad 3.4.4 Definujte funkci zip3 :: [a] -> [b] -> [c] -> [(a,b,c)].

Priklad 3.4.5 Funkce unzip :: [(a,b)] -> ([al,[b]) miZe byt definovana nasledovné:
unzip [1 = ([I,[1)

unzip ((x,y):s) = (x:u,y:v) where (u,v) = unzip s

Definujte analogicky funkce unzip3, unzip4, ...

Priklad 3.4.6 Jaka je hodnota nasledujicich vyraza?

a) zipWith (7) [1..5] [1..5]

b) zipWith (:) "MF" ["axipes", "ik"]

c) let fibs = [0,1,1,2,3,5,8,13] in zipWith (+) fibs (tail fibs)

d) let fibs = [0,1,1,2,3,5] in zipWith (/) (tail (tail fibs)) (tail fibs)

Priklad 3.4.7 Definujte funkci zip pomoci funkce zipWith.

Priklad 3.4.8 Napiste funkci, ktera zjisti, jestli jsou v seznamu typu (Eq a) => [a] nékteré
dva sousedni prvky stejné. Ulohu zkuste vytesit pomoci funkce zipWith.

4
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Reseni

ReSeni 3.1.1 Funkce min vraci mensf z dvou argumenttl. Tedy mame dva p¥ipady. Kdyz druhy
argument bude mensi nez 6, vysledkem funkce bude tento argument. V opacném pripadé, kdyz
druhy argument bude alespon 6, vysledkem bude 6 jako to mensi z dvojice ¢isel.

min6 ::

min6

(Num a, Ord a) => a —> a
x = if x < 6 then x else 6

vvvvvv

ReSeni 3.1.2

a)

i)

Ne, netfeba se nechat zmast konkrétnimi hodnotami a intuici, které mohou nabadat k
odpoveédi ano. Prvni vyraz je diky implicitnim zavorkam c¢astecné aplikace ekvivalentni
((f 1) g 2 a odpovida funkci f berouci tii parametry a druhy je ekvivalentni (f 1)
(g 2).

Ano, (f 1 g 2=f1g2= (1) g2

Ne, (+ 2) 3 = (+) 3 2 = 3 + 2. Neexistuje pravidlo, které by zarucovalo, ze 3 + 2
se bude rovnat 2 + 3 (standard jazyka Haskell komutativitu operatora (+) nevynucuje).
Nezapominejme, ze vSechny operatory muzeme predefinovat. Pozndmka: (pokrocilejsi) Toto
by bylo mozné pouze v pripadu, ze by komutativity vyzadovali axiomy typové tiidy, ve které je dany
operator/funkce definovdna. Ani to by vSak nezarucovalo skutetnou korektnost — interpret/kompildtor
platnost axiom nekontroluje (ani to nen{ v jeho sildch). Zustdva pouze divéra v programadtora, Ze jeho
implementace je korektni.

Ne, opét neni mozné prehodit parametry operatoru +.

Ne, je nutné uzavorkovat druhy argument.

81 % £2=281% (f 2 = (¥) 81 (f 2)

Ne, je nutné pridat zavorku k argumentu na konci.

fact n ~» n *x fact (n - 1)

Ano (pouzit zévorky v tomto pripadé neni nutné).

Ne, protoze . ve vyrazu sin 1 . 43 je operator (skldadani funkci), zatimco ve vyrazu
sin 1.43 se jedna o desetinnou tecku.

Ne,8 -7 x4 = (=) 8 ((x) 7 4).

ReSeni 3.1.3

nebo ::

nebo

(Bool, Bool) -> Bool
(x, y) =x1Ily

curry nebo = (| [)
uncurry (||) = nebo

Reseni 3.1.4
curry3 :: ((a, b, ¢) =>d) ->a ->b ->c ->d
curry3 f x yz=1£f (x, y, 2)
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uncurry3 :: (a > b ->c ->d) > (a, b, c) > d
uncurry3 f (x, y, z) =f xy z

ResSeni 3.1.5 Ne. Dvouargumentové funkce pracuji s usporadanymi dvojicemi a tiiargumen-
tové funkce s usporadanymi trojicemi. Usporadané dvojice a trojice vSak mezi sebou nemaji
zadny specialni vztah.

ResSeni 3.1.6

a) \(x, y) >x+y
\x, y) > () xy
\(x, y) -> uncurry (+) (x, y)
uncurry (+)

b) \x y -> nebo (x, y)
\x y -> curry nebo x y
curry nebo

c) \((x, y), z2) >x+y+z
\((x, y), 2) > (x+y) +z
\((x, y), 2) > ((+) xy) +z
\((x, y), z) => (uncurry (+) (x, y)) + z
\((x, y), z) => (+) (uncurry (+) (x, y)) z
\((x, y), z) > ((+) . uncurry (+)) (x, y) z
\((x, y), z) => uncurry ((+) . uncurry (+)) ((x, y), 2)
uncurry ((+) . uncurry (+))

ResSeni 3.1.7

a) dist (curry id) id
\x -> dist (curry id) id x
\x -> (curry id) x (id x)
\x > ((\f xy > f (x, y)) id) x x
\x > (\f xy > 1 (x, y)) id x x
\x -> id (x, x)
\x > (x, x)

b) uncurry (dist . ((.) (curry id)))
(\f (x, y) > £ xy) (dist . ((.) (curry id)))
\(u, v) > (\f (x, y) > f x y) (dist . ((.) (curry id))) (u, v)
\(u, v) -> (dist . ((.) (curry id))) u v

\(u, v) -> ((dist . ((.) (curry id))) w) v
\(u, v) -> (dist (((.) (curry id)) w)) v
\(u, v) -> dist (((.) (curry id)) u) v

\(u, v) w => dist (((.) (curry id)) u) v w
\(u, v v w-> (\f gx > f x (g x)) (((.) (curry id)) uw) v w
\(u, v) w => (((.) (curry id)) uw) w (v w)

6
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\(u, v) w => (.) (curry id) u w (v w)

\(u, v) w => ((.) (curry id) u w) (v w)

\(u, v) w => ((curry id . w) w) (v w)

\(u, v) w => (curry id . u) w (v w)

\u, vV w-> ((\fxy->f((x,y)id . w w (v w
\(u, vV w > (\xy > (&, y).ww w

\(u, vV w > ((A\xy > (x, ) . w w (vw)

N\, v v w-> (N\xy > (x, y) @w) (vw

\Nu, v v wvw->N\xy > (&, y)) (uw (vw

\(u, v) w > (u w, v w)

ResSeni 3.2.1

a)

Intuitivné se vyraz vyhodnocuje tak, ze postupné aplikujeme skladané funkce odzadu,
vysledek je tedy True. Po krocich miiZzeme vyraz vyhodnotit takto (s ohledem na definici
(D) fgx=1f (gx)):

((==42) . (2 +)) 40 ~ (== 42) ((2 +) 40) ~ (== 42) 42 ~» True

(>2) . (x3) . ((-) 4) 5
= (G2 . (3. (=) )Ns>s
~ (>02) C((3) . (=) 4) 5)
s (>02) ((x3) ((5) 45)) ~ (>2) ((x3) (-1))
~> (> 2) (-3) ~» False

Filtrujeme seznam funkci ((>= 2) . fst), kterda ocekava dvojice a rozhoduje, zda je
prvni slozka této dvojice vétsi nez 2 (prvni slozka tedy musi byt ¢islo, druhd muze byt
cokoli).

Aplikaci této funkce na nas seznam tedy dostaneme seznam téch hodnot, které maji prvni
slozku vétsi nebo rovnou 2, tedy

filter ((>= 2) . fst) [(1, "a"), (2, "b"), (3, "c")]
JONS. [(2’ "b"), (3’ "C”)]

ResSeni 3.2.2

a)
b)

f. (g x
((E ) g (hx)) . (((C) £) g) x)

Reseni 3.3.1

a)

b)

Typy zakladnich podvyrazi jsou (&&) :: Bool -> Bool -> Bool a True :: Bool.Typ
redlného prvniho argumentu funkce (&&) souhlasi s typem prvniho argumentu v typové
deklaraci funkce, tedy (&&) lze aplikovat na parametr True, ¢imz se tento parametr navaze
a vysledna funkce je typu (&&) True :: Bool -> Bool.

id :: a -> a, "foo" :: String. Typ prvniho redlného parametru je konkrétnéjsi, nez
typ forméalnich parametri v deklaraci, tedy substituujeme a ~ String. Po aplikaci na
jediny parametr ndm vychazi typ id "foo" :: String.
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c)

i)

(&& False) je prava operatorova sekce operatoru (&&) :: Bool -> Bool -> Bool. Typ
realného parametru souhlasi s typem formalniho parametru, tedy miizeme aplikovat. Po-
zor, aplikujeme vsSak druhy parametr. Vysledny typ je tedy (&& False) :: Bool ->
Bool.

const :: a -> b -> a, True :: Bool. Redlny parametr ma konkrétnéjsi typ — substi-
tuce a ~ Bool, tedy celkovy typ je const True :: b -> Bool.

Obdobné jako v predchozim pripadé, jen navic aplikujeme na False, tedy substituce
b ~ Bool. Vysledek je const True False :: Bool.

(: 1) je prava operatorova sekce operatoru (:) :: a -> [a] -> [a]. Typ realného
argumentu [] :: [a] souhlasi s typem formélniho argumentu, mizeme tedy aplikovat
(opét druhy argument). Vysledny typ je tedy (:[1) :: a -> [a].

(:00) :: a -> [a], True :: Bool. Typ realného argumentu je konkrétnéjsi, substitu-
ujeme a ~ Bool, vysledny typ je (: []) True :: [Booll].

(:) :: a -> [a] -> [a] sdruzuje zprava, tedy vyraz odpovida seznamu [ [], [] ].
Jeho oba prvky jsou typu [1 :: [al, a tedy seznam je homogenni, a tedy otypovatelny.
Vysledny typ je [1: [1:01 :: [[al].

Muzeme zapsat jako seznam [[[1]], coz odpovida typu [[[11] :: [[[all].

ResSeni 3.3.2

a)

Podvyrazy jsou typimap :: (a -> b) -> [a] -> [blafst :: (c, d) -> c(jenutné
volit riizné typové proménné v raznych podvyrazech, abychom nedostali do vypoctu za-
vislosti, které tam nemaji byt).
Nyni musime unifikovat typ prvniho parametru v typu funkce map, tedy (a -> b) s
typem skuteéného prvniho parametru: a => b ~ (c, d) -> c. Jednd se o funkéni typ,
tedy unifikujeme prvni parametr levé strany s prvnim parametrem na pravé strané a tak
dale. Tim dostavame substitucia ~ (c, d) ab ~ c¢ a budeme dosazovat pravou stranu
do levé, protoze prava strana je specifictéjsi typ.
Typ funkce map v tomto vyrazu je tedy map :: ((c, d) -> ¢c) -> [(c, d)] -> [c].
Nyni jiz mizeme funkci map dosadit prvni parametr a dostat typ celého vyrazu: map fst
[(c, )] -> [c], tedy nase funkce bere seznam dvojic a vraci seznam obsahujici

prvni slozky téchto dvojic.
Typy podvyrazu jsou: map :: (a -> b) -> [a] -> [b], filter :: (¢ -> Bool) ->
[c] -> [c] anot :: Bool -> Bool.
Nejprve musime otypovat podvyraz filter not a podle jeho typu potom urcit typ celého
vyrazu. Unifikujeme tedy typ prvniho parametru v definici filter s redlnym typem
prvniho parametru: ¢ -> Bool ~ Bool -> Bool, a tedy ¢ ~ Bool. Po dosazeni za c
tedy dostaneme typ aplikace filter not :: [Bool] -> [Booll].
Nyni unifikujeme typ prvniho parametru funkce map s typem filter not: a -> b ~
[Bool] -> [Bool], a tedy a ~ [Bool], b ~ [Bool].
Dosazenim do typu funkce map a aplikaci dostdvame map (filter not) :: [[Boolll]
-> [[Booll].
const :: a -> b -> a,id :: ¢ -> ¢ (nutno zvolit rizné typové proménné v ruznych
vyrazech), '!' :: Char, True :: Bool. Argumenty dosazujeme postupné a substituu-
jeme:

e pro const id: substituce a ~ ¢ -> c, dosazujeme konkrétnéjsi do obecnéjsiho a

dostavame typ aplikace const id :: b -> ¢ -> ¢
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d)

o dale aplikujeme const id na '!', substituce b ~ Char, vysledek const id '!'
. Cc > cC

o aplikujeme const id '!' na True, substituce ¢ ~ Bool, kone¢ny vysledek const
id '!"'" True :: Bool.

V tomto ptipadé pouzijeme alternativni pohled na typovani, kdy si vyraz zkusime vyhod-
notit, a podle toho urcit jeho typ. Nejprve pripomeneme, jak je tento vyraz implicitné uza-
vorkovany: ((fst (fst, snd)) (snd, fst)) (True, False) a nyni vyhodnocujeme:
((fst (fst, snd)) (snd, fst)) (True, False)

~~ (fst (snd, fst)) (True, False)

~~ snd (True, False)

~» False

A tedy nam vychazi typ ((fst (fst, snd)) (snd, fst)) (True, False) :: Bool.
Zde je vsak tireba byt opatrny — pokud by vysledny typ mohl byt polymorfni, je jistéjsi
udélat si vSechny typové substituce.

Opét nejprve zkusime vyraz vyhodnotit:

head [head] [tail] [[]]
~» head [taill] [[]]
~~ tail [[]]
~ (]

Zdalo by se tedy, ze vysledek je typu [1 :: [t]. To vsak neni pravda, protoze typ
vysledku je ovlivnén vSemi substitucemi, které nastaly pti typovani vyrazu. Proto musime
vyraz s polymorfnim navratovym typem skutecné otypovat:

head :: [a]l] -> a, [head] :: [[b] -> bl, [tail]l :: [[c] -> [c1], [[1] :: [[dl].
V podvyrazu head [head] unifikujeme [a] ~ [[b] -> b],atedya ~ [b] -> b, tudiz
head [head] :: [b] -> Db, a tedy jej lze dale aplikovat na [taill :: [[c] -> [c]]
se substituci [b] ~ [[c] -> [c]l],atedy b ~ [c] -> [c]. Dostavime head [head]
[taill :: [c] -> [c].

Tento vyraz je nyni aplikovan na vyraz [[]1] :: [[d]], coz znamend unifikaci [c] ~
[[d]], a tedy ¢ ~ [d]. Spravny vysledny typ je tedy head [head] [taill [[]]
[[d]], coz je typ seznamu seznamu, a tedy ruzny od [t], ktery jsme odhadly drive (a je
moc obecny).

ReSeni 3.3.3

a)

b)

Funkeci l1ze jednoduse intuitivné otypovat, protoze vidime, ze ve vysledku jenom prohodi
argumenty usporadané dvojice. Tedy vstupni typ (a, b) prevede na typ (b, a). Plati
tedy swap :: (a, b) -> (b, a).

Opét otypujeme intuitivné. Vime, ze tail :: [a] -> [a] ahead :: [a] -> a. Pozor!
Normélné je takovéto vychodiskové otypovani cestou k zahubé. Pfi otypovavani funkei/vy-
razi/proménnych je vzdy potfeba pouzit nové, cerstvé typové proménné. Jinak zavedeme
nezadouci a nepravdivou rovnost mezi typy, kterd zpiisobi, Ze uréeny vysledny typ vy-
razu nebude spravny (nebude dostatetné obecny, pfipadné nebude mozné vyraz vibec
otypovat). V tomto piipadé si to muzeme dovolit, protoze tam rovnost je (vstup head je
vystupem tail). Argument, ktery vstoupi do funkce cadr, je tedy typu [a], protoze to
vyzaduje funkce tail. Z ni dostaneme hodnotu opét typu [al, a ten dame jako argument
funkci head, nacez dostaneme hodnotu typu a. Tedy ve vysledku méame typ [a] -> a.
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c)

d)

Vime, ze typ funkce head je [a]l -> a, coz v dvojnasobné aplikaci znamena, Ze vstup
musi byt typu [[al] a vystup typu a. Vysledkem je tedy [[al] -> a.

V tomto pripadé vidime, ze twice vytvori dvojitou aplikaci zadané funkce. Tento ptipad
mozna vypada stejné jako predchozi, avsak je v ném vyznamny rozdil v tom, ze zatimco
dva vyskyty funkce head byly zcela nezavislé, a tedy mohli mit odlisné specializovany typ,
f je fixovana forméalnim argumentem funkce twice a musi mit v obou vyskytech stejny
typ. Avsak vidime, zZe typ vstupu musi byt stejny jako typ vystupu, a tedy £ :: a -> a.

Ve vysledku tedy mame twice :: (a -> a) -> a -> a.
Vidime, 7Ze g a h jsou funkce, tedy necht g :: a -> b, h :: ¢ -> d -> e. Na zdkladé
shody typtu diky aplikaci funkce na argumenty také vidime,zex :: ¢, y :: d, a ~ e.

Dalsi typova omezeni uz nejsou. Funkéni typ, ktery budeme hledat, sestava z typt g,
h, x, y a typu téla definice comp12. Ve vysledku tedy dostaneme (a -> b) -> (¢ ->
d->a) ->c->d->b.compl2 :: (a ->b) > (c->d->a) ->c->d->b.

ResSeni 3.3.4

a)

)

Z toho, ze v obou vzorech je pravé jeden argument a funkce vraci String, vidime, ze
nejobecnéjsi mozny typ funkce je a -> String. Typ argumentii funkce vsak neni zavisly
jen na jejich pouziti na pravé strané definice, ale i na vzorech. Jelikoz [] je vzor prazd-
ného seznamu, musi byt argument funkce seznamového typu. Dalsi omezeni jiz nejsou,
dostavame tedy sayLength :: [t] -> String.

7 pouzitych vzortt mizeme odvodit, ze funkce bere dva argumenty, prvni typu Bool a
druhy je dvojice. Uvazujme tedy, ze bude mit typ (a, b).

Z toho tedy usoudime na typy argumenti x :: a,y :: b. Nyni mizeme odvozovat typy
vyrazl na pravé strané definice: (y, x) :: (b, a) a (x, y) :: (a, b).

Avsak néavratovy typ funkce musi byt jednoznacny, a tedy oba typy si musi odpovidat:
(b, a) ~ (a, b), z ¢ehoz vidime, Ze oba prvky dvojice musi byt stejného typu.

Celkovy typ je tedy mswap :: Bool -> (a, a) -> (a, a).

Funkci neni mozné otypovat, protoze podle prvniho vzoru je parametrem dvojice, podle
druhého trojice a podle tretiho ¢tverice. Tyto tii typy vsak nejsou vzajemné unifikovatelné.

Funkce je syntakticky Spatné zapsand, protoze jednotlivé definice maji rizny pocet argu-
menti. Nelze ji tedy otypovat.

ResSeni 3.3.5

a)

b)

Ciselny literal mize byt libovolného numerického typu, tedy 3 :: Num a => a, (+)
:: Num b => b -> b -> b. Dostavame Num a => a ~ Num b => b, z ¢ehoz dostavame
a ~ b a typovy kontext se nemusi rozsifovat. Celkoveé tedy (+ 3) :: Num a => a -> a
Desetinny ¢iselny literdl je typu 3.0 :: Fractional a => a, (+) :: Num b => b ->

b -> b. Dostavame tedy unifikaci Num b => b ~ Fractional a => a, z ¢ehoz dosta-
vame a ~ b, avsak zaroven nesmime zapomenout na to, ze obé proménné maji nyni oba
typové kontexty. Celkovy typ je tedy (+ 3.0) :: (Fractional a, Num a) => a -> a.

10
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Pozndmka: Ve skuteCnosti je ve standardni knihovné feceno, ze kazdy typ, ktery spliiuje Fractional,
nutné splnuje i Num, a tedy lze Num v tomto pripadé vynechat: (+ 3.0) :: Fractional a => a -> a.

Jeho nevynechéni v8ak neni chyba (nicméné interpretr jej automaticky vynechava).

Typy pouzitych podvyrazi jsou: filter :: (a -> Bool) -> [a] -> [a], (>=)
Ord b => b -> b -> Bool, 2 :: Num c => c.

Nejprve urceme typ (>= 2). Aplikaci 2 jako druhého argumentu dostdvame unifikaci
Ord b => b ~ Num c => c. Pro typ (>= 2) tedy dostavame dosazenim do Ord b =>
b -> b -> Bool typ (Ord b, Num b) => b -> Bool.

Ted urcime typ celého vyrazu. Aplikace funkce filter na (>= 2) nam vynucuje a
-> Bool ~ (0rd b, Num b) => b -> Bool. Tedy a ~ b (plus typové kontexty). Hle-
danym typem je [a] -> [a], coz dosazenim na zakladé vyse urc¢enych informaci dava
vysledny typ (Num a, Ord a) => [a] -> [a].

Typy pouzitych podvyrazi jsou: 2 :: Num a => a, (>) :: Ord b => b -> b -> Bool,
div :: Integral c => c > ¢ > ¢,3 :: Numd =>d,(.) :: (f > g) > (e >
f) > e > g

Z aplikace (> 2) dostdvame unifikaci Num a => a ~ Ord b => b, celkové je tedy vyraz
typu (> 2) :: (Num a, Ord a) => a -> Bool.

Z aplikace (*div™ 3) dostdavame Integral c => ¢ ~ Num d => d, a tedy (*div™ 3)
(Integral c, Num c) => ¢ -> c.

Nyni, z pouziti ve skladani funkci, dostavame unifikaci (Num a, Ord a) => a -> Bool

~ (f -> g), a tedy (Num a, Ord a) => a ~ f, Bool ~ g. Ddle potom (Integral
c, Num ¢c) => ¢ -> ¢ ~ e -> f, atedy (Integral c, Num c) => ¢ ~ e ~ f. Nyni

mame pro f dvé unifikace a musime je dat dohromady: (Integral c, Num c) => ¢ ~
(Num a, Ord a) => a ~ f.

Celkové dostaneme typ odpovidajici e => g (z definice (.)). Pro jednoduchost bereme
lexikograficky prvni proménnou, pokud miize unifikace probihat obéma sméry:
(>2) . (Cdiv® 3) :: (Num a, Integral a, Ord a) => a -> Bool.

Pozndmka: To lze dale zjednodusit (protoze Integral vynucuje Num a Ord) na (> 2) . (div™ 3) ::

Integral a => a -> Bool

Reseni 3.3.6

a)

b)

Vyraz id const se vyhodnoti na vyraz const a mé tedy stejny typ.
id const :: a -=> b -> a

Funkce takeWhile musi dostat 2 parametry — funkci a seznam. Jelikoz na prvky seznamu
se bude aplikovat funkce (even . fst), musi byt tyto prvky usporddané dvojice (aby
bylo mozno aplikovat na né fst), jejichz prvni slozka musi byt celé ¢islo (presnéji byt v
typové tiidé Integral, aby bylo moZno na ni aplikovat even). Vime, Ze takeWhile vraci
seznam stejného typu, jako seznam, ktery bere.

takeWhile (even . fst) :: Integral a => [(a, b)] -> [(a, b)]

Na vstupu musi byt usporddana dvojice (abychom mohli aplikovat snd), druhou slozkou
které musi byt opét usporddand dvojice (abychom pak mohli aplikovat fst).

11
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fst . snd :: (a, (b, c)) > b

Tenhle pripad je analogicky predeslému, jenom ma vice stupnd.
fst . snd . fst . snd . fst . snd :: (a,((b,((c,(d,e)),f)),g)) -> d

Na prvni argument budeme nejdiive aplikovat funkci snd, musi tedy jit o usporadanou
dvojici. Druhou slozkou této dvojice musi byt unarni funkce, jelikoz ta je pouzita jako
prvni argument funkce map. Druhym argumentem je pak seznam, jehoz prvky maji stejny
typ, jaky vyzaduje zminéna unarni funkce. Vysledkem bude seznam prvka po aplikaci
této unarni funkce.

map . snd :: (a, b -> ¢c) -> [b] -> [c]

Opét podobna tvaha: musi jit o usporadanou dvojici, kde na druhou slozku je mozno
aplikovat funkci head (je to tedy seznam). Na jeho prvni prvek je opét mozné aplikovat
head, prvky tohoto seznamu jsou tedy opét seznamy.

head . head . snd :: (a, [[b]]) -> D

Vyraz vezme seznam a vrati seznam, kde na kazdy prvek bude aplikovana funkce filter
fst. Tyto prvky musi byt tedy opét seznamy (protoze se na né aplikuje filter podle
predikétu fst). Prvky téchto vnitinich seznamu pak musi byt usporadané dvojice, jelikoZ
na né aplikujeme fst. A prvni slozkou musi byt Bool, protoze ta je pouzita primo jako
predikat funkce filter.

map (filter fst) :: [[(Bool, a)]] -> [[(Bool, a)ll

Vyraz vezme dva seznamy a vrati tfeti seznam (vychdzi z typu funkce zipWith). Prvek
prvniho a prvek druhého seznamu musi tvorit vhodné argumenty pro spojovaci funkci
map. Prvni seznam tedy obsahuje néjaké unarni funkce a druhy seznamy, kterych prvky
je mozno zpracovavat témito unarnimi funkcemi. Vysledky aplikaci zminénych funkeci na
seznamy v druhém seznamu jsou vraceny ve formé seznamu.

zipWith map :: [a -> b] -> [[al]l -> [[b]]

ResSeni 3.3.7

a)

b)

f1 :: a-> (a ->b) > (a, b)
flxg=(, g x)

f2 :: [a] > (@ -> b) -> (a, b)

f2 s g = (h, g h) where h = head s
f3 :: (@a->b) > (@->b) >a-—>b
f3 f g x -> head [f x, g x]

f4 :: [a] -> [a > b] -> [b]
f4 = zipWith (flip id)

f5 :: (@ ->b) =>b) > (a->Db) > b
f5 g £ head [g f, f undefined]
f5' g f = head [g f, f arg]

where arg = arg

f6 :: (a > b) > ((a->b) > a) >b
f6 xy=x (y x)

12
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ReSeni 3.3.8 U prvniho vyrazu je kazdé id samostatnou instanci, tedy mé svij vlastni
typ: prvni je typu (a -> a) -> a -> a, zatimco druhé je typu b -> b. Podobna situace je u
druhého vyrazu, jenom misto id pouzivame pro stejnou funkci pojmenovani f.

Ve tretim vyrazu je id argumentem s formalnim jménem x, ktery vSak musi mit jeden konkrétni
typ. Problém nastava v urcovani typu vyrazu f: £ x = x x — uvazujme, ze x :: a. Aplikace
na pravé strané nas ale nuti specializovat, tedy x :: al -> a2. Jelikoz je vSak x aplikovano
samo na sebe, dostavame typovou rovnost al = al -> a2, kterd vytvari nekonecny typ. Treti
vyraz tedy neni otypovatelny, a tudiz ani korektni.

ReSeni 3.3.9 Nejdiive jsou uvedeny typy jednotlivych vyrazi (pripadné vyskytu pozadované
funkce), na poslednim radku za implikacni Sipkou se pak nachazi vysledny typ, tedy typ pruniku
predchozich. Typové proménné v jednotlivych radcich spolu nejsou nijak provazané.

a) [a] > b

[a -> a] —> (b, c)

= [a -> a] -> (b, ¢)
b) ([[all, b) -> ¢

(a, b) > ¢

= ([[al]l, ) > ¢
¢) (Num a) => a -> b

(Num ¢c) => (a -> ¢, b)

= Typy jsou nekompatibilni, prinik je prazdny.
d) (Num a) => [(a, b)]

[Char]

= Typy jsou nekompatibilni, prinik je prazdny.
e) [al] -> b

(Num b) => [[a]l]] -=> Db

= (Num b) => [[a]] > b
f) (Num a) => a -> b

a-> (b ->Db) >c

= (Num a) => a -> (b -> b) -> ¢

ReSeni 3.4.1 Lze nalézt v oficidlni dokumentaci: http://hackage .haskell.org/package/
base/docs/Prelude.html#v:and.

ReSeni 3.4.2 http://hackage.haskell.org/package/base/docs/Prelude.html#v:takeWhile

ReSeni 3.4.3

a) Na zékladé vzoru vidime, Ze u obou parametru jde o seznam s alespon jednim prvkem,
tedy radek se pouzije, pokud oba argumenty jsou neprazdné seznamy.
b) Musime zachytit ptipady, kdy alespori jeden ze seznami je prazdny:
zip [] _ =[]
zip _ ] = []
zip (x:s) (y:t) (x,y) : zip s t
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ResSeni 3.4.4 Lze se snadno inspirovat definici funkce zip:
zip3 :: [a] -> [b] -> [c] -> [(a,b,c)]

zip3 (x:s) (y:t) (z:uw) (x,y,2z) : zip3 s t u
zip3 _ (]

ResSeni 3.4.5

unzip3 :: [(a,b,c)] -> ([al, [b], [c])
unzip3 [] = (01,0,

unzip3 ((x,y,z):s) = (x:u,y:v,z:w) where (u,v,w) = unzip3 s

unzip4 :: [(a,b,c,d)] -> ([a],[b], [c], [d])
unzipd [] 1, 0,0,

unzip4 ((x,y,z,q):s) (x:u,y:v,z:w,q:t) where (u,v,w,t) = unzip4 s

Reseni 3.4.6
a) ~* [1,4,27,256,3125]
b) = zipWith (:) ['M', 'F'] ["axipes", "ik"] ~»* ["Maxipes", "Fik"]
C) ~* zipWith (+) [0,1,1,2,3,5,8,13] [1,1,2,3,5,8,13] ~*
~*111,2,3,5,8,13,21]

d) ~* zipWith (/) [1,2,3,5] [1,1,2,3,5] ~»* [1.0,2.0,1.5,1.666]

ReSeni 3.4.7 zip = zipWith (,)

ReSeni 3.4.8

f1 :: (Eq a) => [a] -> Bool

f1 (x:y:s) =x ==y || f1 (y:s)
f1 = False

Nebo kratsi feseni pouzivajice funkci zipWith a or (udéla logicky soucet vsech hodnot v zada-
ném seznamu):

f2 :: (Eq a) => [a] -> Bool

f2 s = or (zipWith (==) s (tail s))
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