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1 Kuzelosecky

Jak nazev napovida, kuzelosecky dostaneme, sekneme-li kuzelovou plochu néjakou ro-
vinou. Kuzelova plocha je rotacni a seénd rovina neprochdzi ani osou kuzelové plochy (to
bychom dostali pouze dvé riznobézky) ani jejim vrcholem (to by vysledkem byl jediny bod —
pravé tento vrchol).

To, jakéd kuzelosecka vznikne, zavisi na vzajemné poloze secné roviny a osy kuzelové
plochy. Je-li rovina kolmé k ose, vznikne kruznice. Budeme-li zmensovat tthel ) mezi rovi-
nou a osou, kruznice prejde v elipsu. Dalsim stacenim se¢né roviny (zmensovanim thlu v) se
elipsa protahuje a v okamziku, kdy 1 nabyde hodnoty ¢, tj. rovina je rovnobézna s néjakou
povrskou kuzelové plochy, je seénou kiivkou parabola. Jestlize v < ¢, protne rovina obé casti
kuzelové plochy a vysledkem bude hyperbola.

V dalsim textu probereme jednotlivé kuzelosecky podrobnéji.

1.1 Kruznice

Kruznici jsme ziskali jako prisecnici rotacni kuzelové
| plochy a roviny kolmé k ose plochy. (Stejné tak jsme mohli
| seknout jakoukoli jinou rotacni plochu rovinou kolmou k jeji

ose.) Umistime-li kruznici o poloméru r do soustavy soufadnic
tak, Ze stfed lezi v pocatku, bude mit rovnici:

|

|

|

|

? 4 22 +y? =02
|

|

Kruznice se stfedem v bodé S[m,n| ma rovnici:

(@ —m)* + (y —n)* =12

Obecné rovnice kruznice je:

x2+y2+aw+by+(3:07 kde a?+4b*—4c>0.

|
‘ 2 | p2
—4
obr. 1 | Zde je stted S {—g ; —g} a polomér r = %'

1.1.1 Teéna ke kruznici

Mame kruznici se stiedem S[m;n| a polomérem 7 a na kruznici bod T'[x; yo]. Rovnice
te¢ny ke kruznici vedena bodem 7' ma tvar:
(xo —m) (& —m) + (yo —n) (y —n) = 1>,
Bystry ¢tenaf si vSimne, ze rovnice te¢ny je podobné rovnici kruznice, pouze jedno x ve vyrazu
(x — m)(z — m) rovnice kruznice bylo nahrazeno xy a obdobné jedno y v (y — n)(y — n) se
zameénilo za yg.



Priklad 1

Kruznice je dana rovnici: 22 4+ y? — 42 + 2y = 8. Naleznéte rovnice téch tecen dané kruznice,
které jsou rovnobézné s piimkou p : 2z + 3y = 0.

Resend
Nejprve uréime body dotyku hledanych tecen. Jsou to pruseciky kruznice s primkou g, ktera

prochéazi stiedem kruznice a je kolmé k pfimce p. Stfed kruznice m4 soutradnice [4/2; —2/2] =
[2; —1], takze pfimka ¢ ma rovnici:

3(x—2)—2(y+1)=0.
Priseciky primky a kruznice najdeme vyfesenim soustavy rovnic:

3r —2y = 8, upravend rovnice pfimky ¢
2?4y —dx+2y = 8.

Z prvni rovnice vyjadiime y a dosadime do druhé rovnice. Po tpravé vyjde:
22 —4x =0, ztohox; =0, 9 =4.

Body dotyku jsou tedy 71[0; —4], T2[4;2]. A miZeme psat rovnice teéen:

t1: 2(x—0)+3(y+4) =0, to: 2(x —4) +3(y — 2) = 0, coz upraveno dé

t1: 2043y +12 =0, t9: 22+ 3y — 14 =0.

1.2 Elipsa

Elipsa je dalsi z kuzelosecek. Je to zaroven ,valcosecka®,
| tj. prusecnice rotac¢ni valcové plochy a roviny, kterd neni ani
! kolma k ose plochy ani s ni rovnobézna.

Geometricka definice 1ika, ze elipsa je mnozZina
0 bod X v roviné, které maji od dvou danjch bodu E, F
(ohnisek) konstantni soucet vzdélenosti,

| XE| +|XF| = k.

7 definice elipsy plyne, Ze je to kiivka symetricka podle
dvou os symetrie. Jedna osa prochazi ohnisky FE, F, rika se
ji hlavni osa, druhé je k ni kolma a prochézi stredem tsecky
E'F; nazyva se vedlejsi osa.

Body A, B na obrazku 3 se nazyvaji hlavni vrcholy
elipsy, body C, D jsou vedlejsi vrcholy elipsy, S je jeji
stfed. Vzdalenost hlavniho vrcholu od stiedu elipsy se na-
zyva hlavni poloosa, znadi se pismenkem a, vzdéalenost ve-
dlejsiho vrcholu od stiedu elipsy je vedlejsi poloosa, znaci
se b a vzdalenost ohniska od stfedu elipsy je excentricita neboli vystfednost, znadi se e.
Spojnice libovolného bodu M elipsy s ohnisky se nazyvaji priivodice bodu M.



obr. 3 C

7 obrazku je patrné, ze konstanta k v definici elipsy je rovna dvojnasobku délky hlavni
poloosy, k = 2a, nebot k = |AE| + |AF| = (|JAS| — |SE]) + |AS| + |SF| = 2|AS| = 2a. Takze
body elipsy spliuji:

| XE|+|XF|=2a, kde a>e. (1)

To znamena, ze |DE| = |DF| = a a z pravothlého trojuhelnika ESD dostavame vztah mezi
a, b, e:

e+ b =a’. (2)

1.2.1 Rovnice elipsy

Odvodime nyni rovnici elipsy pro pripad, kdy elipsa je umisténa do soustavy soufadnic
tak, Ze stfed elipsy splyva s pocatkem a osy elipsy jsou v osach soustavy souradnic. Pfedpo-
kladame, Ze hlavni poloosa je a, vedlejsi poloosa je b a excentricita je e = v/a? — b2. Ohniska
maji soufadnice E[—e, 0], Fle,0] a obecny bod elipsy je M|x,y]. Dosadime do rovnice (1):

\/(:E+e)2+y2+\/(:E—e)2+y2:2a.

A méme rovnici elipsy s hlavni poloosou a a excentricitou e. Rovnici jesté prevedeme na
jednodussi tvar. Povysime na druhou a upravime:

2 2 .2 2
\/(w+e)2—|—y2-\/(x—e)2+y2:2a —zt -y — e
Dalsim umocnénim se zbavime odmocniny a seCteme, co se seCist da. Ziskame rovnici:
ZL'2((I2 . 62) _|_a2y2 _ a2(a2 . 62).

Za zévorku dosadime z rovnice (2) a celou rovnici vydélime soucinem a?b?. Vysledkem je

rovnice elipsy se stfedem v poc¢atku a poloosami a, b ve tvaru:

—2—1——:1, kde a>0b>0.



neme kruznici.

s pocatkem), je rovnice elipsy:

obr. 4 (=mP  (y—n)
2 + b2

=1,
a

tzv. stiedovy tvar rovnice elipsy, S[m;n| je st¥ed elipsy.

y Stejna rovnice, kde ale b > a > 0, je rovnéz rov-
nice elipsy (avSak tentokrat postavené ,na hlavicku“).
Hlavni poloosa je nyni b, vedlejsi je a a ohniskova vzda-
lenost je e = v/b? — a?. Ohniska lezi na ose y. Pokud
a = b, je e = 0, ohniska splynou se stfedem a dosta-

T Je-li elipsa umisténa v soustavé soutadnic tak, ze
osy elipsy jsou rovnobézné s osami soustavy soutadnic,
T ale nemusi s nimi splyvat (tj. stfed nemusi byt totozny

3)

obr. 5a) obr. 5b)

Pro a > b > 0 lezi ohniska na vodorovné ose (obr. 5a) a maji souradnice
Elm — Va2 —b%n], Flm + Va2 — b%n].

Jestlize plati opa¢nd nerovnost b > a > 0, ohniska lezi na svislé ose (obr. 5b),
Elm;n — Va? — b2, Flm;n + Va2 — b2).

Na zavér uvedeme obecnou rovnici elipsy:
Az? + By +Cx+ Dy+ E = 0.

Aby rovnice predstavovala viibec néjakou kiivku, musi byt splnéno:

a o elipsu pujde v pripadé, ze A- B > 0.



Priklad 1

Elipsa je dana rovnici:
222 + 3y —4dx + 12y + 2= 0.

Naleznéte stredovy tvar rovnice elipsy, urcete souradnice ohnisek, nacrtnéte obrazek.
Reseni

7 vyrazti 222 — 4z, 3y 4+ 12y vytkneme 2 a 3 a doplnime na ¢tverec:

2 — 1) +3(y+2)* =2+ 12 -2,

dale vydélime pravou stranou

(95—631)2+(y4;12)2 1

Ziskali jsme rovnici elipsy ve stfedovém
tvaru. Z ni muZeme vyc¢ist souradnice stfedu
S[1; 2] a velikost poloos: a = v/6, b = 2. Potom
obr. 6 e = /6 — 4 = /2, takZe ohniska maji soufadnice
E[l—+/2;-2], F1++/2;-2].

1.2.2 Tecna k elipse

Geometricky je tecna k elipse osou vnéjsitho thlu privodi¢a bodu dotyku, viz obr. 7.

Analyticky podobné jako u kruznice stac¢i ve stfedové rovnici (3) elipsy nahradit jedno
x, resp. y pismenkem x, resp. yg, kde [zg, 30| jsou souradnice bodu dotyku, a rovnice teény
je tu:

(w0~ m)(w—m) (o~ n)ly ~ )

= > ~ 1. (4)

obr. 7



Odvozeni rovnice by dalo trochu price. Vyjde se z podminky, ze teéna k elipse ma
s elipsou jediny spoleény bod (matematicky — ptislusna kvadraticka rovnice ma jediné fesen,
tj. diskriminant je roven nule) a déle bod dotyku musi lezet na elipse, tj. jeho soufadnice
20, Yo musi spliiovat rovnici elipsy.

Priklad 2

Je dana elipsa: 22 + 2y% + 42 +4y = 6 a piimka t : y = —x/2 4 ¢. Urcete hodnotu ¢ tak, aby
pfimka ¢ byla te¢nou zadané elipsy, a naleznéte souradnice bodu dotyku.

Reseni
Hodnotu ¢ uréime z podminky, Ze te¢na méa s elipsou spolecny jediny bod. Hledame tedy
pruseciky pfimky ¢ a elipsy a pozadujeme, aby prislusnd tloha méla pouze jedno feSeni.

Jinymi slovy fesime soustavu:
22+ 22 + 4 +4y =6

y=-x/2+q

7 druhé rovnice dosadime do prvni:
22422 /d—zq+q®) +4x — 20+ 49 =6

a upravime
327 4+ (—4qg+ 4)r +4¢> + 8¢ — 12 = 0. (1)

Dostali jsme kvadratickou rovnici pro

Yy neznamou z (soufadnici bodu dotyku) s pa-

rametrem ¢. Hodnota parametru musi byt

Nl takova, aby ziskana kvadraticka rovnice pro

tuto hodnotu ¢ méla jediné feseni. To zna-

mend, ze diskriminant rovnice musi byt ro-
ven nule:

D = 16¢® —32q+16 — 484> —96¢ + 144 = 0.

Rovnici postupné upravime:

—32¢% —128¢ +160 = 0/:(—32)
P+49-5 = 0.

obr. 8

Hledana ¢ jsou: ¢ = 1, g = —5. Dand elipsa ma tedy dvé vzadjemné rovnobézné tecny
o rovnici y = —x/2 + ¢q. Prvni je t1: y = —x/2 + 1, druhd to: y = —x/2 — 5. x-0ové
soutadnice bodt dotyku ziskdme vyfeSenim rovnice (1) pro vypoétené hodnoty parametru g,
y-ové dopocteme z prislusnych rovnic tecen:

g=1:3224+44+8-12=0 = 2=0, y=-0/2+1=1.
q=-5:3224+242 +100 —40 - 12=0 = =z =4, y=4/2—-5= 3.
Body dotyku jsou 71[0;1], T5[—4;—3].



1.2.3 Konstrukce elipsy

Povime si, jak sestrojit elipsu, zname-li velikosti poloos a, b. Jeden zpusob je tzv. prouz-
kova konstrukce. Prouzkovéa, protoze pii ni mtizeme pouzit vhodné upraveny prouzek papiru,
ale stejné dobfe poslouzi tfeba pravitko. Na prouzku papiru délky
a si vyznacime délku b podle obrazku. Nyni pohybujeme prouzkem a
ve zvolené soustavé soufadnic tak, ze bod Y se posouva po ose v, b
bod X po ose z a bod M opisuje elipsu. Y X M

Jina konstrukce bere na pomoc oskulacni kruznice. To jsou
kruznice, které maji v daném bodé ktivky s krivkou spole¢nou te¢nu a v blizkém okoli bodu
jsou ,stejné zakiivené“, takze v okoli zminéného bodu krivka a oskula¢ni kruznice prakticky

splyvaji. (Geometii to definuji pfesnéji, ale
Y my si vysta¢ime s timto vymezenim.) Bu-
N B deme pouzivat pouze oskula¢ni kruznice ve
- > vrcholech elipsy. Jak ziskame jejich stfedy
’ S M a poloméry, je vidét z obrazku 10. Troju-
/ \ helnik BSD doplnime na obdélnik BSDP.
| X | Sestrojime uhlopricku DB a z bodu P na
: ;o ni kolmici. Ta protne hlavni osu v bodé Oq,
\ Y )/ stredu oskula¢ni kruznice v bodé B a ved-
N g lejsi osu v bodé Oy, stfedu oskulac¢ni kruz-
~ 7 nice v bodé D. Poloméry téchto oskula¢nich
-q-- kruznic jsou g1 = |O1B|, 02 = |O2D|.
obr. 9 V mistech, kde oskula¢ni kruznice jiz
elipsu Spatné aproximuji (odchyluji se od
ni), mizeme konstrukci doplnit nékolika body, sestrojenymi na zékladé definice. Na tsecce
AB si zvolime pomocny bod X, ¢ili |[AX| + |XB| = 2a a sestrojime kruznicové oblouky
ki(E, r1 = |AX]), ko(F, ro = | X B]). Pruseciky kruznic jsou body elipsy - takto dostaneme
dva body elipsy a dalsi dva ziskdme zdménou ohnisek coby stfedi kruznic (na obr. 10 jsou
kvuli prehlednosti konstrukece sestrojené pouze prvni dva body).

obr. 10



1.3 Parabola

Dalsi v poradi kuzelosecek je parabola. Jak jiz bylo zmi-
néno, je to prisecnice kuzelové plochy a roviny, ktera je rov-
nobézna pravé s jednou povrskou (pfimkou kuzelové plochy),
tj. ¢ = . Narozdil od kruznice a elipsy je parabola oteviena
kiivka.

Geometricka definice: Parabola je mnozina bodt
v roving, jejichz vzdalenost od pevné primky d je stejna jako
vzdalenost od pevného bodu F', ktery na primce nelezi

1Xd| = |XF.

Ptimce d se tika ridici pirimka, bod F' je ohnisko.
Parabola ma jednu osu symetrie (pfimka o na obrazku
12), ktera prochézi ohniskem a je kolma k ¥idici pfimce. V po-
loviné vzdalenosti mezi ohniskem a fidici pfimkou lezi vr-
chol paraboly V. Spojnice FM a MQ, kde @ je pata kolmice
z bodu F' na tidici pfimku d a bod M obecny bod paraboly,
jsou pruvodice bodu M. Vzdélenost |Fd| se obvykle znaci

pismenem p a nazyva se parametr paraboly (v nékterych ucebnicich pilparametr).

obr.12

1.3.1 Rovnice paraboly

Umistime parabolu do soustavy soufadnic tak, ze osa paraboly splyva s osou x, vrchol
je v pocatku a ohnisko lezi napravo od fidici primky. Vzdalenost ohniska od fidici pfimky
ozna¢ime p, to znamend, Zze soufadnice ohniska jsou F[p/2;0], a rovnice fidici pfimky d je:
x = —p/2. Pro obecny bod M|x,y] tedy plati.

|Md| = [MF],

10



@+ /2l = /(@ —p/22 +42 /2
2 2
#* + pr+ % S A % + 9

y? = 2pz. (1)
Rovnice (1) je rovnici paraboly s vrcholem v pocatku, osou v ose x a ohniskem napravo od
vrcholu (obr. 13a). (Rikdme, Ze parabola je oteviend smérem doprava.) Pokud na pravé strané
rovnice (1) zménime znaménko,

y? = —2p. (2)
ziskame rovnici pro parabolu s vrcholem v poc¢atku, osou v ose x a ohniskem nalevo od vrcholu
(obr. 13b) - parabola je oteviena doleva.

obr. 13a) obr. 13b)

Lezi-li osa paraboly v ose y, vrchol opét v pocatku, dostaneme dalsi dvé moznosti;
parabola otocenad nahoru (obr. 14a)) a parabola oto¢ena dolu (obr. 14b)). Pfislusné rovnice
jsou:

z? = 2py a? = —2py
Y Y
,F V
Vv T i T
obr. 14a) obr. 14b)

Jestlize je vrchol paraboly v bodé V[m;n] a osa rovnobéznd s osou z, je parabola
popséana rovnici (3) (obr. 15 - odpovida znaménku plus v rovnici (3)), v pfipadé osy rovnobézné
s osou y rovnici (4). Rovnice se nazyvaji vrcholové rovnice paraboly.

(y —n)? = £2p(z — m) (3)
(¢ —m)? = £2p(y — n) (4)

11



obr.15
Parabola mize byt zaddna rovnéz obecnou rovnici:
Az® 4+ By? + Cz+ Dy + E =0, (5)
kde bud A =0, B#0, C #0,nebo B=0, A#0, D #0.

Priklad 1

Parabola je dana rovnici 3y? + 5z +4y — 2 = 0. Uréete soufadnice vrcholu, soufadnice ohniska,
rovnici osy paraboly a rovnici fidici pfimky, nacrtnéte obrazek.

Resent
Protoze v rovnici je kvadraticky ¢len v proménné y, bude osa paraboly rovnobézné s osou =x.
Abychom zjistili soufadnice vrcholu, pfevedeme rovnici na vrcholovy tvar (bude odpovidat

rovnici (3)).
Dvojclen 3y? 4 4y doplnime na &tverec a provedeme

Y dalsi potfebné tpravy:
| 4
|
! 2
% 2 4
o Bl 77:7 xT 3(y+§) —3'5——51'4-2,
| 2\%? 4
/ : 3(y+§> —g=—br+2,
obr.16 3( +2>2— 5 _|_10
. ytg) =%+

7 pravé strany posledni rovnice vytkneme —5 a poté rovnici vydélime 3. Vysledkem je rovnice
zadané paraboly ve vrcholovém tvaru:

(+3) =3 (--3),

12



Z posledni rovnice ,vyéteme“, Ze parabola je oteviena doleva (znaménko minus za rovnitkem),

2 2

—;——1. Nyni
3 3} Y
miizeme urcit soufadnice ohniska. ProtoZe ohnisko lezi nalevo od vrcholu, je F|m — p/2;n],

hodnota parametru je p = 8 (srovnej s rovnici (3)) a soufadnice vrcholu jsou V' [

1 271 .
vy¢isleno F {Z, —g} Ridici pfimka m4 rovnici x = m + p/2, tj. z = D a rovnice osy

2
paraboly je y = —3

1.3.2 Tecéna k parabole

evs

jsou zde jednak kolmice z bodu T na fidici pfimku (v obr. 17 je to spojnice QT'), jednak
spojnice F'T. Analytické vyjadreni teény dostaneme podobné jako u kruznice a elipsy.
Rovnici paraboly ve vrcholovém tvaru:

(y —n)* = 2p(x —m),
nejprve prepiseme na tvar
(y—n)y—n)=p(x—m)+px—m).  (6)

Nyni jedno z na pravé strané rovnice (6) a jedno y na
levé strané nahradime prislusnou souradnici zg resp. 4o
bodu dotyku. Ziskdme tak rovnici tecny:

(o —n)(y —n) =p(xo—m) +p(x—m) (7)

Analogicky se dostanou rovnice tec¢en pro dalsi t¥i typy
parabol. Parabola o rovnici:

(y —n)® = =2p(x —m),

ma v bodé T'[z¢; yo] teénu vyjadienou rovnici:
(yo —n)(y —n) =—p(xo—m) —p(z —m). (8)

Predeslé se tykalo parabol s osami rovnobéznymi s osou z. Paraboly s osami rovnobéz-
nymi s osou y jsou popsany rovnici:

(x —m)? = +2p(y — n)
a jejich teény maji analytické vyjadreni:
(o —m)(x —m) = xp(yo—n) £p(y —n), (9)

pricemz znaménku plus v rovnici paraboly odpovida znaménko plus v rovnici jeji tec¢ny a totéz
pro znaménko minus.

13



Priklad 2

Parabola je dana rovnici 2(y 4+ 1) = (z — 2)2. Uréete rovnice vsech piimek, které prochézi
bodem M|[5/2; —2] a maji s parabolou pravé jeden spoleény bod.

Resent

Nadrtneme-li si obrézek (obr. 18), je ziejmé, Ze M je vnéjsi bod paraboly (vrchol paraboly je
V[2; —1], osa je rovnobéznd s osou y a parabola je oteviend nahoru).

to

ty
T3

obr.18

To znamena, ze hledané primky budou t¥i, dvé tecny
a jedna pfimka rovnobézné s osou paraboly. Rovnici té
posledni pfimky (oznac¢ime ji m) miZeme napsat ihned;

3
S
Il
b | O

5 7
Priisecik piimky m a paraboly je bod M’ [5, —g} , jeho
y-ovou souradnici jsme vypocitali z rovnice paraboly.

Rovnice teen maji tvar (viz rce (9) kap. 1.3.2):

(yo+1)+ (y+1) = (x0 —2)(z - 2), (1)

kde [zo;yo] je (zatim nezndmy) bod dotyku. Pro uréeni
jeho souradnic potifebujeme dvé rovnice. Jedna z nich
je danéd podminkou, ze bod dotyku lezi na parabole:

2(yo + 1) = (z0 — 2).

A druhou dostaneme z pozadavku, aby tecna prochéazela bodem M[5/2; —2], tj.

1

)
(yo+1)+((—=2)+1) = (0 —2)(= —2), cozupravenodad: yo= —xg— L.

Resime tedy soustavu rovnic:

2 2

Yo = %ﬂfo -1, (2)
2(yo + 1) = (z0 — 2)° (3)

Z rovnice (2) dosadime do rovnice (3):

1

2(—%0 -1+ 1) = (xo — 2)2,

2

a3 —brg+4=0 =

a:():a:%—4a:0+4,

{ ror=1 azree(2) yor=—-1/2

To2 = 4 Yoz = 1.

Ziskali jsme body dotyku T7[1; —1/2], T3[4;1]. Rovnice odpovidajicich tecen dostaneme do-
sazenim soufadnic bodu dotyku do rovnice (1). Vyjde t1: y=—x+1/2, to: y=2x—7T.
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1.3.3 Konstrukce paraboly

Predpokladame, Ze je zadano ohnisko paraboly a Fidici pfimka. Sestrojime osu paraboly

(prochézi ohniskem a je kolma k fidici pfimce) a vy-
zna¢ime vrchol paraboly (lezi na ose a puli vzdalenost
mezi ohniskem a Fidici pfimkou). Oskula¢ni kruznice
ve vrcholu ma stfed (ozna¢ime ho O) na ose, polomér
r = 2|FO| = p a samoziejmé prochazi vrcholem.

Tam, kde se oskulacni kruznice jiz vyrazné odchy-
luje od paraboly, muZzeme konstrukci doplnit nékolika

obr.19

1.4 Hyperbola

body, sestrojenymi na zakladé definice (bod paraboly
musi mit od Fidici pfimky stejnou vzdalenost jako od
ohniska). Zvolime si tedy néjakou vzdélenost v a sestro-
jime rovnobézku ¢ s fidici primkou ve vzdalenosti v od
Fidici prfimky. Aby bod M lezici na primce ¢ byl zaroven
bodem paraboly, musi spliiovat |F'M| = v. To znamena,
ze je prusec¢ikem pfimky ¢ a kruznice k(F;r = v). Takto
ziskame vzdy dvojici bodu paraboly soumérnych podle
jejl osy.

Posledni z kuzelosecek hyperbolu dostaneme, jak jiz bylo psano, protneme-li kuzelovou

obr. 20

plochu rovinou, ktera svird s osou plochy tthel mensi, nez je
thel mezi osou a povrskami kuzelové plochy (0 < ¢ < o).
Hyperbola stejné jako parabola neni uzaviend kfivka, ale na
rozdil od paraboly méa hyperbola dvé vzajemné oddélené ¢asti
— vétve.

Geometricka definice: Hyperbola je mnoZina
bod v roviné, které maji od dvou pevnych bodd E, F
(ohnisek) konstantni rozdil vzdalenosti (brany v absolutni
hodnoté). Tj. obecny bod X hyperboly spliiuje:

|EX] - [FX]|| = F, (1)

kde 0 < k < |EF|. Stejné jako elipsa ma hyperbola dvé osy
symetrie; hlavni osa prochazi ohnisky, vedlejsi osa je osou
usecky E'F', prusecik os je stfed hyperboly S. Body hyper-
boly lezici na hlavni ose jsou vrcholy hyperboly, na obrazku
21 jsou to body A, B. Vzdalenost vrcholu hyperboly od je-
jiho stfedu je hlavni poloosa, budeme ji znacit a, vzdalenost

ohniska od stfedu je excentricita, neboli vystifednost hyperboly, oznacime ji e . Na vedlejsi
ose nelezi zadny bod hyperboly, protoze rozdil vzdélenosti libovolného bodu vedlejsi osy od

2 2

ohnisek je vzdy nula. Nicméné se zavadi vedlejsi poloosa b, pro kterou plati: b2 = e — a2.
Na obrazku 21 je to vzdélenost |C'S| nebo |DS|.
Novinkou v rodiné kuzelosecek jsou asymptoty hyperboly ai, as. Jsou to primky,
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které prochazeji stredem hyperboly a v pfipadé, ze osy hyperboly jsou rovnobézné se sou-
fadnicovymi osami, maji smérnici +b/a. S hyperbolou nemaji zadny spoleény bod. Ptimky,
které rovnéz prochazeji stfedem a maji smérnici z intervalu (—b/a;b/a), protinaji hyperbolu
ve dvou bodech.

Yy
ai
D —
************** X~ 1M
[ e - : /
:b ///// | //
/\///’a | /
E| JA B\ |F T
[ [
l l
s ro
a2
obr. 21

Konstanta k v rovnici (1) je rovna, stejné jako u elipsy, dvojnasobku délky hlavni
poloosy, k = 2a. Je to vidét z obrazku: k = ||FA| — |FA|| = ||FB| — |FA|l = |AB| = 2a. To
znamena, ze body hyperboly vyhovuji rovnici:

|EX|—|FX|| =2a, kde a<e. (2)

a parametry a, b, e splnuji:
e? =a® + b7 (3)

1.4.1 Rovnice hyperboly

Zvolime soustavu soufadnic tak, aby stied hyperboly lezel v pocatku a osy v osach
soustavy soutfadnic. Pak ohniska maji souradnice E[—e;0], F[e;0] a bod hyperboly M x;y]
musi spliiovat rovnici:

= 2a,

’\/(w+e)2+y2—\/(w—e)2+y2

kterou dale upravime do zapamatovatelného tvaru. Nejprve obé strany rovnice umocnime na
druhou a osamostatnime zbylou odmocninu:

—\/($+€)2+y2'\/($—€)2+y2:2a2—$2—y2—62,
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Znovu umocnime, abychom se odmocniny zbavili a posc¢itame:
22(e? — a?) — ay? = a2(e? — a?).

Za zavorku dosadime z rovnice (3) a vydélime sou¢inem a?b?. Ziskdme rovnici hyperboly se

stfedem v pocatku a poloosami a, b ve tvaru:
2 2
T Y
2 E b (4)

Pokud by ohniska lezela na ose y, tj. E[0; —e], F[0;e], dostali bychom pro hyperbolu obdobnou
rovnici, jen by se na pravé strané zmeénilo znaménko:

el (5)

a graf by mohl vypadat tfeba jako na obr.22.

Yy
ai
F M
777777777 /
/
D 7
,,,,,,,,,,,, f
[ [
b /
[ a //\
A ,/ B &
| / |
[ 7 |
[ / [
7 ___ Z___ D
C/
/
/
/
FE
a2
obr. 22

Vrcholy hyperboly jsou nyni body C, D, hlavni poloosa je b = |SC| a vedlejsi poloosa je
a = |AS|. Vztah ¢? = a? + b? plati i tady a rovnice asymptot jsou pro hyperbolu (4) i (5)
stejné.

b b
a1: y=-—-x, ag: y=——=x.

a a
Odsune-li se stied hyperboly do bodu S[m;n], bude mit rovnice hyperboly (pro hlavni osu
rovnobéznou s osou x - obr. 23a) tvar:

2

(z ;2m) S 1, (©)



nebo (pro hlavni osu rovnobéznou s osou y — obr. 23b):

)2 )2
o won? .
a b2
y y
x T
obr. 23a) obr. 23b
Rovnice asymptot jsou nyni: y — n = £—(x — m).
a
Konecné obecna rovnice hyperboly je:
Az’ + By  + Cz+ Dy + E =0, (8)

kde koeficienty A, B jsou oba nenulové a maji rizné znaménka: A - B < 0.

Priklad 1

Hyperbola je dané rovnici: 922 — 4y? + 36z + 24y + 9 = 0. Urcete soufadnice jejich ohnisek
a rovnice asymptot a nacrtnéte obrazek.

Resent
Nejprve zadanou rovnici prevedeme na stiedovy tvar (6)
Yy nebo (7). Ptislusné dvojéleny doplnime na étverec,

9z +2)2?—4(y—32%*=-9, /=9

—3)2
‘F ($+2)2—%:_1
| 3 4
777777 S Z posledni rovnice vyéteme soufadnice stfedu: S[—2;3]

a velikosti poloos a = 1, b = 3/2. Z toho ziskdme rovnice

B asymptot: y = £3(z + 2)/2 + 3. Excentricitu vypocteme
/\ ze vztahu (3):
|
obr. 24 ‘ N 4 27

Soufadnice ohnisek jsou tedy: F[—2;3 —1/13/2], F[-2;3 +/13/2].
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1.4.2 Tecna k hyperbole

v/

I u hyperboly tecna pili vnéjsi tihel pruvodic¢a (spojnic bodu dotyku s ohnisky) s tim,
ze vnéjskem hyperboly se rozumi ta ¢ast roviny ohranic¢end hyperbolou, kterd obsahuje stfed
hyperboly. Rovnici teény v bodé dotyku T'[xg; yo] dostaneme, obdobné jako u ostatnich ku-
zelosecek, z rovnice hyperboly zdménou jednoho = za xy a jednoho y za 9. Pro hyperbolu
popsanou rovnici (6) resp. (7) je rovnice te¢ny:

(x—m)(@o—m) (y—n)(yo—n)

2 72 = +1. (9)
Yy
aj
Q ==
/’/ \ /
//// /
- A
E /A F T
t
as
obr. 25

Bod @ na obr. 25 je soumérné sdruzeny s ohniskem F' podle te¢ny, lezi na primce ET
a jeho vzdalenost od ohniska E je 2a. Podobné vlastnosti mél bod ) soumérné sdruzeny
s ohniskem podle te¢ny u elipsy.

Priklad 2

Hyperbola je dana rovnici:
_9 2 2 2
4 9

Naleznéte tecny hyperboly, které jsou rovnobézné s primkou: 3z — 4y — 14 = 0.

Resend
Vypocet si znacné zjednodusime, budeme-li tlohu fesSit v soustavé soufadnic posunuté do
bodu S[2; —2], tj. provedeme substituci: 2’ = 2 — 2, 3’ = y + 2. Pak rovnice hyperboly prejde
na tvar: o o

T Yy

Z 2 — 1. 2

A 2)

a rovnice piimky na:

32’ — 4y’ = 0.
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(Transformace pfimky ovsem nebyla tfeba, protoze pro feseni tlohy potfebujeme pouze smér-
nici pfimky k = 3/4 a ta se, jak vidno, posunutim soustavy soufadnic neméni.)
Nyni uré¢ime souradnice bodu dotyku. Te¢na k hyperbole

Yy ‘ (2) v bodé dotyku T'[z(; yp] ma rovnici:
|
! t o I,
| o Y¥Y% _
Ty 4 9 L 3)
7 toho 0 .,
! T Lo
= — 1
V= ().
:L_/
takze smérnice tecny je k = —9 a ta se musi rovnat smérnici
0
3 9z
zadané primky k = 1= 4—31(5))
Yo = 370 (4)

Ziskali jsme jednu rovnici pro neznamé z,, y,. Druhou rov-
nici dostaneme z podminky, zZe bod dotyku lezi na hyper-

obr. 26 bole, tzn. Ze jeho soufadnice musi spliiovat rovnici (2)
;2 72
Ty Yo
0 20— _q. 5
i (5)

2 6
Z rovnice (4) dosadime do (5) a uréime xj, = j:—3 a y, = 3z[ = j:—3. Ziskali jsme

souradnice bodi dotyku v posunuté soustavé souradnic. V puvodni soustavé jsou body dotyku
2 6 2 6
Ty |—&=+2;—= — 2] , T [—— + 2; ———= — 2| a teCny maji rovnice:
1 /3 /3 2 V3 /3 y mayj
t1: y=3x—4y —10V3 — 14, ty: y = 3zdy + 10v/3 — 14.

1.4.3 Konstrukce hyperboly

Nakreslime hyperbolu, pro niz zname velikosti poloos a, b, kde a je hlavni poloosa
a b vedlejsi. Zacneme tzv. charakteristickym obdélnikem se stranami 2a, 2b. Jeho uhlopricky
urcuji asymptoty hyperboly, stfednimi pfickami prochéazeji osy hyperboly a stfed obdélnika
je stfedem hyperboly. Ve vrcholech hyperboly A, B sestrojime oskula¢ni kruznice. Jejich
stredy jsou pruiseciky hlavni osy a kolmice k asymptoté vedené vrcholem charakteristického
obdélnika. Na obr. 27 je O; prusecik hlavni osy a primky, kterda je kolmé k asymptoté aq
a prochézi bodem M. Polomér oskula¢ni kruznice je |01 Al.

Dalsi body hyperboly ziskdme na zakladé definice. Na polopfimce AB zvolime pomocny
bod X' tak, aby |AX'| > |AF|. Nyni polozime |[EX| = |[AX'|, |FX| = |BX'|, potom rozdil
||EX| — |FX|| = |AB| = 2a a tedy bod X je bodem hyperboly. Dostaneme jej jako prusecik
kruznic k1 (E; 1 = |AX'|); ko(F'; 9 = |BX'|). Diky symetrii hyperboly takto ziskdme body
dva, zaménime-li ohniska coby stfedy kruznic k;, ks, dostaneme dalsi dva body.
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M ko

ky

O, A E Of X/
X

obr. 27

Mala poznamka nakonec

Vsechny kuzelosecky (s vyjimkou kruznice, pokud nechceme pracovat s nekoneénem) lze scho-

d

obr. 28

e < 1 elipsu (¢ = 0 kruznici).

vat pod jednu definiczi:

kuzZelosecka je mnozina bodu v roviné, které maji
konstantni pomér e vzdélenosti od pevného bodu F
(ohniska) a od pevné pfimky d (zvané fidici — di-
rekéni), kterd neprochazi ohniskem.

Najdeme rovnici spolec¢nou pro vsechny kuzelo-
secky s tim, Ze tentokrat pouzijeme polarni sourad-
nice r, . Polarni osa bude kolmé k fidici pfimce
d a jejl pocatek umistime do ohniska F. Vzdalenost
ohniska od Fidici pfimky oznaéime dy, X|r, ¢] je libo-
volny bod. Jeho vzdélenost od ohniska je |[FX| = r
a od tidici pf;mky je dy = do+ 1 cos . Podle definice

je: ¢ = —  a z toho
) do + 1 cos z
I , kde p = edy,
1 —¢ecosp

coz je hledand rovnice pro vSechny kuzelosecky. Pro
€ > 1 dostaneme hyperbolu, ¢ = 1 da parabolu a

A TO JE PRO DNESEK VSECHNO MILE DETI, DOBROU NOC.
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