SPOJITE MODELY A STATISTIKA 2017
Resené piiklady k 11. cviceni

Priklad. Méjme zaddanu spojitou ndhodnou velicinu X s hustotou pravdépo-
dobnosti fx(x) a distribucni funkci Fx(x). Urcete hustotu pravdépodobnosti
fy(y) a distribucéni funkci Fy(y) transformované ndhodné veli¢iny Y = %,

kde X > 0.

Reseni. Uvédomme si, ze tentokrat je transformace klesajici funkce. Nejprve
ur¢ime distribu¢ni funkci:

Fy(y) =P(Y <y)=P(5x <y)=P(; <X)=1-P(X <) =1-Fx(y).

Nyni derivaci obou stran rovnice ziskame hustotu pravdépodobnosti:

-1 -1

o) = Fy o) = (1= Fx()) = 1) o5 = 15)- | 25 .
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Pozndmka. Obecné pro transformaci Y = g(X), kde g je rostouci nebo kle-

sajici, platil:

Frw) = fxlg7 W) - |(g )]

Priklad. Méjme zadanu spojitou nahodnou velicinu X s pravdépodobnosti
rovnomeérného rozdéli na intervalu (—1,2). Urcete hustotu nahodné veliciny Y
ziskané trasformactY = |X|. Ddle urcete stfedni hodnoty EX a EY a kova-
rianct C(X,Y).

Poznamka. Mtuzeme si naptiklad predstavit, ze generujeme nahodna cisla od
—1 do 2. Nahodna velicina X udava, které cislo se vygenerovalo. Nahodna
velicina Y udava absolutni hodnotu cisla, které se vygenerovalo, tedy jeviim
,vygenerovalo se zy“ a ,vygenerovalo se —z"“ prifadi stejnou c¢iselnou hod-
notu?. Protoze se generuji ¢isla od —1 do 2, pravdépodobnost, ze absolutni
hodnota vygenerovaného ¢isla bude v intervalu (0, 1), bude vyssi nez prav-
dépodobnost, Ze bude v intervalu (1, 2).

1g=1 znaéi inverzi funkci

2P¥ipomeiime, 7e ndhodna veliina je zobrazeni X: Q — R.



Ndpovéda. Muzete vyuzit toho, ze pro stfedni hodnotu trasformované spojité
(obdobné pro diskrétni) ndhodné veli¢iny Y = ¢g(X) plati:

BY = E400) = [ (o) fula)d.

[e.9]

Reseni. Hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni na intervalu (—1, 2)
je zadana nésledovné:

=1 € (-1,2)
)= d(n 3 POt )
fx(@) {0 jinak.

Nejdiive musime urcit distribuc¢ni funkci transformované ndhodné veli¢iny
Y a teprve potom miizeme spocitat jeji hustotu pravdépodobnosti®. Poci-
tejme tedy

Fy(y) =P(Y <y)=P(|X|<y)=P(-y < X <vy)

0 proy <0

_ J2, fx(z)da = Z pro y € (0, 1)
Y fx(@)dz=¥%+1 proye(1,2)
1 pro y > 2

To muzeme ilustrovat nasledujicim obrazkem - pro vypocet Fy (y) inte-
grujeme hustotu fx(z) pfes mnozinu hodnot x takovych, které se zobrazi na
hodnotu mensi nez y, tj. {z | |z| <y} ={z| —y <z <y}.
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Hustotu pravdépodobnosti fy (y) nyni ziskdme jednoduse derivaci Fy (y).
pro y € (0,1)

2
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fy(y) =43 proye(l,2)
0 jinak

3Nemtizeme pouZit vzorecek nahote, protoze transformace neni prosté a na (—1,0) je
klesajici, na (0,2) je rostouci.



Nyni spocitejme stiedni hodnoty £X a EY. Pro vypocet EY nepotiebu-
jeme znat hustotu fy(y), protoze mizeme vyuZit napovédy. Pfi integrovani
|z| rozdélime integral na dva integraly, nebot || = —z prox < 0 a |z| =z
pro x > 0.
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Pro vypocet kovariance jesté potfebujeme spocitat F(X -Y). K tomu opét
vyuzijeme napovéedy.
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Nyni jiz mtzeme spocitat kovarianci

C(X.Y)=E(X-Y) = (EX)-(EY) =g~ 5 = ==,



