IB015 — Sbirka tuloh

Cviceni 7
7.1 N-arni stromy

Priklad 7.1.1 Uvazte typ n-arnich stromii definovany néasledovné:

data NTree a = NNode a [NTree a]
deriving (Show, Read)

Definujte nasledujici:

a) funkci ntreeSize :: NTree a -> Integer, kterd spoCita pocet uzli ve stromé
b) funkci ntreeSum :: Num a => NTree a -> a, kterd secte ohodnoceni vSech uzli stromu
c¢) funkci ntreeMap :: (a -> b) -> NTree a -> NTree b, kterd bere funkci a strom, a

aplikuje danou funkci na hodnotu v kazdém uzlu:

ntreeMap (+1) (NNode O [NNode 1 [], NNode 41 []])
~~* NNode 1 [NNode 2 [], NNode 42 []]

7.2 Akumulacni funkce nad vlastnimi datovymi typy

Priklad 7.2.1 Méjme datovy typ Nat reprezentujici prirozena Cisla:

data Nat = Zero | Succ Nat

Definujte funkci natfold, kterd je tzv. katamorfismem na typu Nat (tj. je funkci, kterda na-
hrazuje vSechny datové konstruktory datového typu, stejné jako je akumulac¢ni funkce foldr
seznamovym katamorfismem).

natfold :: (a -> a) -> a -> Nat -> a

Priklady zamysleného pouziti funkce nfold:

1. Funkce natfold (Succ . Succ) Zero :: Nat -> Nat ,zdvojnasobuje“ hodnotu typu
Nat.

2. Funkce natfold (1+) 0 :: Nat -> Int prevadi hodnotu typu Nat do celych ¢isel typu
Int.

Priklad 7.2.2 Vasi ulohou je implementovat funkce dle zadanych specifikaci s pouzitim funkce
treeFold zadané nize. Pozadovany typ funkce je vzdy uveden. Jestli loha netika jinak, feseni
by mélo byt bez formalnich parametri, tedy v nasledujicim tvaru:

functionName = treeFold (function) (term)
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Na poradi zpracovavani jednotlivych uzlii nezalezi, idedlné vSak zpracujte vzdy nejdiive levy
podstrom, pak samotny vrchol a na zavér pravy podstrom (v nékterych podilohéch se bude
vysledek lisit dle potradi zpracovavani).

Ulohy feste pro binarni stromy typu BinTree a pouZivané na cviceni. Jejich definice spolu s
definici ,foldovaci® funkce treeFold jsou pro tplnost uvedené nize. Naleznete je také v souboru
07_treeFold.hs v ISu a v ptiloze shirky.

data BinTree a = Empty
| Node a (BinTree a) (BinTree a)
deriving Show
treeFold :: (a => b -> b -> b) -> b -> BinTree a -> b
treeFold f e Empty = e
treeFold f e (Node v 1 r) = f v (treeFold f e 1) (treeFold f e r)

Ke vétsiné tloh je dostupny i ukazkovy vysledek na predem zvoleném stromé (slouzi jako
ilustrace, co zadani vlastné pozaduje). Kvuli pfehlednosti jsou ukazkové stromy pojmenované
a jejich uplny tvar najdete az za posledni podilohou.

a) Funkce treeSum vrati soucet ¢isel ve vsech uzlech zadaného stromu.

treeSum :: Num a => BinTree a -> a
treeSum treel0l ~* 16

b) Funkce treeProduct vrati soucin ¢isel ve vSech uzlech zadaného stromu.

treeProduct :: Num a => BinTree a -> a
treeProduct treeOl ~~* 120

¢) Funkce treeOr vrati True, jestli se v zadaném stromé nachézi alespon jedenkrat hodnota
True, jinak vrati False.

tree0r :: BinTree Bool -> Bool
treelr tree05 ~~* True

d) Funkce treeSize vrati pocet uzli v zadaném stromé.

treeSize :: BinTree a -> Int
treeSize treell ~~* 6
treeSize tree06 ~~* 5

e) Funkce treeHeight vrati vysku zadaného stromu (pozndmka: prazdny strom ma vysku
0, jednouzlovy strom mé vysku 1).

treeHeight :: BinTree a -> Int
treeHeight tree03 ~»* 2
treeHeight tree0l ~»* 3

f) Funkce treeList vrati seznam hodnot ze vSech uzli. Nejdiive uvedte hodnoty z levého
podstromu, pak hodnotu v uzlu a nasledné hodnoty z pravého podstromu (tzv. inorder
prochézeni stromu).

treelist :: BinTree a -> [a]
treelist tree0l ~* [5,3,2,1,4,1]
treeList tree02 ~~* ["A","B","C","D","E"]
g) Funkce treeConcat vrati zfetézeni hodnot ze vSech uzli.
treeConcat :: BinTree [a] -> [a]
treeConcat tree02 ~~* "ABCDE"
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h)

Funkce treeMax vrati maximalni hodnotu ze vsech hodnot v uzlech. Hodnoty musi byt z
typové tridy Ord a Bounded (poznamka: zkuste funkce minBound a maxBound). Upozor-
néni: Stromy, které budete pouzivat na vyhodnocovani méjte explicitné otypovany, jinak
muzete narazit na problém pti kompilaci (divod je ponékud sloZitéjsi).

treeMax :: (Ord a, Bounded a) => BinTree a -> a

treeMax treeOl ~~* 5

treeMax tree03 ~~* (3,3)

Funkce treeFlip vrati zadany strom, avSak kazda jeho prava vétev bude vyménéna s
prislusnou levou vétvi.

treeFlip :: BinTree a -> BinTree a
treeFlip tree0l ~»* Node 2 (Node 4 (Node 1 Empty Empty)
(Node 1 Empty Empty))
(Node 3 Empty (Node 5 Empty Empty))
treeConcat (treeFlip tree02) ~»* "EDCBA"
Funkce treeld vrati zadany strom v nezménéné podobé (Pozor! Stale vyzadujeme pouziti
funkce treeFold!).

treeld :: BinTree a -> BinTree a
treeld tree05 ~~* tree05

Funkce rightMostBranch vrati seznam hodnot nejpravéjsi vétve zadaného stromu (v
nejpravéjsi vétvi nikdy ,nezatacime doleva®).

rightMostBranch :: BinTree a -> [a]

rightMostBranch treeOl ~~* [2,4,1]

rightMostBranch tree02 ~»* ["C","E"]

Funkce treeRoot vrati korenovy prvek zadaného stromu. Jestli je strom prazdny, program
havaruje (pozndmka: muzete pouzit hodnotu undefined).

treeRoot :: BinTree a -> a

treeRoot treell ~~* 2

Funkce treeNull zjisti, jestli je zadany strom prazdny (podobd se funkci null pro se-
znamy).

treeNull :: BinTree a -> Bool

treeNull treeOl ~~* False

treeNull tree04 ~~* True

Funkce leavesCount vrati pocet listi v zadaném stromé (list je kazdy uzel, ktery nema
potomky).

leavesCount :: BinTree a -> Int

leavesCount tree0Ol ~~* 3

leavesCount tree04 ~~* 0

Funkce leavesList vrati seznam hodnot z listd zadaného stromu. Preferované poradi
listd v seznamu je zleva doprava.

leavesList :: BinTree a -> [a]
leavesList treeOl1 ~* [5,1,1]
leavesList tree02 ~* ["B","D"]

Funkce treeMap aplikuje zadanou funkci na hodnotu v kazdém uzlu zadaného stromu

(poznamka: funkce pracuje podobné jako map na seznamech). Vyslednd funkce mize mit
jeden formélni parametr.
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treeMap :: (a -> b) -> BinTree a -> BinTree b
treeSum (treeMap (+1) tree0l) ~~* 22
q) Funkce treeAny zjisti, jestli alespon jedna hodnota v zadaném stromé spliuje zadany
predikdt (tedy se na ném vyhodnoti na True). Vysledna funkce mize mit jeden formalni
parametr.
treeAny :: (a -> Bool) -> BinTree a -> Bool
treeAny (==10) treeOl ~~* False
treeAny even treeOl ~»* True
treeAny null tree02 ~~* False

r) Funkce treePair zjisti, jestli je v kazdém uzlu stromu prvni slozka usporddané dvojice
rovna druhé slozce této dvojice.
treePair :: Eq a => BinTree (a,a) -> Bool
treePair tree03 ~~* False

s) Funkce subtreeSums vlozi do kazdého uzlu zadaného stromu soucet vsech uzli podstromu
urcené¢ho timto uzlem.

subtreeSums :: Num a => BinTree a -> BinTree a
subtreeSums tree0l ~»* Node 16 (Node 8 (Node 5 Empty Empty) Empty)
(Node 6 (Node 1 Empty Empty)
(Node 1 Empty Empty))

t) Funkce findPredicates vezme 2 argumenty: zékladni hodnotu a strom, ktery ma v kaz-
dém uzlu usporadanou dvojici tvofenou identifikacnim® &slem a predikétem. Ulohou je
vratit seznam ¢isel odpovidajicich predikattim, které se na dané zakladni hodnoté vyhod-
noti na True. Vysledna funkce mtize mit jeden formalni parametr.
findPredicates :: a -> BinTree (Int, a -> Bool) -> [Int]
findPredicates 3 tree06 ~* [1,3,4]
findPredicates 6 tree06 ~~* [0,4]

Ukazkové stromy:
tree0l :: BinTree Int
tree0l = Node 2 (Node 3 (Node 5 Empty Empty) Empty)
(Node 4 (Node 1 Empty Empty) (Node 1 Empty Empty))

tree02 :: BinTree String
tree02 = Node "C" (Node "A" Empty (Node "B" Empty Empty))
(Node "E" (Node "D" Empty Empty) Empty)

tree03 :: BinTree (Int,Int)

tree03 = Node (3,3) (Node (2,1) Empty Empty)
(Node (1,1) Empty Empty)

tree04 :: BinTree a

tree04 = Empty

tree05 :: BinTree Bool
tree05 = Node False (Node False Empty (Node True Empty Empty))
(Node False Empty Empty)

4
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tree06 :: BinTree (Int, Int -> Bool)

tree06 = Node (0,even) (Node (1,odd) (Node (2,(== 1)) Empty Empty) Empty)
(Node (3,(< 5)) Empty (Node (4,((== 0) . mod 12))
Empty Empty))

Priklad 7.2.3 Uvazte datovy typ NTree a definovany nize a nad nim definovanou funkci
ntreeFold:

data NTree a = NNode a [NTree al

deriving (Show, Read)
ntreeFold :: (a -> [b] -> b) -> NTree a -> b
ntreeFold f (NNode v ts) = f v (map (ntreeFold f) ts)

S pomoci této funkce (tedy ve tvaru foo = ntreeFold ...) definujte nasledujici funkce:

a) ntreeSize :: NTree a -> Integer, kterd spocita pocet uzlu ve stromé

b) ntreeMax :: Ord a => NTree a -> a, kterd spoc¢itd maximum z ohodnoceni daného
stromu

c) ntreeDepth :: NTree a -> Integer, kterd spocitd hloubku stromu (pocet uzli na nejdelsi
cesté z korene do listu)

d) ntreeMap :: (a -> b) -> NTree a -> NTree b, kterd na hodnoceni kazdého uzlu ve

svém druhém parametru aplikuje funkci, ktera je jejim prvnim parametrem:

ntreeMap (+1) (NNode O [NNode 1 [], NNode 41 [1])
~+* NNode 1 [NNode 2 [], NNode 42 [1]

7.3 Slozitéjsi priklady

Priklad 7.3.1 Vasi tlohou je napsat program na feseni Hanojskych vézi. Tento matematicky
hlavolam vypada nasledovné: Mame t¥i koliky (véze), ocislujme si je 1, 2, 3. Na zac¢atku mame
na koliku 1 vSech N diski (N > 1) s riznymi poloméry postavenych tak, ze nejvétsi disk je
naspodu a nejmensi navrchu. Vasi tlohou je premistit disky na kolik 2 tak, aby byly stejné
sefazené. Béhem celého procesu vSak musime dodrzet 3 pravidla:

o Disky premisfujeme po tazich po jednom.

o Tah spociva v tom, ze vezmeme kotoué, ktery je na vrcholu nékteré véze a polozime ho
na vrchol jiné véze.

o Je zakazano polozit vétsi kotou¢ na mensi.

Napiste funkci, kterda dostane pocet diskti, ¢islo koliku, na kterém se na zacatku disky nachazi,
a Cislo koliku, kam je chceme presunout. Funkce vrati seznam usporadanych dvojic (a,b) —
taht, kde a je ¢islo koliku, ze kterého jsme presunuli vrchni disk na kolik b. Tedy napriklad
hanoi 3 1 2 vrati [(1,2),(1,3),(2,3),(1,2),(3,1),(3,2),(1,2)].
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Priklad 7.3.2 Dokazte, ze funkce ($) . ($)

($) predstavuje pro libovolny konecny

pocet ($) vzdy tu stejnou funkci. Zkuste intuitivné argumentovat, pro¢ tomu tak je.

Priklad 7.3.3 Z funkci nachézejicich se v modulu Prelude vytvorte bez pouziti podminéné
konstrukce (if) funkci if' spliiujici if' b x y = if b then x else y

Priklad 7.3.4 Zkuste prepsat nasledujici vyraz pomoci intensionalnich seznamt a funkci
pracujicich se seznamy:

if condl then vall else if cond2 then val2 else ...

Priklad 7.3.5 Co nejpresnéji popiste, co délaji nasledujici funkce.

a) \s -> zipWith id (map map [even, (/=0)
b) \abt->(at, bt)) (uncurry (flip const)) (uncurry const))

C

)

let gk 0=k 1
gkn=g (k. (@¥)) (n - 1)
in f =g id

d) f n = foldr (\k -> concat . replicate k) [0] [n,n - 1..1]

e

)

skipping = skip' id where

{skip' £ [x] = [f [1]; skip' f (x:xs) = f xs : skip' (f .

let £
g

in f

I
o

: zipWith (+) f g
: zipWith (+) (repeat 2) g}

I
'_\

g) boolseqs = []:[b:bs | bs <- boolsegs, b <- [False, Truel]

h

Priklad 7.3.6 Napiste funkci find ::

)

let f

g
in f

Il
[
-

: zipWith (+) (tail g) g
: zipWith (+) (tail f) f

I
[
-

else val_default

. flip mod 7]) (repeat s)

(x:)) xs}

[String] -> String -> [String], kterd vrati vSechny

retézce ze seznamu v prvnim argumentu, které jsou podretézcem fetézce v druhém argumentu.
Predpokladejte, ze vsechny fetézce v prvnim argumentu jsou neprazdné. Priklad:

find [nau ubu "C" "d"] "acegi" s ¥ [nau "C"]

flnd [I|1l| H22I| I|321ll l1111|l Il32211|l]

ll32211ll '\/‘)* [Hlll’ l1221|, I|32211|l]

Priklad 7.3.7 Které z nasledujicich funkci neni mozno v Haskellu definovat (uvazujte standard

Haskell98)?
a) f x =x x
b) f=\x > Ny >x- (\x>x*xx+2)y)
c) £ k = tail . tail . ... . tail (funkce se opakuje k-krat)
d) f k = head . head . ... . head (funkce se opakuje k-krat)
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Priklad 7.3.8 Me¢jme dany vyrazy x, 7y, které maji kompatibilni typ (lze je tedy unifikovat).
Navrhnéte novy vyraz, ktery bez pouziti explicitniho otypovani vynuti, aby x, y mély stejny
typ. Zkuste najit vice Teseni.

Priklad 7.3.9 Doplite do vyrazu foldr £ [1,1] (replicate 8 ()) vhodnou funkci misto
f tak, aby se tento vyraz vyhodnotil na prvnich deset Fibonacciho ¢isel v klesajicim poradi.

Priklad 7.3.10 Urcete typ funkce unfold definované nize.
unfold p h t x = if p x then [] else h x : unfold p h t (t x)

Tato funkce intuitivné funguje jako seznamovy anamorfismus (opak seznamového katamor-
fismu foldr). Tedy zatimco katamorfismus zpracovava prvky seznamu a vygeneruje hodnotu,
anamorfismus na zakladé nékolika danych hodnot seznam vytvari.

Pomoci funkce unfold definujte nasledujici funkce:

a) map

b) filter

c) foldr

d) iterate

e) repeat

f) replicate

g) take

h) list_id (tj. id :: [a] -> [a])
i) enumFrom

j) enumFromTo

Nejvice vnéjsi funkei by méla byt funkce unfold.

Piiklad 7.3.11 Popiste mnozinu funkei {doty, | K > 1}, kde dot, = (.) (.) ... (.) (k-krét).
Pomticka: P1i zjistovani vlastnosti funkce dot; je mozné vyuzit zjisténé vlastnosti funkce doty_;.
Priklad 7.3.12 Je mozné jen s pomoci funkce id a aplikace vytvorit nekoneéné mnoho

ruznych funkci? A pomoci funkce const? (Pfipomindme, ze skldadani je funkce a nemizete ji
tedy pouzit!)

Piiklad 7.3.13 Najdéte vSechny plné definované konecné seznamy s (tj. pro kazdy jejich
prvek plati, ze jej 1ze v konecném Case vyhodnotit), pro které plati:
Vi ::t->t.Vp :: t ->Bool. filter p (map f s) =map f (filter p s)

Uvazujte, ze £, p jsou plné definované pro kazdy argument.
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Reseni

ResSeni 7.1.1

ntreeSize :: NTree a -> Integer
ntreeSize (NNode _ subtrees) = 1 + sum (map ntreeSize subtrees)

ntreeSum :: Num a => NTree a -> a
ntreeSum (NNode v subtrees) = v + sum (map ntreeSum subtrees)

ntreeMap :: (a -> b) -> NTree a -> NTree b
ntreeMap f (NNode v subtrees) = NNode (f v) (map (ntreeMap f) subtrees)

ReSeni 7.2.1 Nejprve je tieba premyslet si, jak by takova funkce intuitivné méla fungovat.
Katamorfismus je obecné funkce na strukture, kterda nahrazuje konstruktory této struktury
funkcemi, a ve vysledku umozni vyhodnoceni nebo jeji ,kolaps* na jedinou hodnotu. Datovy
typ Nat ma konstruktory Zero :: Nat a Succ :: Nat -> Nat. Nasim cilem je pfevod hodnoty
tohoto typu na néjakou hodnotu, obecné typu a. Katamorfismus na hodnotach daného typu
je definovan funkcemi, které nahrazuji jeho datové konstruktory funkcemi stejné arity, jejichz
vysledna hodnota je typu a, a v misté, kde ma konstruktor argument pivodniho typu (v tomto
ptipadé tedy Nat), uvedeme a.

S témito znalostmi se tedy podivejme na typ Nat. Zero nahradime nuldrni funkci, tedy hodnotou
typu a. Succ zas nahradime unarni funkci s typem a -> a. Kdyz definujeme tuto transformaci
jako funkci, musime ji definovat po c¢astech pro jednotlivé datové konstruktory. V téle pak
pouzijeme dodané funkce a rekurzivné volame natfold:

natfold :: (a -> a) -> a -> Nat -> a

natfold s z Zero =2z

natfold s z (Succ x) s (nfold s z x)

Pokud bychom fixovali parametry s a z, lze 1épe vidét, jak katamorfismus na Nat pracuje:

natfoldsz :: Nat -> a
natfoldsz Zero =z
natfoldsz (Succ x) = s (nfoldsz x)

ReSeni 7.2.2

a)

treeSum :: Num a => BinTree a -> a

treeSum = treeFold (\v1 r ->v + 1+ 1) 0
b)

treeProduct :: Num a => BinTree a -> a

treeProduct = treeFold (\v 1 r > v *x 1 x r) 1

tree0Or :: BinTree Bool -> Bool
tree0r = treeFold (\v 1 r -=> v || 1 || r) False
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d)

treeSize :: BinTree a -> Int
treeSize = treeFold (\_ 1 r > 1+1+ 1) 0

treeHeight :: BinTree a -> Int
treeHeight = treeFold (\_ 1 r -> 1 +max 1 r) O

treelist :: BinTree a -> [a]
treelist = treeFold (\v 1 r > 1 ++ [v] ++ r) []

treeConcat :: BinTree [a] -> [a]
treeConcat = treeFold (\v 1 r -> 1 ++ v ++ r) []

treeMax :: (Ord a, Bounded a) => BinTree a -> a
treeMax = treeFold (\v 1 r -> maximum [v,l,r]) minBound

treeFlip :: BinTree a -> BinTree a
treeFlip = treeFold (\v 1 r -> Node v r 1) Empty

treeld :: BinTree a —-> BinTree a
treeld = treeFold (\v 1 r -> Node v 1 r) Empty
treeld' = treeFold Node Empty

rightMostBranch :: BinTree a -> [a]
rightMostBranch = treeFold (\v 1 r -> v:r) []

treeRoot :: BinTree a -> a

treeRoot = treeFold (\v 1 r -> v) undefined
treeRoot' = treeFold (const . const) undefined
treeNull :: BinTree a -> Bool

treeNull = treeFold (\v 1 r -> False) True

leavesCount :: BinTree a -> Int
leavesCount = treeFold (\v 1 r -> if 1 + r == 0 then 1 else 1 + r) O

leavesList :: BinTree a -> [a]
leavesList = treeFold (\v 1 r -> if null 1 && null r then [v]
else 1 ++ r) []

treeMap :: (a -> b) -> BinTree a -> BinTree b
treeMap f = treeFold (\v 1 r -> Node (f v) 1 r) Empty
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q)

treeMap' f = treeFold (\v -> Node (f v)) Empty
treeMap'' f = treeFold (Node . f) Empty

treeAny :: (a -> Bool) -> BinTree a -> Bool
treeAny p = treeFold (\v1 r ->p v || 1 || r) False
treeAny' p = treeFold (\v 1 r -> or [p v, 1, r]) False

treePair :: Eq a => BinTree (a,a) -> Bool
treePair = treeFold (\(x,y) 1 r -> x ==y && 1 && r) True

subtreeSums :: Num a => BinTree a -> BinTree a
subtreeSums = treeFold (\v 1 r -> Node (v + root 1 + root r) 1 r) Empty
where root (Node v 1 r) =v
root Empty = 0

findPredicates :: a -> BinTree (Int, a -> Bool) —-> [Int]
findPredicates x = treeFold (\(n,v) 1 r -> if v x then 1 ++ [n] ++ r
else 1 ++ r) []

ResSeni 7.2.3

ntreeSize :: NTree a -> Integer
ntreeSize = ntreeFold (\_ szs -> 1 + sum szs)

ntreeMax :: Ord a => NTree a -> a
ntreeMax = ntreeFold (\v vs -> maximum (v:vs))

ntreeDepth :: NTree a -> Integer
ntreeDepth = ntreeFold (\_ ms -> 1 + maximum (O:ms))

ntreeMap :: (a -> b) -> NTree a -> NTree b
ntreeMap f = ntreeFold (\v ts -> NNode (f v) ts)

Reseni 7.3.1

hanoi ::

Int -> Int -> Int -> [(Int,Int)]

hanoi 1 source dest = [(source, dest)]

hanoi n source dest

(hanoi (n-1) source (6 - source - dest)) ++
(hanoi 1 source dest) ++
(hanoi (n-1) (6 - source - dest) dest)

ReSeni 7.3.2 Budeme postupovat matematickou indukei. Hledanym tvrzenim je, Ze tyto
funkce jsou ekvivalentni ($). Baze indukce je zfejméa. Necht dollar, je funkce s n vyskyty ($).

10
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Pfedpokladejme, Ze dollar ,, = ($). Pak dollar(,41) = ($) . dollar , = ($) . (3$) astaci
tedy dokazat () = ($) . ($). Mame

$ . @®=\x>@F (B D=\xy > 0 $y=\xy > U 2 y= ().

Intuitivné, operator ($) funguje jako identita na unarnich funkcich, a tedy slozeni identit je
logicky opét identita.

ResSeni 7.3.3

if' :: Bool -> a -> a -> a

if' cond th el = [el, th] !! fromEnum cond

nebo také

if' :: Bool > a -> a -> a

if' True t £ =+t

if' False t £ = £

Reseni 7.3.4

head $ [ vall | condl ] ++ [ val2 | cond2 ] ++ ... ++ [ val _default ]

Reseni 7.3.5

a) Lze nahlédnout, Ze ve vyrazu zipWith id x y musi byt x a y seznamy. Sémantiku lze
nejsnaze priblizit prikladem:
zipWith id [f, g, h] [x, y, z] ~ [f x, gy, h Z]
Prvni seznamovy argument lze upravit nasledovné:

map map [even, (/=0) . flip mod 7]
~» [map even, map ((/=0) . flip mod 7)]
Protoze tento seznam ma dva prvky a v druhém seznamovém argumentu je pouzit repeat,
vysledek aplikace zipWith bude mit vzdy dva prvky. Tedy vyraz ze zadani miizeme na
zakladé téchto znalosti upravit na néasledovny ekvivalentni vyraz:
\s -> [map even s, map (/=0) . flip mod 7) s]
Ted vidime, ze vzhledem na fakt even :: Integral a => a -> Boolamod :: Integral
a => a -> a -> a je typ naseho vyrazu Integral a => [a] -> [[Bool]]. Slovné po-
psano, nas vyraz vraci pro seznam celych ¢isel seznam, kterého prvnim prvkem je seznam
indikujici paritu vstupniho seznamu a druhym prvkem je seznam indikujici jestli davaji
prvky vstupniho seznamu nenulovy zbytek po déleni sedmi:
f [1..10] ~* [[False,True,False,True,False,True,False,True,False,True]l,
[True,True,True,True,True,True,False,True, True, True]]

b) Vyraz predstavuje funkci, kterd se v knihovné nazyvé swap.
uncurry (flip const) = snd, uncurry const = fst
\t -> (snd t, fst t)
\(a, b) > (b, a)

11
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c)

Funkce f vraci faktoridl svého argumentu: Prvni argument funkce g slouzi jako akumula-
tor, do kterého se postupné vytvari slozeni funkci (n*) pro vSechny n mezi 1 a hodnotou
argumentu funkce £. Na zaveér se tato nasobici funkce aplikuje na jednicku:
f0~»gidO ~ id 1 ~ 1

~ gid 1l ~ g (dd . (1%)) 0 ~» (id . (x1)) 1 ~"1 % 1

~ g id 2~ g (dd . (2%)) 1~ g (dd . (2%) . (1%)) 0~"2 x 1 x 1
~ g id 3~ g (id . (3%¥)) 2 ~ g (id . (B%) . (2%¥)) 1 ~»

g (id . (3%) . (2%) . (1%)) 0O ~*3 * 2 * 1 * 1

Hh Hh Hh
W N -

\k -> concat . replicate k =\k x -> concat (replicate k x) Oznacme si prvni
argument funkce foldr pro snazsi manipulaci jako corep. Pti vyhodnocovani budeme pro
lepsi nazornost postupovat striktni vyhodnocovaci strategii, tj. od nejvnitinéjsich volani
funkci. Pak dostavame nasledovné vyrazy:
f 0 ~ [0]
f 1 ~» foldr corep [0] [1] ~»* [0]
f 2 ~» foldr corep [0] [2,1] ~~» corep 2 (foldr corep [0] [1]) ~~*
corep 2 [0] ~~* [0,0]
f 3 ~» foldr corep [0] [3,2,1] ~» corep 3 (foldr corep [0,0] [2]) ~*
corep 3 [0,0] ~* [0,0,0,0,0,0]

Na zakladé fungovani funkce si lze vSimnout, Ze f generuje pro argument n seznam s n!
prvky 0.
skipping [1,2,3,4] ~ [[2,3,4], [1,3,4], [1,2,4], [1,2,3]]

Nejprve se podivame na funkci g, jelikoz nezavisi na f.
g = [1,3..]
Nésledné

f =0 : zipWith (+) £ [1,3..]

filn=g!l (-1 +f!1 (n-1)=2%xn-1+Ff1!! (@-1)

Odsud se pomoci indukce d& dokazat £ == map (72) [0..], tedy £ je seznam druhych
mocnin nezapornych celych cisel.

Prohledévanim BF'S (Breadth-first search) generuje vSechny koneéné seznamy typu [Bool]:
[[], [Falsel, [Truel, [False, Falsel], [True, False], ...]

pricemz ke kazdému seznamu vytvori dva nové tak, ze na zacatek jednoho pripoji False
a na zacatek druhého True. Seznam generuje jako frontu.

Definice funkci £ a g jsou az na zdménu f a g totozné. Cely vyraz tedy mizeme prepsat
do tvaru f = 1 : 1 : zipWith (+) (tail f) f in f, coz predstavuje seznam Fibo-
nacciho c¢isel.

ReSeni 7.3.6

find 1 s = [p | p<-1, or (map (\x -> p == zipWith const x p) (suffixes s))]
where

suffixes "" = []
suffixes (x:s8) = (x:s8) : suffixes s

Reseni 7.3.7

12
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a) Nelze, funkce neni otypovatelnd. Argument x musi mit néjaky typ, reknéme a. Z pravé
strany dostavame specializaci x = al -> a2. Funkci typu al -> a2 vSak muzeme apli-
kovat pouze na argument typu al. AvSak jejim argumentem je opét x s typem al -> a2.
Dostavame tedy al = al -> a2 coz predstavuje tzv. nekonecny typ. Tato funkce tedy
neni otypovatelna, potazmo ji nelze definovat.

b) Lze, vyraz je mozné prepsat do tvaru \x y -> x = (\x -> x * x + 2) y. Prekryvani
formélniho argumentu x ve vnitini A-abstrakci je povolené — hodnota x v sou¢inu bude
dand nejvnitinéjsi (nejblizsi) A-abstrakei.

¢) Lze, funkci je mozné zapsat jako f k = foldr (.) id (replicate k tail) nebo taky
f = drop

d) Nelze, funkce £ musi mit jednoznacény typ. Pro funkci v zadéani by platilo
f1:: [a] >a
f2:: [[a]l]l] > a
f3:: [[[a]]] > a

coz jsou nekompatibilni typy.

ReSeni 7.3.8

unusedl = [x, y]

unused2 = if True then x else y
unused3 1 = x; unused3 2 =y
unused4 = y “asTypeOf”~ x

ReSeni 7.3.9 f = \_ (x:y:s) => (x +y) : (x:y:8)

ReSeni 7.3.10 Parametr p predstavuje zastavovaci podminku, parametr h modifikaci prvki
predavanych ,na vystup*, parametr t modifikaci seznamu, na kterém se bude déle pracovat, a
parametr x inicidlni hodnotu fidici béh unfold. Celkovy typ je nasledovny:

unfold :: (a -> Bool) -> (a -=> b) -> (a -> a) -> a -> [b]

a) map f = unfold null (f . head) tail
b) Nelze tak, aby funkce unfold byla nejvice vnéjsi funkei.

filter p s = unfold null head (dropWhile (not . even) . tail)
. dropWhile (not . even)
) Neni mozno, vystupem unfold je vzdy seznam.
) iterate = unfold (const False) id
e) repeat = unfold (const False) id id
) replicate n x = ((==0) . fst) snd (\(n,x) -> (pred n,x)) (n,x)
)

take n x = unfold ((==0) . fst) (head . snd)
(\(n,s) —> (n-1, tail s)) (n,x)

h) list_id = unfold null head tail
i) enumFrom = unfold (const False) head succ
j) enumFromTo m n = unfold (>n) head succ m

13
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ReSeni 7.3.11 Mnozina je tvorena funkcemi doty,dots, ..., doty a plati dot,,, = dot, pro
n > 6.

dot 1 =\abc->a (bc)

dot 2=\abcd->ab (cd

dot 3=\abcd->a((cd

dot 4 =\abcde->abec (de)
dot 5=\abcd->a (b (cd)

dot 6 =\abcde->a((bc) (de)
dot 7=\abcde->ab (cde)
dot 8=\abcde->a((cde)
dot 9=\abcdef->abcd (e f)

ReSeni 7.3.12 Pouze pomoci id to mozné neni. Kazdy vyskyt id se mize piepsat podle
definice na hodnotu jejiho argumentu a jelikoz jedina pouzita hodnota je id, vysledkem je vzdy
funkce id.

Pomoci funkce const to vsak je mozné udélat. Napriklad funkce

const

const const

const (const const)

const (const (const const))

jsou ekvivalentni funkcim

\x1l x2 -> x1

\x1 x2 x3 -> x2

\x1 x2 x3 x4 —> x3
\x1 x2 x3 x4 x5 —> x4

coz jsou zjevné navzajem ruzné funkce a je jich nekoneéné mnoho.

ReSeni 7.3.13 UvaZujme, Ze FeSenim jsou seznamy s typu s :: [t]. Nechf |t| pfedstavuje
pocet plné definovanych hodnot typu t. Rozeberme moznosti:

e Itl =0
Vzhledem na to, Ze neexistuje zadna plné definovand hodnota tohoto typu, jedinym sezna-
mem, ktery za téchto podminek bereme do tvahy, je [] a pro néj plati zadana podminka
trivialné.
e Itl =1
Nutné f = id, odkudmap f = map id = id, tedy podminka plati po kazdy seznam typu
[t].
e |t] > 1 Rozeberme nékolik pripadii podle obsahu seznamu s:
—s =[]
Podminka plati trivialné.
— s obsahuje pouze prvky a :: t
Nechf b je hodnota typu t, jind nez a. Uvazme dale funkce £ = const b ap =

14
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(b /=). Pro tento vybér podminka neplati, protoze filter p (map f s) = [] #

map f (filter p s) = map f s.
— s obsahuje alespon dva riazné prvky a, b :: t
Uvazme funkce £ = const aap = (a/=). Pro tento vybér podminka neplati, pro-

toze filter p (map f s) = [] Zmap f (filter p s)
Zaver: Dané tvrzeni plati pouze pro prazdné seznamy libovolného typu a pro libovolné seznamy

typu [O)] nebo typu izomorfniho.
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