
1 Cvičenie 2

Na predchádzajúcom cvičeńı sme definovali náš výpočetný model (while pro-
gramy) a skúmali jeho sémantiku. Na to aby sme mohli kombinovať rôzne pro-
gramy sme použ́ıvali syntaktické operácie. Jedna nevýhoda tohoto pŕıstupu je,
že nás obmedzuje iba na programy ktoré sme už naṕısali. Druhá nevýhoda je, že
takýto pŕıstup vždy viaže implicitne dohromady program a sémantickú funkciu.
Z ȟladiska vyč́ıslitělnosti nás často krát nezauj́ıma ako vyzerá konkrétny pro-
gram ktorý nejakú funkciu poč́ıta, len to, že existuje.

Prvým krokom k tomu, aby sme tieto beriéry odstránili je zavedenie pojmu
vyč́ıslitělná funkcia. Vyč́ıslitělná funkcia je taká funkcia, ktorá je sémantickou
funkciou nejakého programu. Inak povedané, ak je funkcia vyč́ıslitělná, existuje
nejaký program ktorý ju poč́ıta. Môžeme si dokonca všimnúť že takýchto pro-
gramov bude nekonečne věla (stač́ı pridávať rôzne množstvo nič nerobiacich
inštrukcíı). Je dôležité mať na pamäti že stále ide obecne o parciálne funkcie,
keďže programy môžu cyklǐt.

Pŕıklad: Uvažujme funkciu α ktorá pre vstup k vracia 1 ak desatinný rozvoj
č́ısla π obsahuje aspoň k po sebe idúcich č́ıslic 5 a 0 inak. Teda napr. ak by
sa v rozvoji π niekde nachádzala postupnosť 3.14 . . . 42555502 . . ., tak α(4) = 1.
Je takáto funkcia vyč́ıslitělná?

Áno, takáto funkcia je vyč́ıslitělná. Buď existuje nejaká konštanta l taká
že desatinný rozvoj π obsahuje postupnosť č́ıslic 5 dlžký l, ale už neobsahuje
žiadnu dlhšiu postupnosť, alebo takáto konštanta neexistuje (teda desatinný

rozvoj obsahuje postupnosti stále väčšej a väčšej d́lžky, bez obmedzenia). Pokiǎl
l neexistuje, α je konštantná funkcia ktorá vždy vracia 1 a teda je vyč́ıslitělná.
Pokiǎl l existuje, α je tiež vyč́ıslitělná bez oȟladu na hodnotu l, keďže vracia 1
pre k ≤ l a 0 pre k > l.

Samozrejme, zistǐt či l existuje alebo nie je ťažký problém ktorý pre π nemuśı
byť nutne riešitělný. Nevieme teda ktorý program je korektnou implementáciou
funkcie α. Vieme ale že jeden z hore uvedených programov určite α implemen-
tuje korektne, teda α je vyč́ıslitělná.

1.1 Numerácie

Aby sme sa mohli odvolávať na vyč́ıslitělné funkcie v našich while programoch,
potrebujeme nejak zakódovať vyč́ıslitělnú funkciu do č́ıslenej hodnoty s ktorou
môžeme ďalej pracovať vo while programe. Za týmto účelom bude slúžǐt tzv.
numerácia.

Numerácia nejakej množinyA je (väčšinou totálna) surjekt́ıvna funkcia numA :
N → A. Teda pre každý prvok a ∈ A existuje aspoň jeden index i ∈ N t.ž.
numA(i) = a. Potom hovoŕıme že i je indexom a (index nie je jednoznačný,
každé a môže mať viacero indexov, ale vždy muśı mať aspoň jeden). Obecne nie
je nutné aby bola numerácia vyč́ıslitělná, ale väčšinou je to nutné aby sa dala
na niečo ďalej aj použǐt.

Pŕıklad Označme P ako množinu všetkých prvoč́ısel. Funkcia
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numP(i) =

{
i i je prvoč́ıslo

3 inak

je numeráciou množiny P. Každé prvoč́ıslo má aspoň jeden index (seba samého),
pričom prvoč́ıslo 3 ich má dokonca nekončene věla (seba samého a všetky neprvoč́ısla).
Takáto numerácia je aj vyč́ıslitělná, keďže test na prvoč́ıslenosť nie je problém
implementovať ako while program.

Na prednáške bola potom zavedená numerácia všetkých while programov po-
mocou prvoč́ısleného kódovania. Tá je z technického ȟladiska o niečo zložiteǰsia
ako hore uvedený triviálny pŕıklad, z intuit́ıvneho ȟladiska ale nejde o nič pre-
vratné. Každý program ktorý dnes naṕı̌sete v nejakom programovacom jazyku
na poč́ıtači sa ukladá vo forme binárneho reťazca ktorý môžete interpretovať ako
jedno (vělké) č́ıslo. Na základe takéhoto kódovania je potom tiež možné defi-
novať numeráciu programov. Takáto numerujúca funkcia bude parsovať č́ıslo na
vstupe ako reťazec, pričom pokiǎl tento reťazec reprezentuje validný program
v danom jazyku, výsledkom bude tento program. Ak parsovanie zlyhá (reťazec
nie je platný program), funkcia vráti nejaký dopredu definovaný program.

Takýmto spôsobom dokážeme intuit́ıvne definovať numeráciu programov
pre ľubovǒlný jazyk pre ktorý existuje ASCII (alebo Unicode) zápis a vhodný
parser, pričom identifikátorom každého programu je práve č́ıslo dané jeho ASCII
reprezentáciou. Numerácia z prednášky potom rob́ı vělmi podobnú vec, akurát
miesto zreťazovania ASCII znakov využ́ıva prvoč́ıslené kódovanie.

Numeráciu (unárnych) vyč́ıslitělných funkcíı potom definujeme tak, že index
i sa mapuje na unárnu sémantickú funkciu programu s indexom i. Takúto
vyč́ıslitělnú funkciu s indexom i budeme potom označovať ϕi a odpovedajúci
program bude Pi. Teda každá vyč́ıslitělná funkcia má aspoň jeden index (keďže
existuje program ktorý ju poč́ıta a ten má index), ale zároveň má nekonečne
věla indexov, keďže existuje nekonečne věla programov ktoré ju poč́ıtajú (Táto
defińıcia je samozrejme platná len pre unárne funkcie, nie je ale problém ju
zobecnǐt pre ľubovǒlný počet argumentov).

Všimnime si, že otázka či ϕi = ϕj bude zjavne vělmi ťažká (ale Pi = Pj je
jednoduchá), keďže muśıme rozhodnúť či dva rôzne programy dané indexami i a
j poč́ıtajú tú istú funkciu. Teda pri tejto reprezentácíı môžeme použǐt klasickú
č́ıslenú rovnosť na rozhodnutie otázky ”sú i a j rovnaké implementácie tej istej
funkcie?”, rovnako ako môžeme použǐt synatktickú rovnosť programov. Nijak
to ale neǔlahčuje otázku ”sú i a j dve rôzne implementácie tej istej funkcie?”.
Toto je taktiež primárny dôvod prečo definujeme ”len” numeráciu a nie kom-
pletnú bijekciu. Určite by bolo kraǰsie keby sme mali pre každú funkciu práve
jeden unikátny identifikátor, na to by sme ale museli vedieť rozhodnúť ”tažký”
problém rovnosti funkcíı.

Všimnime si taktiež, že z existencie takejto numerácie vyplýva, že funkcia α
z prvého pŕıkladu má aspoň jeden index v našej štandardnej numerácíı. Teda
formálne povedané, existuje a ∈ N t.ž. α = ϕa (aj keď stále nevieme aká je
presná hodnota a keďže nevieme ktorý program skutočne poč́ıta α).
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Pŕıklad: Uvažujme funkciu β(k) = 1− γ(k) kde γ je nejaká nešpecifikovaná
vyč́ıslitělná funkcia. Je β vyč́ıslitělná funkcia? Keďže γ je vyč́ıslitělná, existuje
index g t.ž. γ = ϕg. Potom program pre β môžeme skonštruovať ako Pg; x1 =
1− x1 kde Pg je program poč́ıtajúci ϕg. β je teda vyč́ıslitělná.

1.2 Univerzálna funkcia

V predchádzajúcom pŕıklade sme využil fakt že γ je dopredu známa. Čo ak
by sme ale chceli napr. umožnǐt vložǐt funkciu γ ako vstup funkcíı β? β môže
samozrejme ako vstupný parameter brať index nejakej vyč́ıslitělnej funkcie, so
súčasnými znalosťami ale nemôžeme skonštruovať program pre β bez znalosti
programu pre túto funkciu. Každý index funkcie ale v sebe kóduje zároveň aj
jej program. Teda čo by sme potrebovali je nejaký ”interpet” ktorý by dokázal
”spustǐt” funkciu danú jej indexom.

Tento interpret sa nazýva univerzálna funkcia: Φ(i, x) = ϕi(x) (univerzálna
funkcia teda berie index funkcie ktorá sa má spoč́ıtať a vstup s ktorým sa má táto
funkcia spustǐt). Samotný dôkaz jej vyč́ıslitělnosti je opať pomerne technický,
ale že takáto funkcia existuje a je vyč́ıslitělná (nie však totálna, ak ϕi cykĺı,
bude cyklǐt aj univerzálna funkcia) opať asi nie je vělmi prekvapivý (naṕısať v
pythone interpet pythonu je asi pomerne pracné, ale určite sa to dá).

Aby sme mohli použǐt univerzálnu funkciu vo while programoch, definu-
jeme si makro var1 = Φ(var2, var3) kde sa univerzálna funkcia nahrad́ı pro-
gramom ktorý ju poč́ıta. Môžeme si rovno definovať aj makro pre zápis var1 =
ϕvar2(var3) ktoré opäť len zavolá univerzálnu funkciu.

Pŕıklad: Je funkcia f1(x, y) vyč́ıslitělná?

f1(x, y) =

{
y ϕx(x) 6= ⊥
⊥ inak

Samozrejme. Uvažujme program Φ(x, x); x1 = y. Najskôr sa spust́ı funk-
cia s indexom x a vstupom x. Pokiǎl tento výpočet skonč́ı, vrátime y, inak
samozrejme celý program cykĺı.

Pŕıklad: Dokážte že Φ(i, x) = ϕi(x, 0): Φ(i, x) = ϕi(x) = [P ]i({x1 ←
x})(x1) = [P ]i({x1 ← x, x2 ← 0})(x1) = ϕi(x, 0) (použili sme defińıciu uni-
verzálnej funkcie, defińıciu sémantickej funkcie while programu a fakt, že nedefi-
nované premenné sú v každej valuácíı nastavené na nulu).

1.3 Veta o parametrizácíı

Keď už vieme že môžeme funkcie ”spúštať”, asi by sme chceli ešte ukázať že ich
vieme aj kombinovať. Inak povedané, že existuje spôsob ako nejaké existujúce
funkcie/programy spojǐt do jednoho pomocou iného programu. Teda že existuje
”kompilátor” ktorý dokáže pracovať s programami, modifikovať ich a tvorǐt
nové.
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Za týmto účelom existuje veta o parametrizácíı (ktorej dôkaz je opäť primárne
o práci s kódovańım programov): Existujú totálne vyč́ısliteľné funkcie smn také
že:

ϕsmn (i,x1,...,xm)(y1, . . . , xn) = ϕi(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym)

Intuit́ıvne môžeme túto vetu chápať tak, že funkcia ϕi predstavuje istú formu
vzoru/predlohy/šablóny do ktorej ”kompilátor” s dosadzuje hodnoty x1, . . . , xn
a vyrába z nej nový program. Teda transformácia/kombinácia programov ktorú
sme schopńı poṕısať v šablóne ϕi sa dá vykonať programovo pomocou s.

Pŕıklad: Ukážte že funkcia g(i, j) kde ϕg(i,j)(x, y) = ϕi(x, y) + ϕj(x, y) je

totálne vyč́ıslitělná. Ako vid́ıme, funkcia g berie dve funkcie a vracia novú
funkciu, ktorá poč́ıta ich súčet. Teda g nepoč́ıta samotný súčet, ale vracia
program ktorý po stupsteńı (s ďaľśımi parametrami) spoč́ıta tento súčet.

Uvažujme nasledujúci program Pc ako našu šablónu:

a← Φ(i, x, y); b← Φ(j, x, y); x1 ← a + b;

Potom zjavne ϕc(i, j, x, y) = ϕi(x, y)+ϕj(x, y). Použit́ım vety o parametrizácíı
teda môžeme definovať g(i, j) = s22(c, i, j) (tu je c známa konštanta – iden-
tifikátor nášej šablóny). Keďže s je totálne vyč́ıslitělná, bude aj g totálne
vyč́ıslitělná (spust́ıme s s vstupnými argumentami a konštantou c).

Pozn.: Takýto dôkaz by sa samozrejme dal vykonať aj bez vety o parametrizácíı.
V konečnom dôsledku by sa ale človek musel odvolávať na pomerne netriviálne
tvrdenia o tom čo a ako by dokázal kódovať.

1.4 Nevyč́ıslitělné funkcie

Zatiǎl sme sa primárne zaoberali tým ako ukázať že niečo je vyč́ıslitělné. Samozre-
jme ale existuje věla funkcíı ktoré vyč́ıslitělné nie sú:

Pŕıklad: Ukážte že funkcia halt(i) nie je vyč́ıslitělná:

halt(i) =

{
1 ϕi(i) 6= ⊥
0 inak

Dôkaz povedieme sporom. Pre spor predpokladajme že funkcia halt je
vyč́ıslitělná. Teda existuje index h t.ž. ϕh = halt. Uvažujme potom funkciu
flip(i):

flip(i) =

{
⊥ halt(i) = 1

1 inak

Funkcia flip je zjavne tiež vyč́ıslitělná (spust́ı sa funkcia halt a poďla výsledku
program buď cykĺı alebo skonč́ı), teda existuje f t.ž. ϕf = flip. Čo sa ale stane
ak funkcíı flip dáme na vstup samú seba?

Máme len dve možnosti, buď sa flip zacykĺı alebo nie.
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• flip(f) = ⊥ ⇒ halt(f) = 1⇒ ϕf (f) 6= ⊥ ⇒ flip(f) 6= ⊥

• flip(f) = 1⇒ halt(f) = 0⇒ ϕf (f) = ⊥ ⇒ flip(f) = ⊥

Teda ak sa flip zacykĺı, tak sa nezacykĺı a ak sa nezacykĺı, tak sa zacykĺı. To
je zjavne spor (neexistuje funkcia ktorá zároveň cykĺı a zastavuje) a náš pred-
poklad že halt je vyč́ıslitělný bol teda nesprávny. Teda halt nie je vyč́ıslitělná.

Pŕıklad: Ukážte že funkcia f2(x, y) nie je vyč́ıslitělná.

f2(x, y) =

{
y ϕx(x) 6= ⊥
0 inak

f2 je určite vělmi podobná funkcíı halt, mohli by sme teda dôkaz viesť
podobným spôsobom ako v pŕıpade funkcie halt. Keďže ale už máme dokázané
že halt nie je vyč́ıslitělná, môžeme to využǐt a postup si trochu zjednodušǐt:

Pre spor predpokladajme že f2 je vyč́ıslitělná. Potom ale plat́ı že halt(i) =
f2(i, 1). Teda ak existuje program pre f2, existuje aj program pre halt. To sme
ale v predchádzajúcom pŕıklade vyvrátili, teda f2 tiež nemôže byť vyč́ıslitělná.

Inak povedané, práve sme dokázali že pre while programy neexistuje algorit-
mus ktorý by vždy presne v konečnom čase určil či program zastav́ı alebo nie.
Takéto tvrdenie sa dá potom dokázať aj pre iné dostatočne silné programovacie
jazyky. Věla užitočných programov samozrejme tento problém nemá: pokiǎl sa
obmedźıme napr. len na for-cykly so známym počtom opakovańı, naše programy
vždy zastavia a stále budeme schopńı zoraďovať č́ısla alebo preȟladávať grafy,
ale nebudeme môcť naimplementovať Collatzovu domnienku z prvého cvičenia.

To samozrejme vyvoláva otázku: Prečo sa teda nezaoberáme len totálnymi
funkciami? Z praktického ȟladiska by určite bolo skvelé keby sme mali pro-
gramovaćı jazyk v ktorom by sme mohli naṕısať programy pre všetky totálne
funkcie. Bohužiǎl, (vyč́ıslitělný) jazyk ktorý by dokázal poṕısať všetky totálne
funkcie tiež existovať nebude:

Pŕıklad: Dokážte, že neexistuje efekt́ıvna numerácia totálnych vyč́ısliteľných
funkcíı s univerzálnou funkciou. Teda že neexistuje numerácia ψi s vyč́ıslitělnou
univerzálnou funkciou Ψ(i, x) = ψi(x) kde ψi sú všetky totálne vyč́ıslitělné
funkcie.

Dôkaz sporom. Predpokladajme že existuje táto numerácia ψi a univerzálna
funkcia Ψ. Potom uvažujme funkciu ω(x) = Ψ(x, x) + 1. Funkcia ω je určite
totálna (Ψ je totálna, keďže poč́ıta totálne funkcie) a je tiež vyč́ıslitělná (keďže
Ψ je vyč́ıslitělná). Teda funkcia ω muśı byť súčasťou takejto numerácie, keďže
je totálna a vyč́ıslitělná, teda ω = ψo pre nejaký index o. Potom ale plat́ı že
ω(o) = Ψ(o, o) + 1 = ψo(o) + 1 = ω(o) + 1. Z tohoto sporu potom vypĺıva že náš
predpoklad bol nesprávny a takáto univerzálna funkcia Ψ existovať nemôže.

Pozn.: Takýto dôkaz nutne nehovoŕı že numerácia totálnych funkcíı neexis-
tuje. Dôležitá vlastnosť je tu vyč́ıslitělnosť. Ak by sme nepožadovali vyč́ıslitělnosť,
tak funkciu ako ω skonštruovať nemôžeme, lebo nemáme k dispoźıcíı Ψ. Z prak-
tického ȟladiska by nám bol ale takýto výsledok dosť zbytočný, keďže pomocou
neho nič ”nenaprogramujeme”.
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