1 Cvicenie 2

Na predchddzajicom cvicen{ sme definovali nds vypocetny model (while pro-
gramy) a skiimali jeho sémantiku. Na to aby sme mohli kombinovat rozne pro-
gramy sme pouzivali syntaktické operacie. Jedna nevyhoda tohoto pristupu je,
ze nas obmedzuje iba na programy ktoré sme uz napisali. Druhé nevyhoda je, ze
takyto pristup vzdy viaze implicitne dohromady program a sémanticki funkciu.
7 hladiska vy¢islitelnosti nds ¢asto krat nezaujima ako vyzerd konkrétny pro-
gram ktory nejakud funkciu pocita, len to, ze existuje.

Prvym krokom k tomu, aby sme tieto beriéry odstranili je zavedenie pojmu
vyéislitelna funkcia. Vyéislitelnd funkcia je taks funkcia, ktord je sémantickou
funkciou nejakého programu. Inak povedané, ak je funkcia vyéislitelns, existuje
nejaky program ktory ju pocita. Mézeme si dokonca vsimnit ze takychto pro-
gramov bude nekonecne vela (staéi pridévat rézne mnozstvo ni¢ nerobiacich
instrukcif). Je dolezité mat na pamiti Ze stale ide obecne o parcidlne funkcie,
kedze programy mézu cyklit.

Priklad: Uvazujme funkciu a ktora pre vstup k vracia 1 ak desatinny rozvoj
¢isla 7w obsahuje aspon k po sebe iducich ¢islic 5 a 0 inak. Teda napr. ak by
sa v rozvoji 7 niekde nachddzala postupnost 3.14...42555502. . ., tak a(4) = 1.
Je takéto funkcia vyéislitelna?

Ano, takdto funkcia je vycislitelnd. Bud existuje nejaké konstanta [ taks
ze desatinny rozvoj m obsahuje postupnost éislic 5 dlzky [, ale uz neobsahuje
ziadnu dlhsiu postupnost, alebo takito konstanta neexistuje (teda desatinny
rozvoj obsahuje postupnosti stale vacsej a vicsej dfzky, bez obmedzenia). Pokial
[ neexistuje, « je konstantna funkcia ktord vzdy vracia 1 a teda je vyéislitelna.
Pokial [ existuje, o je tiez vycislitelnd bez ohladu na hodnotu I, kedze vracia 1
pre k <l a0prek >l

Samozrejme, zistit ¢i [ existuje alebo nie je tazky problém ktory pre m nemusi
byt nutne riesitelny. Nevieme teda ktory program je korektnou implementéciou
funkcie a. Vieme ale ze jeden z hore uvedenych programov urcite o implemen-
tuje korektne, teda a je vycislitelnd.

1.1 Numerdécie

Aby sme sa mohli odvoldvat na vyél'sliteiné funkcie v nasich while programoch,
potrebujeme nejak zakédovat vyécislitelnt funkeiu do éfslenej hodnoty s ktorou
moézeme dalej pracovat vo while programe. Za tymto tcelom bude slizit tzv.
numerdcia.

Numerécia nejakej mnoziny A je (véacésinou totédlna) surjektivna funkcia numy4 :
N — A. Teda pre kazdy prvok a € A existuje aspon jeden index i € N t.z.
numa (i) = a. Potom hovorime Ze i je indexom a (index nie je jednoznaény,
kazdé a moze mat viacero indexov, ale - vzdy musi mat aspoii jeden). Obecne nie
je nutné aby bola numerdicia vyéislitelnd, ale vicsinou je to nutné aby sa dala
na nieco dalej aj pouzif.

Priklad Ozna¢me P ako mnozinu vSetkych prvocisel. Funkcia



. {z 1 je prvocislo
nump(i) = .
3 inak
je numeraciou mnoziny P. Kazdé prvoéislo m4 aspoi jeden index (seba samého),
pri¢om prvoéislo 3 ich mé dokonca nekoncene vela (seba samého a vietky neprvocisla).
Takéto numerdcia je aj vycislitelnd, kedze test na prvoéislenost nie je problém
implementovat ako while program.

Na prednaske bola potom zavedend numerécia vsetkych while programov po-
mocou prvocisleného kédovania. T4 je z technického hiadiska o nie¢o zlozitejsia
ako hore uvedeny trividlny priklad, z intuitivneho hladiska ale nejde o ni¢ pre-
vratné. Kazdy program ktory dnes napiSete v nejakom programovacom jazyku
na pocitaci sa ukladd vo forme bindrneho refazca ktory mozete interpretovat ako
jedno (velke) ¢islo. Na zéklade takéhoto kédovania je potom tiez mozné defi-
novat numeraciu programov. Takéato numerujuca funkcia bude parsovat ¢islo na
vstupe ako retazec, pricom pokial tento refazec reprezentuje validny program
v danom jazyku, vysledkom bude tento program. Ak parsovanie zlyha (retazec
nie je platny program), funkcia vréti nejaky dopredu definovany program.

Takymto sposobom dokdzeme intuitivne definovat numeréciu programov
pre lubovolny jazyk pre ktory existuje ASCII (alebo Unicode) zdpis a vhodny
parser, pricom identifikatorom kazdého programu je prave ¢islo dané jeho ASCII
reprezentéciou. Numerécia z prednésky potom robi velmi podobni vec, akurat
miesto zretazovania ASCII znakov vyuziva prvoéislené kédovanie.

Numerdciu (undrnych) vyéislitelnych funkeif potom definujeme tak, ze index
1 sa mapuje na unarnu sémanticki funkciu programu s indexom i. Takito
vyéislitelnd funkeiu s indexom i budeme potom oznacovad ; a odpovedajuci
program bude P;. Teda kazda vyéislitelnd funkcia mé aspon jeden index (keaie
existuje program ktory ju pocita a ten ma index), ale zdroven m& nekonecne
vela indexov, kedze existuje nekonecne vela programov ktoré ju poéitaji (Tato
definicia je samozrejme platnd len pre unarne funkcie, nie je ale problém ju
zobecnit pre Iubovolny pocet argumentov).

Vsimnime si, Ze otazka ¢i ¢; = ¢; bude zjavne velmi fazks (ale P, = Pj je
jednoduchd), kedze musime rozhodnut & dva rézne programy dané indexami i a
j poéitaji tu istd funkciu. Teda pri tejto reprezenticii mézeme pouzit klasicki
¢islent rovnost na rozhodnutie otdzky ”si 4 a j rovnaké implementécie tej istej
funkcie?”, rovnako ako moézeme pouzit synatkticki rovnost programov. Nijak
to ale neulahéuje otdzku ”st i a j dve rozne implementécie tej istej funkcie?”.
Toto je taktiez primarny dévod preco definujeme ”len” numeraciu a nie kom-
pletnu bijekciu. Uréite by bolo krajsie keby sme mali pre kazda funkciu prave
jeden unikatny identifikdtor, na to by sme ale museli vediet rozhodnit ”tazky”
problém rovnosti funkcii.

Vsimnime si taktiez, ze z existencie takejto numerécie vyplyva, ze funkcia «
z prvého prikladu ma aspon jeden index v naSej Standardnej numeracii. Teda
formélne povedané, existuje a € N t.z. a = ¢, (aj ked stéle nevieme aké je
presna hodnota a kedze nevieme ktory program skutocne pocita ).



Priklad: Uvazujme funkciu 8(k) =1 — (k) kde v je nejakd nespecifikovand
vyéislitelnd funkcia. Je § vyéislitelnd funkcia? Kedze ~ je vyéislitelnd, existuje
index g t.z. 7 = p,. Potom program pre 3 mozeme skonstruovat ako Py; x1 =
1 —x; kde Py je program pocitajuci 4. 5 je teda vydcislitelna.

1.2 Univerzalna funkcia

V predchadzajicom priklade sme vyuzil fakt ze v je dopredu zndma. Co ak
by sme ale chceli napr. umoznit vlozit funkciu v ako vstup funkcii 8? 8 moze
samozrejme ako vstupny parameter brat index nejakej vyéislitelnej funkcie, so
st¢asnymi znalostami ale nemézeme skonstruovat program pre 8 bez znalosti
programu pre tito funkciu. Kazdy index funkcie ale v sebe kdduje zaroven aj
jej program. Teda ¢o by sme potrebovali je nejaky ”interpet” ktory by dokazal
"spustit” funkciu dani jej indexom.

Tento interpret sa nazyva univerzdlna funkcia: ®(i,z) = ¢;(z) (univerzdlna
funkcia teda berie index funkcie ktora sa mé spoéitat a vstup s ktorym sa m4 této
funkcia spustit). Samotny dokaz jej vycislitelnosti je opaf pomerne technicky,
ale ze takdto funkcia existuje a je vyéislitelnd (nie vSak totdlna, ak ¢; cykli,
bude cyklif aj univerzalna funkcia) opaf asi nie je velmi prekvapivy (napisat v
pythone interpet pythonu je asi pomerne pracné, ale urcite sa to dé).

Aby sme mohli pouzit univerzdlnu funkciu vo while programoch, definu-
jeme si makro var; = ®(vary,vars) kde sa univerzdlna funkcia nahrad{ pro-
gramom ktory ju poéita. Mozeme si rovno definovat aj makro pre zapis var; =
Pvar, (vars) ktoré opit len zavola univerzdlnu funkciu.

Priklad: Je funkcia f)(z,y) vycislitelna?

Yy oea(x) # L
fl(xay)_{J_ inak

Samozrejme. Uvazujme program P (x,x);x;3 = y. Najskor sa spust{ funk-
cia s indexom x a vstupom x. Pokial tento vypocet skonéi, vratime y, inak
samozrejme cely program cyXkli.

Priklad: Dokézte ze ®(i,z) = @;(z,0): ®(i,z) = @i(x) = [Pli({x1 «
z})(x1) = [Pli({x1 + x,%x2 + 0})(x1) = @i(2,0) (pouzili sme definiciu uni-
verzalnej funkcie, definiciu sémantickej funkcie while programu a fakt, ze nedefi-
nované premenné su v kazdej valudcii nastavené na nulu).

1.3 Veta o parametrizacii

Ked uz vieme ze mbzeme funkcie ”spustat”, asi by sme cheeli este ukdzaf Ze ich
vieme aj kombinovat. Inak povedané, ze existuje spdsob ako nejaké existujice
funkcie/programy spojit do jednoho pomocou iného programu. Teda Ze existuje
"kompiladtor” ktory dokdze pracovat s programami, modifikovat ich a tvorit
nové.



Za tymto ticelom existuje veta o parametrizacif (ktorej dokaz je opat primdrne
o praci s kédovanim programov): Existuju totdlne vycislitelné funkcie s]* také
ze:

Qosnm(i,ajl,...,zm)(yla s ,an) = @i(xlv s Tmy Yy - e - 7ym)

Intuitivne mozeme tiito vetu chépat tak, ze funkcia ¢; predstavuje istt formu
vzoru/predlohy/sablény do ktorej ”kompildtor” s dosadzuje hodnoty z1, ..., z,
a vyraba z nej novy program. Teda transformdcia/kombindcia programov ktori
sme schopni popisat v §abléne ¢; sa d4 vykonat programovo pomocou s.

Priklad: Ukazte ze funkcia g(i,7) kde @qq ) (z,y) = wi(z,y) + ¢j(z,y) je
totdlne vyéislitelnd. Ako vidime, funkecia ¢ berie dve funkcie a vracia novi
funkciu, ktora pocita ich sicet. Teda g nepocita samotny sucet, ale vracia
program ktory po stupstenf (s dalsfmi parametrami) spocita tento sticet.

Uvazujme nasledujici program P, ako nasu Sablénu:

a+ ®(i,x,y5);b<+ O(j,x,y);%1 < a+b;

Potom zjavne . (i, j, z,y) = pi(x, y)+p;(x,y). Pouzitim vety o parametrizacii
teda mozeme definovat g(i,7) = s3(c,4,7) (tu je ¢ zndma konstanta — iden-
tifikitor nisej sablény). Kedze s je totdlne vycislitelna, bude aj g totélne
vycislitelnd (spustime s s vstupnymi argumentami a konstantou c).

Pozn.: Takyto dokaz by sa samozrejme dal vykonat aj bez vety o parametrizécii.
V kone¢nom désledku by sa ale ¢lovek musel odvoldvat na pomerne netrividlne

tvrdenia o tom ¢o a ako by dokazal kédovat.

1.4 Nevy¢islitelné funkcie

Zatial sme sa priméarne zaoberali tym ako ukézat ze nieco je vyéislitelné. Samozre-
jme ale existuje vela funkcii ktoré vycislitelné nie su:
Priklad: Ukazte ze funkcia halt(i) nie je vyéislitelnd:

O M

Dokaz povedieme sporom. Pre spor predpokladajme Zze funkcia halt je
vycislitelna. Teda existuje index h t.z. ¢, = halt. Uvazujme potom funkciu

flip(i):

L halt(z) =1
lip(i) =
Jlip(i) {1 inak
Funkcia 1flip je zjavne tiez vycislitelnd (spusti sa funkcia halt a podia vysledku
program bud cykli alebo skonéi), teda existuje f t.z. ¢y = flip. Co sa ale stane
ak funkcif flip ddme na vstup samu seba?
Mame len dve moznosti, bud sa flip zacykli alebo nie.



o flip(f) =L = halt(f) =1= ¢s(f) # L = flip(f) # L
o flip(f) =1= halt(f) =0=¢¢(f) =L = flip(f) =L

Teda ak sa flip zacykli, tak sa nezacykli a ak sa nezacykli, tak sa zacykli. To
je zjavne spor (neex1stuje funkcia ktord zéroven cykli a zastavuje) a nas pred-
poklad ze halt je vyéislitelny bol teda nespravny. Teda halt nie je vyécislitelna.

Priklad: Ukazte ze funkcia fo(z,y) nie je vyéislitelna.

O

fo je uréite velmi podobnd funkcii halt, mohli by sme teda dokaz viest
podobnym sposobom ako v pripade funkcie halt. Kedze ale uz mame dokazané
ze halt nie je vyéislitelnd, mozeme to vyuzit a postup si trochu zjednodusit:

Pre spor predpokladajme ze fo je vyéislitelnd. Potom ale plat{ ze halt(i) =
f2(i,1). Teda ak existuje program pre fo, existuje aj program pre halt. To sme
ale v predchddzajicom priklade vyvratili, teda fo tiez neméze byt vyéisliteln.

Inak povedané, prave sme dokazali ze pre while programy neexistuje algorit-
mus ktory by vzdy presne v kone¢nom ¢ase urcil ¢i program zastavi alebo nie.
Takéto tvrdenie sa dé potom dokazat aj pre iné dostatoéne silné programovacie
jazyky. Vela uzitoénych programov samozrejme tento problém nemé: pokial sa

obmedzime napr. len na for-cykly so zndmym poctom opakovani, nase programy
vidy zastavia a stdle budeme schopni zoradovaf ¢isla alebo prehladdvat grafy,
ale nebudeme moéct naimplementovat Collatzovu domnienku z prvého cvicenia.

To samozrejme vyvolava otazku: Preco sa teda nezaoberame len totalnymi
funkciami? Z praktického hladiska by uréite bolo skvelé keby sme mali pro-
gramovaci jazyk v ktorom by sme mohli napisat programy pre vsetky totélne
funkcie. Bohuzial, (vycislitelny) jazyk ktory by dokézal popisat vietky totalne
funkcie tiez existovat nebude:

Priklad: Dokézte, Ze neexistuje efektivna numerdcia totdlnych vycislitelnych
funkeif s univerzalnou funkciou. Teda Ze neexistuje numerécia ¢; s vyéislitelnou
univerzalnou funkciou W(i,z) = 1;(z) kde ¢; st vietky totdlne vyéislitelné
funkcie.

Dokaz sporom. Predpokladajme Ze existuje tato numerdcia ; a univerzalna
funkcia ¥. Potom uvazujme funkciu w(z) = ¥(z,x) + 1. Funkcia w je urcite
totalna (¥ je totalna, kedze pocita totdlne funkcie) a je tiez vyéislitelnd (kedze
U je Vyél’sliteiné). Teda funkcia w musi byt stcastou takejto numerdcie, kedze
je totdlna a vyéislitelnd, teda w = 9, pre nejaky index o. Potom ale plati ze
w(o) =¥(0,0)+1 =1,(0)+1=w(o)+1. Z tohoto sporu potom vypliva Ze nds
predpoklad bol nespravny a takato univerzalna funkcia ¥ existovat neméze.

Pozn.: Takyto dokaz nutne nehovori Ze numerdcia totalnych funkcii neexis-
tuje. Dolezit4 vlastnost je tu vyéislitelnost. Ak by sme nepozadovali vyéislitelnost,
tak funkciu ako w skonstruovat nemoézeme, lebo nemame k dispozicii . Z prak-
tického hladiska by ndm bol ale takyto vysledok dost zbytoény, kedze pomocou
neho ni¢ "nenaprogramujeme”.



