1 Cvicenie 3

Ked uz méme zavedené ¢o to znameng nieco pocitat (while programy) a pred-
stavu o tom ¢o vietko sa d4 a nedd spoéitat (Vyél'sliteiné a nevyéislitelné funkcie),
mozeme sa zaoberat dalsou délezitou otdzkou: Co je to riesitelny problém,
pripadne ¢ existuji rozne druhy ”riesitelnosti” ktoré by néds mohli zaujimat.

Na to si najskoér musime samozrejme pripomenit ¢o to vobec je problém.
Obecne budeme predpokladat ze problém A je lubovolnd podmnozina prirodzenych
¢isel A C N. Teda problém méze byt napr. mnozina A; = {z | = je delitelné 13}
alebo As = {z | ¢.(1) = 42} (indexy funkcii{ ktoré pre vstup 1 vracaji 42).
Samozrejme, v informatike ¢asto pracujeme aj s inymi typmi objektov ako su
prirodzené ¢isla, napr. grafy alebo logické formule. Takéto objekty sa ale daju
kédovat pomocou prirodzenych éisel (graf moze byt reprezentovany ako matica
susednosti, zoznam hran a vrcholov, ata.) a teda sa mozeme Casto stretnif aj
s takto definovanymi problémami: As = { graf G | G obsahuje cyklus dizky 4}
alebo A4 = { vyrokové formula v | ¢ je tautolégia }.

1.1 Rozhodnutelné problémy

Prirodzend otézka je potom ¢o to znamend ”rozhodnif problém?”. Za tymto
ticelom definujeme triedu rozhodnutelnych (rekurzivnych) problémov (mnozn):
Mnozina A je rekurzivna prave vtedy ked existuje totélne vycislitelnd funkcia
fa tz. fa(x) =1< z € A. Teda fa pre kazdy vstup vzdy skonéi a vracia
jednotku len ak vstup patri do A. Teda podia vysledku funkcie f4 vieme presne
uréit ¢éi prvok z patri alebo nepatri do mnoziny A. (Existuje aj ekvivalentnd
definicia ktord este navyse tvrdi ze fa vracia 0 ak x do A nepatr{)

Ako ukdzaf Ze mnozina A je rekurzivna? (problém je rozhodnutelnyj) Naj-
jednoduchsi sposob je samozrejme néjst totdlnu funkciu f4 ktord nas problém
rozhoduje. Pokial toto riesime pre konkrétny problém, znamen4 to vyriesit dany
problém (opéf nds nezaujima zlozitost daného riesenia, iba Ze je totdlne). Napr.
mnozina A; je rekurzivna, kedze staéi zistit zbytok po deleni z &slom 13 a
otestovat ¢i je vysledok nula.

Priklad: Nech B; a By su rekurzivne mnoziny. Dokazte ze By = By U Bo,
Br = By N By a Bc = By (doplnok) st rekurzivne mnoziny. Tu ndm z pred-
pokladu rekurzivnosti plynie existencia rozhodovacich funkcii fp, a fp,. Po-
mocou tychto funkcii potom potrebujeme vytvorit rozhodovacie funkcie pre
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zjavne vyéislitené (ako jednoduché cvicenie si ich mozete skisit naprogramovat
vo while programoch) a su taktiez totdlne (za predpokladu ze fp, a fp, sd
totalne a vyéislitelné, ¢o vieme ze st). Ich korektnost potom pomerne trividlne
plynie z definicie prieniku, zjednotenia a doplnku. Ako ukazku dokazeme ko-
rektnost fp,,:

By, Br a Be. Uvazujme fp,(z) = {

. Tieto tri funkcie su



(fey(x) =1l < [fe,(x) =1V fp,(x) =1 & [x € BiVz € By] & [z €
B1UBs] < [z € By| — Prvé ekvivalencia plynie z definicie fp,,, druhd z definicie
rekurzivnej mnoziny, tretia je definicia zjednotenia a $tvrta je len definicia By .

Ako ukdzat Ze mnozina nie je rekurzivna? Rekurzivne mnoziny by zrejme
nemali velky vyznam keby vSetky mnoziny boli rekurzivne. Aby sme nasli nejaké
mnoziny ktoré nie si rekurzivne, mézeme sa zamerat na iné objekty o ktorych
”neexistencii” uz vieme - nevyéislitelné funkcie:

Uvazujme mnozinu K = {z | ¢, (x) # L} (¢ zastavi pre vstup z). Mnozinu
K budeme nazyvat problém zastavenia. Mnozina K nie je rekurzivna. Dokaz:
Pre spor predpokladajme ze K je rekurzivna, teda existuje funkcia frx ktora
ju rozhoduje. Potom si ale mézeme vSimnut Ze halt = fx, teda ak fx je
vyéislitelnd, je vyéislitelnd aj funkcia halt o ktorej sme na minulom cviéen{
dokézali opak, ¢o je spor. K teda nemdze byt rekurzivna.

Ked uz teda vieme ze existuje nerekurzivna mnozina K, moézeme jej existen-
ciu pouzit pri argumentécii o inych podobnych mnozinich:

Priklad: Dokézte ze mnozina As = {x | ¢,(1) = 42} nie je rekurzivna:
Pre spor predpokladajme Zze A, rekurzivna je, a teda existuje jej rozhodovacia
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vobec nezalezi na z). Tato funkcia je vycislitelnd (spustime ¢y (y) pomocou
univerzalnej funkcie, ak skonéi, vratime 42) a teda méd nejaky index, napr. e
(teda g = ¢.). Podla vety o parametrizacii existuje funkecia s pre ktord plati
©s(iy) () = @i(z,y). Pomocou tychto pozorovani mozeme zostavit rozhodovaciu
funkciu pre problém zastavenia: Funkcia fx pre vstup y spocita hodnotu a =
s(e,y) a nasledne vrati fa,(a) (teda zisti ¢i a patri do Ay alebo nie). Ak ¢, (y)
zastavi, tak funkcia dand indexom a zastavi a vrati 42, teda patri do As. Ak
¢y (y) nezastavi, tak funkcia dand indexom a tiez nezastavi, teda nepatri do
Ay. Celkovo teda dostdvame ze fr(y) =1 < ¢,(y) # L < y € K. To je ale
spor s prave dokdzanym tvrdenim ze K nie je rekurzivna mnozina, teda nas
predpoklad o rekurzivnosti A bol nespréavny.

Samozrejme, dokazovat takymto spésobom ne-rekurzivnost je pomerne zdlhavé
a komplikované. Ulahéif si to mézeme pomocou prvej Riceovej vety. Neformélne
si mozeme v&imnit, ze rovnost dvoch funkeif nie je vyéislitelnd, teda ak by sme
ju pri vyhodnocovani nasho problému museli vyriesit, asi sa nebude jednat o
rekruzivnu mnozinu (toto je samozrejme ale len intuitivny argument, presny
dokaz by vyzeral inak). Formalne sa tato vlastnost nazyva zachovavanie funkcif.
Hovorime ze mnozina zachovava funkcie ak pre kazdu funkciu plati Ze mnozina
bud obsahuje vsetky jej indexy, alebo ziadny (kazdé vyéislitelnd funkcia mé
nekoneéne vela indexov).

Napriklad mnozina A, funkcie zachovava (funkcia pre vstup 1 vracia 42 bez
ohladu na to aky index tejto funkcie uvazujeme). Na druhej strane, mnozina
K funkcie nezachovéava. Uvazujme funkciu ktora cykli pre vsetky mozné vstupy
okrem jednej konstanty ¢ pricom tato konstanta je zaroven aj jednym z indexov
jej programov. Potom ¢ € K, ale vsetky ostatné indexy tejto funkcie do K
nepatria.

funkcia fa,. Uvazujme dalej funkciu g(x, y) = { (teda jej vystup



Prva Riceova veta potom hovori, ze ak je mnozina A netrividlna (nie je
prézdna ani N) a zachovéva funkcie, nie je rekurzivna. As je zjavne netrividlna
(neobsahuje napr. index prdzdnej funkcie, teda nie je N, ale obsahuje in-
dexy funkcif ktoré konstantne vracaji 42, teda nie je prazdna) a zéroven ako
bolo spomenuté vyssie, zachovdva funkcie (formalny dokaz sa da viest pomerne
jednoducho: Nech a a b si dva rozne indexy tej istej funkcie. Potom ¢, (1) =
vp(1) a tédto hodnota bud je 42 alebo nie, teda ak a patri do A, tak aj b patr{
do As a opacne). Teda podla prvej Riceovej vety nie je mnozina A, rekurzivna.

Ako sme videli na priklade mnoziny K, nie vSetky ne-rekurzivne mnoziny
zachovdvaji funkcie, teda prva Riceova veta sa nedd pouzit vzdy (v takych
pripadoch potom treba siahnut po podobnom pristupe ako sme pre A, pouzili
povodne).

1.2 Ciastoéne rozhodnutelné problémy

Logickou otézkou ¢o by sme si mohli dalej polozit je: Existuje nie¢o medzi
rozhodnutenymi a nerozhodnutelnymi problémami? Napr. problém zastavenia
sice nie je rekurzivny, na druhej strane ale pre kazdy program ktory zastavuje
vieme potvrdit ze skuto¢ne zastavi. Problém je v tom Ze nevieme potvrdit aj
nezastavenie. Teda ak je odpoved pozitivna, vieme ju dokézat.

Tato myslienka je potom formalizovand v koncepte ¢iasto¢ne rozhodnutenych
problémov (res. rekurzivne spocetnych mnozin, ¢asto sa pouziva skratka R.E. —
recursively enumerable). R.E. mnoziny sa dajt definovat niekolkymi sposobmi,
pricom tieto definicie st ekvivalentné, len v niektorych pripadoch méze byt
niektorda z nich praktickejsia:

1. Mnoznia A je rekurzivne spocetnd ak existuje vyéislitelnd funkcia f t.z.
A = domain(f). Teda A je definicnym oborom nejakej vyéislitelnej
funkcie.

2. Mnozina A je rekurzivne spocetnd ak je prdzdna alebo existuje (totélne)
vycislitelnd funckia f t.z. A = range(f). Teda A je oborom hodn6t ne-
jakej (totdlne) vyéislitelnej funkcie, alebo, inak povedané, existuje funkcia
f ktord je numerdciou mnoziny A. (f sa Casto uvazuje ako totdlna, ale v
skutocnosti to nie je nutné - z netotalnej numeracie sme potom schopni
vyrobit pomocou malého triku aj totalnu)

Jazykové okienko: Preco rekurzivne a rekurzivne spocetné mnoZiny? Jedngm
z moznijch vipocetniych modelov okrem while programov s aj tzv. primitivne
rekurzivne funkcie. No a rekurzivna mnoZina je teda rekurzivna preto, Ze exis-
tuje rekurzivna funkcia ktord rozhoduje prislusnost do tejto mnoziny. Rekurzivne
spocetnd mnoZina (v anglictine recursively enumerable) je potom mnoZina ktord
je numerovatelnd rekurzivnou funkciou, preto enumerable, aj ked teda ten preklad
nie je najstastne;jsi.

Kazdd rekurzivna mnozina je aj R.E. Kedze pre rekurzivnu mnozinu méme
jasne spoéitatelné kedy do nej prvok patri a kedy nie, nie je problém skonstruovat



funkciu ktord sa zacykli ked prvok do mnoziny nepatri, a tym splnime pod-
mienky prvej definicie. Niekedy sa teda mozeme v zadani stretnit s pojmami
ako "mnozina je R.E. ale nie je rekurzivna” aby bolo jasné ze pre tito mnozinu
nie len Ze nemusi ale ani nemoze existovat exaktnd rozhodovacia funkcia. Na
druhej strane, ked sa povie ze mnozina je R.E. bez nejakych privlastkov, nez-
namend to automaticky Ze neméze byt aj rekurzivna.

Ako ukdzat ze mnozina je R.E.? Podobne ako pri rekurzivnych mnozinach,
ak méme dany konkrétny problém, najjednoduchsie je néjst funkciu ktord by
spfﬁala jednu z naSich definicii. Napr. pre problém zastavenia je to trividlne:
Pokial nasa f pre vstup x spust{ pomocou univerzalnej funkcie o, (z), bude
platit ze domain(f) = K. Pokial riesime nejaké obecnejsie tvrdenie, musime
zase vychddzat z definicie, podobne ako pri rekurzfvnych mnozinach (akurat si
mozeme vybrat ktort definiciu pouzijeme — pripadne ich mézeme aj striedat).

Priklad: Nech By a By si R.E. mnoziny. Dokazte ze By = By U By a
B; = B; N By st R.E. mnoziny.

Pre mnozinu By skon$truujeme dp,, nasledovne: Nech rp, a rp, si funkcie
podia definicie (2). Potom dp, pre vstup x spocita ¢i je x sudé alebo liché, ak
je sudé, spusti a vrati rp, (5), ak je Hché7spustiajvrétirBz(Egi). Teda ak y
patri do oboru hodnét 75, alebo rp,, bude patrit aj do oboru hodnét rg,, (pre
vstup 2y, res. 2y + 1 podla toho ¢ patri do prvej alebo druhej mnoziny) a teda
sliiame definfciu (2). (Vsetko za predpokladu ze mnoziny st nepréazdne - ak je
niektord prazdna, vysledkom je funkcia neprazdnej mnoziny, ak si obe prazdne,
vysledok je R.E. z definicie)

Pre mnozinu By skonstruujeme dp, nasledovne: Nech dp, a dp, si funkcie
podla definicie (1), potom funkcia dg, pre vstup  najskor spusti dp, () a potom
dp, (z) — ndvratové hodnoty si irelevantné, ide ndm len o to ¢i sa zacyklia alebo
nie. Pokial z patri do definiénych oborov oboch funkeii (teda patri do oboch
mnozin), tak funkeia skonéf, inak sa zacykli, teda spliiame definiciu (1).

R.E. mnoziny nie su uzavreté na doplnok. Sporom: Uvazujme netrividlnu
R.E. mnozinu (neprazdna a nie je N) B a jej doplnok B. Pre spor predpok-
ladajme ze B je tiez R.E. mnozina. Potom existuji numericie rg a rg podla
definicie (2) — pre jednoduchost si ich nazveme 7 a ro. UvaZujme nasledujici
program:

input: x; output: y;

begin
found := 0; n := 0;
while found = 0 do
begin
if ri(n) = x || r2(n) = x do
found := 1;
n:=n+ 1;
end
if ri(n-1) = x do y := 1; else y := 0;
end



Tento program potom definuje rozhodovaciu funkciu pre mnozinu B. Prec¢o?
O kazdom &isle 2 vieme Ze patr{ bud do B alebo B. Teda sa nutne musi objavit
v obore hodnot ry alebo 79 (a samozrejme sa nemoze objavit v oboch). Teda
¢o mozeme robif je postupne prechddzaf obe numerécie a hladaf v ktorej z nich
sa nachddza z. Ak je to v numerédcii B, vraciame 1, ak je to numerécia B,
vraciame 0.

Teda sme ukézali ze ak by boli vietky R.E. mnoziny uzavreté na doplnok,
tak si vsetky rekurzivne. To by ale znamenalo Ze aj problém zastavenia je
rekurzivny, ¢o je spor. Zaujimavy dosledok tejto vlastnosti je aj to, ze sme
prave ukdzali existenicu mnozin ktoré nie st ani rekurzivne - st to (okrem
1neho) doplnky nerekurzivnych R.E. mnozin. Teda doplnok problému zastave-
nia, K, nie je ani R.E. (ddva to zmysel aj intuitfvne, kedze to st programy ktoré
nezastavuji nad svojim vlastnym indexom - teda nemam spdsob ako potvrdit
7ze program nezastavi).

Step counter: Pocas dokazovania rekurzivnej spoc¢etnosti budeme ¢asto potre-
bovat simulovat vypocet programu pre koneény pocet krokov (teda intuitivne
"spustif program s timeoutom”). Tento simuldtor sa nezyva step counter Sc
a ide v podstate o upraveni univerzdlnu funkciu (teda to ze ide o totdlne
vyéislitelni funkciu asi zase nikoho velmi neprekvapi):

1 pi(x) zastavi do k krokov

Sc(iyx, k) = { k
0 inak

Uvazujme mnozinu Ay. Pomocou definicie (1) je opit jednoduché ukézat
7e mnozina je R.E. — staéi spustit funkciu na vstupe pre hodnotu 1 a pockat
¢ vrati 42, ak nie cyklit. Co ak by sme ale tito mnozinu trochu upravili:
Az = {i | 42 € range(p;)} — nemame pevne dany vstup pre ktory sa m4 vratit
42. Trividlne by sme mohli spusfal funkciu ¢ pre rozne vstupy a hladat 42,
pokial by sme ale narazili na vstup kde ¢ cykli, neméme sa ako posuntf dalej.

Teda musime pokusy vo vhodnom ¢ase zastavit a skusaf dalsie hodnoty:

input 1i;
begin
n := 0; found := O;
while found = 0 do
begin
X :=n; k := 0;
while k !'= n + 1 do:

begin
if Sc(i, x, k) = 1 and phi_i(x) = 42 do
found := 1;
k:=k+1; x :=x - 1;
end
n:=n+ 1;
end

end



(Predpokladdme ze logické spojky v if sa vyhodnocuji lenivo - teda ¢;(x)
sa spocita az ked step counter dopredu potvrdi ze vypocet s tymto vstupom
skonci)

Co sa to tu vlastne deje? Vieme ze ak i patri do As, existuje vstup z a
pocet krokov k, taky ze @;(x) zastavi do k krokov a vréti 42. Na to aby sme
ho nasli, potrebujeme vyskuisat vietky dvojice hodnét x a k. Teda potrebujeme
postupne prechddzat tebulku dvojic hodnét. Pokial by sme nieco také skusali
robit po stipcoch/riadkoch, nepodari sa ndm to, lebo kazdy riadok/stfpec je
nekoneény. Co ale mézeme spravit je prechddzaf ju po diagondlach. Teda
najskér zaéneme kombindciou (0, 0). Nésledne sa posunieme na druhi diagonalu
(n = 1) a vyskusame dvojice (0,1) a (1,0). Na tretej diagondle (n = 2) skisame
(0,2),(1,1) a (2,0). Dalej to budi (0,3),(1,2),(2,1) a (3,0).

Takymto sposobom vieme, ze nech uz je kombindcia k a x ktord nam vrati
42 Tubovolnd, nachddza sa na nejakej diagonéle, my sa k nej v koneénom case
prepracujeme (lebo kazdéd diagonédla, narozdiel od riadku/stfpca je kone¢nd) a
ndjdeme ju. Ak takd dvojica neexistuje, budeme samozrejme tabulku prechadzat
stale dalej a dalej beztispesne a efektivne sa ndm program zacykli. Teda sme
zostrojili funkciu ktorej defini¢ny obor je As.

Takéato operédcia je pomerne beznd pri praci s R.E. mnozinami, teda casto
predpokladame existenciu tzv. projekénych funkcii 7 a 7 ktoré ndm dokazu
unikatne "z jednoho éisla vyrobit dve” (inak povedané, mame bijekciu medzi
¢islami a dvojicami ¢isel). Mdme nejaké éislo ktoré nam identifikuje poziciu dvo-
jice v tabulke (pocitant podobnym spésobom ako v predchadzajicom priklade),
a m a o nam vratia prva a druhd hodnotu tejto dvojice. Teda v nasom priklade
id(0,0) = 0, ¢d(0,1) = 1, ¢d(1,0) = 2, id(0,2) = 3, id(1,1) = 4, id(2,0) = 5,
atd. a teda projekcia ndm vrati napr 71 (4) = 1, ma(4) = 1, 71(3) = 0, m2(3) = 2,
atd.

Pomocou step counteru a projekcie mézeme potom napr. ukazat ako z ne-
totalnej numerdcie v definici{ (2) urobit totdlnu (a teda Ze definicie bez a s
totalnostou st ekvivalentné). Nech A je neprazdna mnozina, r je index jej ne-
totdlnej numeréacie a a je nejaky prvok z tejto mnoziny. Uvazujme potom napr.
takyto program:

input x; output y;
begin
if Sc(r, pil(x), pi2(x)) =1 do
y := phi_r(pil(x));
else
y = a;
end

Takato numerécia vzdy zastavi, no a ak poévodna numeracia vracala nejaky
prvok y pre vstup z po k krokoch, tak tdto numerdcia ho vréti pre vstup id(z, k).
Teda obor hodnot tejto numeracie je zhodny s povodnym oborom hodnot.

Ako ukdzat Ze mnozina nie je R.E.? Tu mé ¢lovek hned niekolko moznosti,
podobne ako v predchddzajicom pripade:



Mozeme ukézat Ze doplnok tejto mnoziny je R.E. ale nie je rekurzivny. Z
neuzavretosti na doplnok potom mame Ze naga mnozina nemoze byt R.E. ak uz
jej doplnok je R.E. Toto ale vzdy nemusi fungovaf, kedze existuji aj mnoziny
kde ani jednen z dvojice mnozina-doplnok nie je R.E. Napriklad mnozina A4 =
{z | ¢z je totdlna} intuitivne asi nebude R.E. (obecne nemém ako potvrdit ze
funkcia je totdlna), ale jej doplnok A, tiez asi nebude R.E. (totalnost nemam
totiz ani ako vyvratit, musel by som rozhodnit kedy funkcia nezastavuje).

Druhé moznost je opét pouzit existujtice ne-R.E. mnoziny pri dékaze, podobne
ako pri nerekurzivnosti Ay: Pre spor predpokladajme ze A4, teda indexy vietkych
netotdlnych funkeif, je R.E., a teda mame funkeiu dz; t.2. A4 = domain(dz;).
Potom ale uvazujme funkciu d, ktora pre vstup « vyprodukuje index a pro-
gramu ktory bez ohladu na vstup poéita vzdy funkciu ¢, (z) (podobne ako v
dokaze pre A mézeme pouzit vetu o parametrizdcif). S tymto indexom na vs-
tupe potom spusti funkciu dz - Ak d; zastavi, znamend to ze a pocita funkciu
ktord nie je totdlna a teda ze v, () cykli. Ak nezastavi, znamend to Ze a pocita
totdlnu funkciu a teda ¢, (z) zastavi. Teda domain(ds) = K, ¢o je spor s tym
ze K nie je R.E., teda nas predpoklad o rekurzivnosti A4 bol nespréavny.

Podobne ako v pripade rekurzivnych mnozin si tento proces mozeme zjednodusit
pomocou Riceovej vety, avsak v tomto pripade budeme mat dve varianty:

e Druhd Riecova veta: Ak A je netrividlna a reSpektuje funkcie (teda nie
je rekurzivna podla prvej Riceovej vety) a zdroven plati ze existuji dve
funkcie ¢; a @; takze ze i € A a j ¢ A pricom ¢, je rozsirenim y;, tak A
nie je R.E. (funkcia g rozsiruje funkciu f ak je g definovana vsade rovnako
ako f, ale moze byt definovand aj pre hodnoty kde f definovana nie je).
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je definovand aj ked ¢, (z) nezastavi). Akakolvek funkcia je rozsfrenfm
prazdnej funkcie (mozem pridat iplne hocico). Jedinym rozsfrenfm totalnej
funkcie je tato funkcia sama (nemdm ¢o viac pridat).

Priklad: Funkcia halt je rozsirenim funkcie f(x) = { (halt

Co to vlastne znamena? Znameni to ze ak existuje netotédlna funkcia ktors
patri do A, ale rozsirenim tejto netotdlnej funkcie sa viem dosat ”von” z
A, tak A nie je R.E. To okrem iného znamend ze tdto Riceova veta sa
ned4 pouzit na dékaz mnoziny A,. Kedze vetky funkcie v A4 s totélne,
nemam ich ako rozsirit.

D4 sa ale pouzit na doékaz mnoziny A,. Uvazujme prizdnu funkciu a jej
rozsirenie - identitu. Prazdna funkcia nie je totdlna, teda patri do Ay,
ale identita je totdlna, teda do A4 nepatri. A, teda nemoéze byt R.E.
(samozrejme este treba overit ze Ay je netrividlna a respektuje funkcie, to
je ale lahké, kedze sme préave nasli funkeiu ¢o tam patri a funkciu ¢o tam
nepatri, no a ak je funkcia netotdlna, vsetky jej indexy si netotdlne).

Hint:  Pri hladan{ vhodnej funkcie je dobré zacal s ”najmensou” (na-
jmenej definovanou) funkciou ktord patri do A. To je ¢asto krat préazdna
funkcia (ak prdzdna funkcia patri do netrividlnej mnoziny a mnozina za-



chovava funkcie, tak neméze byt R.E. — lubovolnd funkcia ktord nie je v
A bude rozsirenfm prézdnej funkcie a teda spliiovat podmienky). Ak do
mnoziny prazdna funkcia nepatri, d4 sa "najemnsia” funkcia ¢asto odvodit
z definicie. Tiez sa d4 zamerat na kone¢né vs. nekoneéné funkcie.

Tretia Riceova vera: Ak A je netrividlna a respektuje funkcie (teda nie je
rekurzivna) a zdroven existuje funkcia @; t.z. i € A a pre kazdé konecné
zlzenie ¢; plati j € A, tak A nie je R.E. (zlzenie je opa¢ny pojem k
rozsireniu — odoberdm prvky miesto pridavania; kone¢né zizenie je ztizenie
ktorého definiény obor je koneény).

Priklad: Funkcia ktoré rozhoduje problém zastavenia pre prvych 1000 pro-
gramov je koneénym zazenim funkcie halt (a je dokonca vyéislitelnd, lebo
vSetky funkcie s konetnym defini¢cnym oborom su vyél’sliteiné). Prazdna
funkcia ma jediné ziuzenie: samu seba.

Co to teda znamena? Ak mame nejakd funkciu ktora patri do A, ale
vSetky jej "kone¢né podcasti” do A nepatria, tak A nie je R.E. Taktiez
si v8imnime ze ak mnozina obsahuje prazdnu funkciu, nedd sa tato veta
pouzit, lebo prazdna funkcia je koneénym ztzenim Iubovolnej funkeie.

D4 sa ale pouzit na dokaz mnoziny Ay. Identita je totdlna funkcia ktord
patri do Ay, ale jej lubovolné koneéné ziizenie nie je totélne, teda do Ay
nepatri (A4 dokonca neobsahuje Ziadnu kone¢nt funkciu, takze je iplne
jedno aku funkciu z Ay si vyberieme, Ziadne kone¢né zuzenie tam nikdy
nebude). Netrividlnost a zachovdvanie funkeif je jasné, A4 teda nie je R.E.

Hint: Prihladani vhodnej funkcie je dobré zase hladaf ¢o najjednoduchsiu
neprazdnu funkeiu ktora patri do A. Castokrat si ale ¢lovek vystaci s iden-
titou alebo réznymi konstantnymi funkciami. Dolezité ale je, ze funkcia
musi mat nekoneény definiény obor, inak je sama sebe koneénym zizenim
a teda nikdy nemoze fungovat.



