SPOJITE MODELY A STATISTIKA 2018
Resené priklady na diferenciilni rovnice

Pozndmka. Upravy jsou psany zleva doprava, aby se usetfilo misto (ze za¢atku budu psat Sipky).

Pozndmka. Kdyz chceme vymyslet diferencidlni rovnici tak, aby néjaka konkrétni kiivka (zadand
implicitné) byla jejim feSenim, muZzeme vyuzit implicitni derivaci. Napf. vezmeme-li rovnici
hyperboly

-y =1 (1)

a implicitné zderivujeme, dostaneme diferencialni rovnici
/
2¢ — 2yy' = 0.

To by ale bylo moc lehké, tak rovnici (vydélime dvéma) rozndsobime proménnou z (z obou
stran) a vyuzijeme rovnosti (1):

a;2—xyy':0 — 1—|—y2—xyy':0

Priklad 1 (separace proménnych). Najdéte obecné resent rovnice

L+y?—ayy =0. (2)
Resend.
1+ 92 d 1+ 12 1
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Na zacatku jsme dé€lili y-nem, avsak dosazenim do pfivodni rovnice snadno zjistime, ze y = 0
neni jejim fesenim. Déle levou a pravou stranu spocitame zvIAst.
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Dohromady

InyV1+y2=Inlz[+c — V1+y2=Clz|, (C>0) — 1+y*=C%"

1.

Tedy TeSenim je libovolnéd hyperbola tvaru
C?x? — 9 = 1.

Vidime tedy, ze (1) je opravdu fesenim (2). A

102 > 0, tedy staci uvazovat C > 0



Piiklad 2 (substituce). Najdéte obecné teSeni a Teseni spliujici y(e) = 0 rovnice
zyy = 2% + 2 (3)

Reseni. Nejprve vydélime z-em a y-nem, tedy dal$i pocéty délame za predpokladu y # 0. Dosa-
zenim do (3) dostaneme -0 -0 = 22 + 0 tedy y = 0 neni fesenim. Vydélenim tedy dostaneme

+ (4)
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Miuzeme tedy pouzit substituci z(z) = @ Upravou a derivaci obou stran (podle x) dostaneme
vyjadfeni 3/ pomoci z:

2= = x-z=y — z+4+x-2=9.
Provedeme substituci a separaci proménnych dopocitame:
1 1 1
24z =~+2 — zd=- = /zdz:/dz:
z z x

Zintegrujeme a po dosazeni zpatky za z dostaneme obecné feseni.

2 2
%zlnm—}—c — y—2:21n]:c|+0 - y=2’lnz?+Cz* (CeR)
x

Reseni spliiujici y(e) = 0 uréime z obecného Fesent:
0=e?lne?+Ce? — 0=22+Ce* — C=-2,
tedy takovym FeSenim je y? = 222 Inx? — 222, A

Priklad 3 (Zadana substituce a linearni rovnice 1. fadu). Za pomoci substituce z = Iny vyreste
diferencidlni rovnici

ylny +yz =y’ (5)

Resend. 7 diivodu vyskytu In v (5) zfejmé y > 0. Substituci

derivace dle = ’ Yy

z2(z) =lny(r) ——m— ==
pouzijeme na (5).
/
y subst.

ylny+yr =9y — lny—I—x:y — z+z=2

Dostali jsme linearni rovnici 1. fadu:



Nejprve vyfresime homogenni rovnici.

H: 2/ —2=0 %:z /idz:/dm Injz|=x+c¢
zg = Ce” (7)
Reseni (6) hleddme ve tvaru (7) s variaci konstanty.
2=C)e* X Y =C'(2)e" + C(z)e”
Dosadime do (6).
C'(x)e" + C(z)e” = C(x)e* =2 — C'(z)=z-e"
C(z) nalezneme jednoduse integraci podle x.

U=z uw =1

vV=eT v=—e"

C(x)—/x-exd:c—

=—xe ¥ — / —e 'de=—2e " —e "+ D
Dosazenim za C' do (7) ziskdme obecné feSeni (6) a zpétnou substituci z = e* dostaneme vysledné
obecné Teseni.

z=(—ze ¥ —e *+ D)e* = —x—1+ De" y=e*=eP" 1 DeR A

Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty jsou rovnice tvaru (pro konkrétnost vezméme

rovnice 3. fadu)
7

y" + ay” + a1y’ + apy = f(x), kde as, a1, ap € R. (8)

Resime je nalezenim obecného feSeni homogenni rovnice, nalezenim partikuldrniho feseni a na-
slednym se¢tenim téchto Feseni. Homogenni rovnici ziskdme polozenim f(z) = 0.

y" 4+ agy” + a1y’ + apy =0 (H)
Tuto rovnici Fedime nahrazenim A za y(¥ a nalezenim kofenti vzniklého polynomu
A+ ap\? + ai\ +ag=0. (9)
Jestlize dostaneme t¥i riizné kofeny A1, A2, A3 a vSechny jsou reélné, pak feseni (H) je tvaru
yr = c1eM” 4 e 4 367,
jsou-li vSak (napf.) A1 2 = a + i komplexné sdruzené (a \3 € R), pak je FeSeni tvaru
yrr = 1™ sin(Bz) + coe®® cos(fz) + c3e™3*.

P7i nasobnosti kofenti pridavame feseni odpovidajici onomu kofenu vynésobené postupné vy-
§8§imi mocninami x, napf. pro trojnasobny kofen A\; € R, mame

Yy = c1e™M* + coxe™® + czaleM®.

Partikularni feseni hleddme podle tvaru f(z).



1. Je-li f(z) = Py(x)e®™, kde Py(x) je néjaky polynom k-tého fadu (pro k = 0 je to konstanta)
v proménné z a o € R (nulu nevyjimaje), pak part. feseni rovnice (8) hleddme ve tvaru

yp = Ri(z)e™,
kde Ri(x) je opét polynom k-tého fadu, ale s nezndmymi koeficienty.

2. Je-li f(x) = Py, (z)e* sin(fz) + Qp,(x)e*® cos(fz), pak vezmeme k = max{ki, ka2} a
hleddme TeSeni ve tvaru

yp = e’ (Ry(z) sin(Bz) + Sk(x) cos(Bz)),
kde Ri(x), Sk(z) jsou polynomy k-tého fddu s nezndmymi koeficienty.

3. Jeli f(z) = fi(z) + fa(x), kde fi12(x) jsou néjakého z tvart vyse, pak partikularni feSeni
nalezneme jako soucet zvlast vyfeSenych partikuldrnich feseni pro f(x) = fi(z) a pro

f(x) = fa(x).

Navic je potieba se podivat na kofeny (9): pokud je «, pfip. o £ i, m-nasobnym korenem (9),
pak je tfeba hledat partikularni feseni ve tvaru

yp = 2T Ry (2)e®®,  pip. yp = ™ e (Ry(z) sin(Bz) + Sk(x) cos(Bz)) .

Koeficienty polynomt v yp poté uréime dosazenim (obecného tvaru) yp a jeho derivaci do (8)
a porovnanim koeficient na levé a pravé strané (podobné jako u parcidlnich zlomki).

Priklad. Pokud je f(x) = z? + 1 a (9) md dvojndsobny koven A\ = 0, pak si uvédomme
f(z) =22+ 1= (22 +1)e"?, tedy partikuldrni veseni hleddme ve tvaru

yp = 2°(az® + br + ¢).

Priklad 4. Viz priklad na Wikipedii (odkaz ve studijnich materidlech).



