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Kapitola 1

Pojem funkce vice proménnych

Redlnd funkce jedné redlné proménné, strucné [unkce jedné proménné, je zobra-
zeni z R do R. Zobecn&nim tohoto pojmu je zobrazeni z R" (n 2 2) do R, které
se nazyva funkce vice proménnych.

Cilem této kapitoly je naucit se uréovat pro funkci dvou a vice proménnych
jeji defini¢ni obor a graf. PfestoZe tato kapitola jako jedind meobsahuje Zddnou
matematickou vétu, jc svym zam&enim na gecometrii v R? a R? fundamentalni.

Definice 1.1. Necht M € R",n = 1, M # ¢ . Zobrazen{ f: M — R se nazyvd
redind funkce n redlnych proménnych amnoZzina M se nazyva definicni obor této
funkce a znagi se Z(f).

Z predchozi definice vyplyvé, Ze po formdlni striance funkce f: M — R je mnoZina uspo-

fadanych dvojic [x,y] € M X R, x = [x{,...,Xs] (§j. relace na M x R), kterd md ndsledujici
vlastnosti:
l.xeM,yeR.
2. Ke kazdému bodu x = [x1, ..., x,] € M existuje praveé jedno &islo y (bod prostoru R) tak,
Zelx,yle f.
Obraz bodu x = [xy,...,x,;] € M v zobrazen{ f, tj. redlné &islo y takové, Ze [x,y] € f,
oznaCujeme f(x) nebo f(xi...., Xn) a nazyva se hodnota funkce f nebo také funkcni hodnota
vbodé x = [x1,...,Xxnl]

Z definice funkce vice promé&nnych vyplyvd, Ze tato funkce je jednoznalné
uréena udédnim jejiho defini¢niho oboru Z(f) a pfedpisem, kterym jec kazdému
bodu x =[xy, ..., X,]1 € Z(f) pfifazena funkéni hodnota f (x). Pokud je pfedpis
dén vzorcem a nenf udan definiéni obor funkce, pak definiénim oborem rozumime
mnoZinu vSech bodll x € R", pro néZ md tento vzorec smysl.

Pron = 2 budeme misto f (x|, x3) psdt f(x, y) apron = 3misto f(x, x2, x3)
piSeme f(x,y, 2).
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Priklad 1.2.

i) Zobrazte v roviné definiéni obor funkce

flx,y) = \/()c?Z + & -:12)2 - 1) (x? + y? — 6x).

Reseni. Vyraz pod odmocninou musi byt nezéporny, tj. musi byt splnéna
podminka

a2
(__(y 42') +x2 - 1) (x*+y* —6x) 2 0.

To nastane, pravé kdyz

- 2)2 ,
(_y__—)+x2__1;0 a (x*4+y?—6x)20

4
nebo o2
9;—)+x2_1§0 a (x*4+y?—6x) <0.
Rovnice % + x% = 1 je rovnici elipsy

se stfedem v bodg [0, 2] a poloosami délek
a=1lab =2, rovnice x>*+y*—6x =0je
rovnici kruZnice se stfedem v bodé€ [3, 0]
a polomérem r = 3, nebot’ tuto rovnici
lze prevést na tvar (x — 3)? + y* = O.
Mnozina viech bodii [x. y] € R? splitujici
vy$e uvedené nerovnosti, (j. defini¢nf obor
funkce f, je zndzornéna na vedlejSim ob-
rdzku. Je to uzavfend mnoZina v R?. A

i1) Zobrazte v roviné definiéni obor funkce

f(x, y)=arccos (XX +y*~1) + v/ [x| + [y — v/2.

ReSent. Definitnfim oborem funkce arccos je interval [—1, 1], prvni s¢itanec
jc tedy definovén pro [x, y] spliiujici nerovnosti

1822 +yP-121,



tj.

0< x24y? <2, V2
coZ je vnitiek a hranice kruhu se stfe-
dem v poéitku a polomérem » = /2.
Defini¢nim oborem druhého scitance je  _ NG 3
mnoZina bodil [x, y] spiiiujici nerovnost r
|x| 4| y| — +/2 = 0. Naértnéme v rovin&
kiivku danou rovnici |x| + |y| = /2.
V prvnim kvadrantu je tato rovnice ek vi-
valentni rovnici x + y = /2, coZ je A
rovnice piimky. Ve zbyvajicich kvad-
rantech postupujeme obdobn& a obdriime kosoltverec naértnuty na vedlej-
§im obrdzku. Defini¢nim oborem funkce f je mnoZina vySrafovand na tomto
obrazku. Tato mnoZina je uzaviend v R, A

iit) Zobraztc v roviné defini¢ni obor funkce f(x, y) =In (y In(y — x)).

Reseni. Logaritmovany vyraz musi byt kladny, musi byt tedy splnéna nerov-
nost yIn(y — x) > 0, kterd je ekvivalentnf dvojici nerovnosti

In(y —x) >0, y >0 In(y —x) <0, y <0,
jez jsou dle ekvivalentni systémim nerovnosti
y>0,y—x>1 a y<0, y—x<l, y—x>0

(posledni nerovnost plyne z definicniho oboru funkce In(y — x)). ReSenim
t&chto dvou systémii nerovnosti je mnoZina na¢rtnutd na obr. 1. Je (o oteviend
mnoZina v R?. A

iv) Zobrazte definiéni obor funkce f(x, y) = arcsin % + arcsin(l — y).
y

Reseni. Definiénim oborem funkce arcsin je interval [—1, 1]. Proto musi byt
splnény podminky: '
x

—1 5

A
174N

1’ tj' yzzAXv yzngy?éo

<

azarovel —1 S 1 —y £ 1, tj. y € [0, 2]. Celkem tedy
2(f) ={x.y1:y Z-x, ¥ 2x, ye (2]}

tato mnoZina je na¢rtnuta na obr. 2. Je to mnoZina, kterd neni ani otcvicnd, ani

uzaviend v R? (nebot [0, 0] ¢ 2(f)). A
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117

A

—24

obr. 1: z = In (y In(y — x)) obr. 2: 7 = arcsin }’% + arcsin(l — y)

Definice 1.3. Necht f je funkce n proménnych definovand na mnoZin€é M C R",
n 2 2. Grafem funkce f nazyvime mnoZinu bodl

G()y={lx,yleR™ ix =[x,...,x, ] e M, y = f(x)}.

Pro funkci dvou proménnych, tj. n = 2, je grafem
funkce mnozZina bodi v trojrozmérném prostoru. V pii-
kladech, se kterymi se zde setkdme, to bude vZidy n&jakd
trojrozm&md plocha. K ziskanif nazorné picdstavy, jaky
je tvar a priibéh této plochy, ndm pomohou fezy rovi-
nami z =0, y = 0, x = 0 (coZ jsou rovnice soufadnych
SN Py, Pz Py, ViZ Obrdzek) a rovinami s nimi rovno-
béZnymi.

Definice 1.4. Necht M € R%?a f: M — R je funkce dvou proménnych defino-
vani na M, ¢ € R. MnoZinu

fe={lx,yl e M: f(x,y) =c]

nazyvame vrstevnice funkce f na rovni c.

Pojem vrstevnice funkce lze samozfejmé analogicky definovat i pro funkce n proménnych,

n Z 3, zde vsak ztrdcime ndzomy ,,geograficky* vyznam. Chapeme-li graf funkce dvou proménnych
jako reliéf krajiny, pak vrstcvnice funkce na drovni ¢ je mnoZina viech bodt s nadmofskou vyskou

rovnou ¢, tj. na% pojem vrstevnice je totoZny s geografickym vyznamem tohoto slova.



Priklad 1.5.
i) Pomoci vrstevnic a fezd rovinami p,,, p,. zobrazte graf funkce f(x,y) =

= Jx?+ y2.

ReSeni. Vrstevnice funkce na drovni & > 0 jsou ddny rovnicemi

k=+vx2+y% . k? = x?+ y2,

coz jsou kruznice se sttedem na ose z a polomérem k, viz obr. 3a).

Rez rovinou Oy, . x = 0, ddvd z = \/F = |y|. Rezem je lomen4 Cira
s vrcholem v po¢atku dand rovnici z = |y|. Podobné fez rovinou y = 0 ddva
z = |x|. V obou ptipadech je fezem lomend ¢dra s vicholem v po¢dtku o rovnici
z = |yl, resp. z = |x|, viz obr. 3b, 3c. (V terminologii technického kresleni
a zobrazovacich metod se vlastné jednd o primét do svislych soufadnych

narysen, tj. narys a bokorys.)

-
\

obr. 3a: Padorys obr. 3b: Bokorys obr. 3¢: Narys
Na zdkladg ziskanych vysledkd jiZ miZeme fici, Ze grafem funkce z =
= /x?* + y? je rotacni kuZel s vrcholem v po¢atku a hlavni osou z, nachazejici
se v poloprostoru z = 0, viz obr. 5a. Na tomto obrdzku je zndzorn€n i dolni
kuZel, ktery je grafem funkce z = —y/x% + y%. A

ii) Zobrazte v R? graf funkee f(x,y) = & + 2, a,b > 0.

Reseni. Podobné jako v pfedchozim piikladu jsou vrstevnice ddny rovnicemi

) 2
x Cooxr oy

r=2 Y LYoy
I e T

2
(&3

co¥ jsou rovnice elipsy se stfedem v poitku a poloosami av'k, bk, viz
obr. 4a). Rezy rovinami y = 0, x = 0 ddvajf
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coZ jsou rovnice parabol s vrcholem v politku soufadnych stén p,. a p,.,
viz. obr. 4b), 4c¢). Celkem vidime, Ze grafem je plocha, kterd se nazyva elip-
ticky paraboloid. Tato plocha je prostorové v okoli po¢dtku zndzornéna na

obrazku 5b. A
hlY z=1
y=20 4 x2 A

=0 .

(\ . ] 7= Zli X z yl

x 1=

\/ -

X y
obr. 4a: Padorys obr. 4b: Bokorys obr. 4¢: Narys

iii) Zobrazte v R? defini¢ni obor funkce f(x,y, z) = In(—z% — x? — y* + 1).

Reeni. Logaritmickd funkce je definovéna jen pro kladné &isla. Proto musi
byt —z2 — x> —y2 + 1> 0,t. x2 + y2 + 2% < 1, atedy

2(f) ={lx.y.z2l e R 1 x> + )2 + 2 < 1},
V fezech rovinami z = 0,y = 0, x = 0 postupné dostdvame x4 y2 < 1,
x2 422 < 1, y* + 2% < 1, coZ jsou body uvnitf kruZnice se stfedem v pocitku
a poloméru r = 1, celkem je tedy defini¢nim oborem vnitfek koule se stfedem
v bodé [0, 0, 0] a polomérem r = 1, je to oteviend mnoZina v R3. A

Priklad 1.6. .
i) Nacrtnéte v roviné vrstevnice funkce z = ex+?,

2x
Reseni. Vrstevnice funkce maji rovnici ¢ = e~+* a odtud Inc =

Oznadime-li nyn{ In ¢ = k, postupnymi tpravami dostavdme
2x

“Fiy

atedy prok £ 0 (. ¢ # 1),

(-7 +7 =%
x——k y 5k

2
= kX +yY)=2 = xz—zx+y2=O,



e
<

v Tty
v
X ) 5
cr = X
obr. 5b: z = s

Z poslednf{ rovnice je jiz vi-
c=1k=0)"

det, zc vrstcvnic.:cmi dané f-un— ot U= 1) c=ck=1
kee pro ¢ # | jsou kruZnice e >
v 1 c=¢
se sttedem § = [;.0] = 32 2N AN 32
= [, 0] a polom&rem r = T ' .

c= —

! )

= o7 = pro brochdzejici
pocdtkem, avSak bez po¢atku
(ncbot'pro bod [0, 0] neni fun-
kce definovina). Pro ¢ = 1 dostdvidme 0 = #xyz, tj. x = 0, vrstevnici dané
funkce pro ¢ = 1 je tedy osa y (bez pocatku). A

ii) Nadrtnéte vrstevnice funkce z = |x| — [y| + |x — y|.

Regeni. Nejprve se 7havime ve vyjidieni funkéni zavislosti absolutnich hodnot.
Provedeme diskusi v jednotlivych kvadrantech.

[ x20,y20x2y = z=x—y+x—y=2(x—y)

Ib)x20,y20x<y = z=x—-y—x+y=0.

IHx<0 y20,(devidyxSy) = z=-x—y—x+y=-2x.
Obdobnym zpiisobem ziskdme vyjadfeni funkéni zavislosti bez absolutnich
hodnot ve zbyvajicich dvou kvadrantech a jako vysledek obdriime situaci
zndzornénou na obr. 6a). ProtoZe pro libovolnd [x, y] € R2 plati ncrovnost
lx — y| 2 |y| — |x| (zdivodnéte prod), je vZdy f(x,y) 2 0, tj. proc < 0
je f. = 0. Pro ¢ 2 0 nartneme v jednotlivych sektorech kiivku x| — || +
+lx —yl=caproc=0,1, 2,3 je vysledek zndzornén na obrdzku 6b). A
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g 1
7= —2x z=0
z=2(x—-y /C=2
\ o=
x c=3// X
z=2(y —x) c_2/
z=0 z=2 c=1

c=0
obr. 6a: z = |x — y| + [x]| — |yl obr. 6b: Vrstevnice

Cvideni 5

1.1,

1.2.

1.3.

14.

Zobrazte v roviné definiéni obory funkcf:

a) z=V1-x" =4y g o= /a2t

b)z=,/1—(%+%2), h)z=arccost+y,

¢) z = In(x +y), i)z=m,

d) = D e=VG2 Y- DA =27 =y,
el k) z=In[xIn(y —x)],

e) 7= arcsin§ —
) z=~T—x2+1-y%, l)z=\/(l—x2—y2)(%3+y2—2y)v

Nacrtnéte vrstevnice funkef:
a) z = x*4y% c) z=x",kdex >0,
b)z=x2—y2, d) z=/x-y.

Pomoci vrstevnic a fezili rovinami p.., py, nacrtnéte v prostoru grafy funkef:

B z=2-x-y, z=yI-F-) & z=1("-)),

b) ¢ =57 d) z=x"+y?%, ) z=2—/x2+y2
Ur&ete defini¢ni obory funkef:
a) u=+1+x2—y*—22% f) u=In(xyz),

b) k=+T—x+/5F3+2 u=J1-5-2_




d) u = arccos —==—, 1) u = arcsin £ + arcsin y + arccos £,
A x24y? y 3
X2 ¥ 2 . 2 2
e) u= 1+a—2+ﬁ~£;—2, D u=In(—x°—y* 4+ 2z).
s

Vetsina udcitelii ztrdcl ¢as tim, Ze klade otdzky, jejichZ cilem je zjistit, co
Zdk neumni, zatimco pravé umeéni tdzat se spolivd v tom, Ze md odhalit, co
Zak umi nebo je schopen umét. (A. Einstein)

*
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Kapitola 2

Limita a spojitost funkce

Pojem limity funkce patii k zdkladnim pojmim diferencidlniho poctu. Je to lokdlnf
vlastnost funkce, popisujfci chovéni funkce v ryzim okoli bodu, v némz limitu
urujeme. (Ryzim okolim bodu rozumime okolf kromé tohoto bodu.) Skuteénost,
%e jde o ryzi okoli, znamen4, Ze limita nezévis{ na funk&n{ hodnoté funkce v tomto
bodd — funkéni hodnota se miZe lidit od limity v tomto bod€ nebo funkce nemusi
byt v daném bodg vitbec definovéna.

Rovn&Z pojem spojitosti funkee vice prom&nnych lze podobné jako pro funkce
jedné proménné definovat pomocf limity funkcee, proto zde najdeme Fadu tvrzeni
podobnych t&m, se kterymi jsme se jiZ setkali v diferencidlnim poctu funkei jedné
proménné.

K definici limity, spojitosti a viech daldich pojmi diferencidlniho poctu je
tfeba na R” zavést metriku. Proto pfipomefime n&kolik zdkladnich pojmii z teorie
metrickych prostori.

2.1. Metrické vlastnosti R"

Pripomefime, Z¢ ¢-okoli vlastniho bodu a € R 1ze zapsat jako interval [x —a| < &,
¢ > 0. Okoli £(a) bodu a € R" je definovdno pomoci metriky p v R" jako
mnozina

O.(a)={xeR":px,a) <¢}.

Neni-li polomeér okolf podstatny, budeme index & vynechévat.
Podle vyb&ru metriky dostdvdme riizné typy okoli. Napf. v R? dostaneme
kruhové okoli, zvolime-li euklidovskou metriku

pa(x1, y11s 52, y2) = V(xi — x2)2+ (1 — y2)%
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tvercové okoli dostaneme volbou maximové metriky

Poo([x1, 11, [x2, y21) = max{|x; — x2[, [y1 — »21},

&1 kosoétvercové okoli, zvolime-li souétovou metriku

p1(lx1, y1, [x2, y21) = [x1 — x2| 4+ |y1 = »al-

Podstatnd je ekvivalentnost téchto metrik, kterd znamend, Ze existence (neexis-
tence) limity nezéleZi na tom, kterou z téchto ekvivalentnich metrik zvolime
(viz [D-D)).

Z diivodu formdln{ jednoduchosti zvolme v této kapitole maximalni metriku,

ve které je okoli bodu a = [ay, .. ., a,] € R” kartézskym soucinem okoli jednot-
livych soufadnic ay, . .., an. 4.
O.(a) = {x =[x1,..., %] €R": max |x; —a;| <¢}.
15i<n

Ryzfm okolfm bodu ¢ rozumime mnozinu &'(a) \ {a}.

Okolf nevlastnich bodi v R? jsou definovéna v souladu s maximalni metrikou : Okolim
nevlastnfho bodu {00, oo] rozumime libovolnou mnoZinu typu (a, o0) x (b, 00), a, b € R. Ana-
logicky definujeme okolf nevlastnfho bodu [—o0, 00], [00, —00], [—00, —0o0] i okoli bodd typu
[a, £oo), [Loo, a]. Okoli ncvlastnich bodf v prostorech vy$3ich dimenzi jsou definovéna analo-

gicky. MnoZinu R” spolu s nevlastnimi body budeme oznatovat (R*)".

V definici limity vystupujf funkéni hodnoty funkce v ryzim (libovoln€ malém)
okolf bodu, v némz limitu definujeme. Z tohoto divodu lze limitu funkce vySet-
Fovat jen v hromadnych bodech definiéniho oboru. Proto, aniZ bychom tento fakt
stile zdiiraztiovali, budeme ve viech kapitolach, kde se vyskytuje limita funkce
v daném bodg, predpokléddat, Ze tento bod je hromadnym bodem mnoZiny Z(f)
(ptipometime, e bod x € 2(f) je hromadnym bodem mnoZiny Z(f), jestlize
kazdé jeho ryzi okoli obsahuje alespoii jeden bod této mnoZiny).

2.2. Limita funkce

Definice 2.1. Rekneme, %e funkce f: R* — R (n = 1) md v bodé a € (R*)"
limitu L, L € R*, jestlize ke kaZdému okoli &(L) bodu L existuje ryzi okoli
#(a) bodu a takové, Ze pro kaZdy bod x € &(a) N Z(f) plati f(x) € O(L).
PiSeme

lim f(x) = L.
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Limita se nazyva vlastni, jestlize L € R, v opaéném piipad¢ (L = Fo0) se
nazyva nevliastni limita. Bod a € (R")* se nazyva limiti bod.

Uvedend definice limity je univerzdlni definici pro funkci jedné &i vice pro-
ménnych, pro vlastnf i nevlastni limitu a pro vlastni i nevlastni limitn{ body.
Specifikaci okoli pro vlastni limitn{ bod i limitu ¢ € R?, L € R dostivime tzv.
£-0 definici vlastn{ limity ve vlastnim bod€. Tuto definici zde zformulujeme pro
funkci dvou proménnych.

Definice 2.2. Rekneme, e funkce I R? — R md v bodé [xg, Yol € R? limitu
L € R, jestlize ke kazdému ¢ > O existuje § > O takové, Ze pro kazdy bod
[x,¥] € 2D(f) splitujici |x — xo| < 8, |y — yo| < &, [x, y] # [xo, yo] plati
| f(x,y) — L| < €. PiSeme

lim X, = L.
(x.¥)— (x0,¥0) f( y)

Zésadni rozdil mezi limitou funkce jedné proménné a limitou funkce dvou
a vice proménnych spocivd v ,,dimenzi* okolf limitntho bodu — u funkce jedné
proménné se k tomuto bodu maZeme bliZit jen po pfimce, tj. ze dvou stran (coZ
znamend, Ze funkce ma limitu v bod€, ma-li ob€ jednostranné limity a tyto se
sob€ rovnaji), zatimeo u funkce vice proménnych je t€chto mozZnosti nekone¢né
mnoho; muzZeme se bliZit k danému bodu po pfimkéch, po paraboldch &i obeenych
mnoZinich. Existence limity v daném bod¢€ znamen4, Ze nezdleZi na cesté, po které
se k danému bodu blizime. Naopak dostaneme-li rizné hodnoty limity pro riizné
cesty, znamend to, Ze limita v daném bod€ nemiZe existovat.

Priklad 2.3.
i) Pomoc{ konkrétn{ specifikace okoli limitniho bodu a limity definujte

lim f(x,y) =o00.
(. y)—(1,0)° '

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze okoli bodu oo je tvaru (A, co) a ryzi §-okoli
bodu [1, 0] je {(1 — 8,1+ 8) x (=4, 8)} ~ {[1, 0]}, dostdvdme tuto specifikaci

obecné definice 2.1: Limita( l)im(1 0 f(x,y) = oo, jestliZe ke kazdému A € R
x,y)—(1,

existuje & > O takové, Ze pro viechna [x, y] € Z(f) spliujici |x — 1| <
<48, |yl <48, [x,y] #[1,0] plad f(x,y) > A. A
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ii) Dokazte, Ze funkce f(x,y) = ;7 md v bod¢ [0, 0]
nevlastn{ limitu co.

Reseni. Necht A € R je libovolné. Polo¥me § = ———51'—;‘—1. Pro
x| < 8 |yl < & plati x> + y* < 282 = . Odwud pro
[x, y] # [0, O] plati xz—i-yz > |A| 2 A.Tedy k A € R libovol-

nému jsme nasli § > 0takové, Ze pro [x, y] # [0, 0] spliujici
x| < 6, |yl < & plat 5 > A, tj. podle definice limity

1
x2+y
: 1 _ _ 1 B - -
(x,yl)l-->In(0,0) T = 00 Graf funkce z = 72— 17 Je zndzomnen na
vedlej$im obrazku. A
Podobné jako u funkce jedné proménné plati ndsledujici véty o limitdch funkci.
ProtoZe definice limity funkce vice promé&nnych pomoci okoli bodu je stejnd jako
pro funkci jedné proménné, jsou i dikazy téchto tvrzeni stejné jako pro funkce
jedné prom&nné. Ctendfi doporudujeme provést si je jako cviceni.
Véta 2.4. Funkce f md v bodé [xg, yo] nejvyse jednu limitu.
Véta 2.5. Necht’( )lir? \ f(x,y) = 0afunkce g je ohrani¢end v néjakém ryzim
X,y )— X0, Yo
okoli bodu [xo, Yol (1. existuje konstanta K = 0 takovd, Ze |g(x, y)| = K v tomto
ryzim okolt). Pak

lim fx, y)glx,y) =0.

(x, )= (x0,¥0)

Véta 2.6. Necht h(x,y) £ f(x,y) < g(x,y) vnéjakém ryzim okoli bodu [xg, yol
a plati
lim  h(x,y) = im g(x,y)=L.

(x,y)—(xp.¥0) (x.y)—=(x0.y0)
Pak

lim x,y)= L.
(x,y)—{(x0,y0) fx.)

Véta 2.7. Necht

m _f(X,y)=L], lim g(x,)’)sz
(x,y)=(x0.y0) (x,y)— (x0,y0)

a Ly, L, € R. Pak pro kaZdé ¢, ¢y, c; € R plati

lim c¢f(x,y) =cL,
(x,y)—>(x0.y0)

lim  [ci f(x.y) +cglx, Y)l =1Ly + calo,

(x,y)—>(x0,¥0)

lim [f(x.y)g(x.y)] = LiL,.

(x.y)=>(x0,y0)
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Je-li Ly # 0, pak
fl,y) Ly
)=o) glx,y)  La

Véta 2.8. Md-li funkce f v bodé [xy, yo] € (R*)? viastni limitu, pak existuje ryzi
okoli bodu [xo, Yol, v némz je funkce f ohranic¢end.

vvvvvv

neZ v ptipad€ funkcf jedné promé&nné, nebot' k po¢itdni tzv. neurditych vyrazi (li-
mity typu g , %“) nemdme k dispozici Zddnou analogii I'Hospitalova' pravidla.

Proto pfi vypoltu limit tohoto typu pouzivime rizné tpravy funkce, jejiz limitu
pocitime. Nejcastéji pouZivané tipravy jsou ukdzdny v nésledujicich p¥ikladech.

Priklad 2.10. Vypo&téte limity ndsledujicich funkei:

X 1
) foeyy = A2

———— vhbadé& [1, 0].
x+y+3

Resent. Pokud miiZzeme soutadnice limitniho bodu do ptislugného vyrazu do-
sadit (tj. po dosazeni neobdrzime neurCity vyraz), je hodnota limity dané
funkce rovna funkéni hodnoté v tomto bodé. Plati tedy

x+y+1 1
m —_— e —
-0 x+y+3 2 A
.. x? 4+ y?
i) fx,y) = —=——=
vty +1 -1

Reseni. ProtoZe bychom dosazenim soufadnic limitniho bodu ziskali neurcity
vyraz typu g— ,najdeme hodnotu limity obratem typickym i pro funkce jedné pro-

v bodé [0, 0].

ménné. Citatele i jmenovatele zlomku vynésobime vyrazem /x2 4+ y2 + 1 +1.
Po této upravé dostdvame

: xt +y? N O e )
lim = lim -
@N=00 /x2 +y2 41 —1  &»N-=00 x2+y?+1-1
(VX24+y2+141)=2.

= lim
(x,y)—(0,0) A

1 1
iii) f(x,y) = (x + y)sin T sin — v bodé [0, 0].
y

1 Guillaume de I’Hospital (1661-1704), francouzsky matematik.
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Resent. Protoze  lim  (x + y) = 0 a|sin < sin il < 1 pro kazdé [0, 0] #

(x,y)—(0,0)
£ [x, y] € R?, jepodle véty 2.5 lim  (x + y)sin % sin & = 0. A
(x,y)—=0,0) Y
) cos y .
i) f(x,y) = v bod¢ (1, 00).
xX+y
ReSeni. Nejprve ukdZzeme, 7¢  lim - = 0. Necht ¢ > 0 je libovolné.
()= (1,00) ¥+

Musime najit § > 0a A € R takovd, Zeprox € (1 —8,14+8)ay > A
plati 715 < &. Necht'§ > 0 je libovoIné a polofme A = 1448 — 1. Pak pro

xe(1—8148), y>Apaix+y>1-58+8~—1+4: =1 odtud

—L_ < ¢. Protoze funkce cos y je ohraniCend, plati  lim =2 =0. A

Xty (x.y)=(1,00) *FY
v) f(x,y) = xyIn(x® + ) v bodé [0, 0].
Reseni. Z diferencidlniho po¢tu funkci jedné proménné vime, Ze

lim tInt =0
t—0+

(to lze snadno spodist pomoci I'Hospitalova pravidla). ProtoZe plati nerovnost

x4+

2V2 (kterd je ekvivalentni nerovnosti (x £ y)? 2 0), plati

lxyl £
0% by lnG + )1 < G2+ P G2+ 52). @.1)
Polozme 1 = x2 + y* Je-li (x, y) — (0, 0), je t — O+, a tedy
(x'yl)im(o'o)(xz + yH) In(x? + y?) = rli_l;x})t Inr =0.

Nynfi z nerovnosti (2.1) a véty 2.6 plyne

lim  xyln(x*+y*) =0. A
(x,y)—~(0,0)
) sinx —y+z—1)
vi X, V,7) = vbodé [1, 1, 1].
) Sy D) = (L1, 1]
Reseni. Ptiklad vyfe$ime metodou substitucc. PoloZme t = x —y +z — L.
Pro (x, y,z) — (1,1, 1) jet — 0. ProtoZe lirr(l)s‘tﬂ = 1, k libovolnému ¢ > 0
L —

sint

existuje 8; > 0 takové, Ze pro 0 < |z| < & je |£2 — 1] < ¢. PoloZme § = %.
Pak pro [x, y,z] € R? spliujici |x — 1] < 8, [y =1 < &, |z — 1] < &,
x—y+z—1#0je0<|x—y+z—1] <§,atedy
o -1 n(x — —1
sin(x —y + 2 )_1 e lim sinx —y+z )=
r—ytz-1 @yo—L) x—y+z—1

1.
A
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Rekli jsme, Ze existence limity v daném bod€ znamend, Ze nezaleZi na ceste,
po které se k danému bodu blizime. Naopak dostaneme-li rizné hodnoty limity pro
rizné cesty, znamend to, Ze limita v daném bod& nemiiZe existovat. Tohoto faktu
vyuzivime p¥i ditkazu neexistence limity funkce dvou proménnych ve vlastnim
bodé [xo, yol zavedenim poldrnich souFadnic r, ¢ definovanych vztahy

X —Xg=7rCosQ, y—Yp=r sing,

kde r > 0 udiva vzdalenost bodii [xo, yol a Lx, y]. ¢ € [0, 2m) je thel, ktery svird
spojnice téchto bodi s kladnym smérem osy x.

Jestlize hodnota limity funkce z4visi na Ghlu ¢, znamend to, Ze z4visi na cesté,
po které se blizime k danému bodu, a proto funkce nemd v tomto bodé limitu.

Piiklad 2.11. Rozhodndte, zda existuje limita  lim X )
(x.0)— (0,0 x2 + y?

Reseni. Zavedenim poldrnich soufadnic dostdvdme

xy . rPsingcosgp 1 |
————:-2-51n2(p.

im —— = lm
(x.N—0.0) x2 + y2  r>0+ r2

Proto¥e vysledek zdvisi na ¢, tj. na cesté, po které se blizime k bodu [0, 0}, uvedena
limita neexistuje. Graf této funkce je znazornén v pfiloze, viz priklad P.3. A

Poznamka 2.12. Zavedenim poldrnich soufadnic pfi vypoltu limity vySetfujeme
chovdni funkce f v okoli limitniho bodu [xg, yo] na pfimkdch se smérovym
vektorcm (cos ¢, sin¢). Pokud limita vyjde nezdvisle na thlu ¢, je to pouze
nutnd podminka pro existenci limity v bod& [xo, yol, protoZe pro jiny zplisob
,bliZeni, napt. po parabolach, mizeme obdrzet zcela odlisny vysledek. Jako
priklad uvazujme funkci f: R* — R definovanou takto:

2 [x, ] # 10,01,
(x,y) = § ¥+
fey {0, [x, y] = [0, 0].

Po transformaci do poldrnich soufadnic dostdvime

) r3cos® g sing . rcos? @ sing
m ————3 P L N S PR
r—=0r2(r2cost@ +sin* @) r—0r=costy +sin- @

presto viak limita funkce v bodé€ [0, 0] neexistuje. Vskutku, polo#ime-li y = kx?,

rv s

tj. k limitnimu bodu {0, 0] se bliZzime po paraboléch, dostivame
kx* k

I = :
s Xt + K2xd 14k

co? je vysledek zdvisejici na konstant€ k, viz ptiloha piiklad P.4.
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Nisledujici véta uddva podminku, za které je nezdvislost limity na ¢ po prechodu k poldrnim
soufadnicim nejen nutnou ale i postadujicf podminku pro existenci limity.

Véta 2.13. Funkce f md v bodé [xo, yol limitu rovau L, jestliZe existuje nezdpornd funkce
g: [0, 00) — [0, oo) spliiujici lir(r)) g(r) = 0 takovd, Ze
r—Q04

| f(xg+ rcose, yo +rsing) — L| < g(r)

pro kazdé ¢ € 10, 27t} a r > U dostatecné mald.
Specidlné, plati li po transformaci do poldrnich souradnic

lim fx,y)= lim h(r)ge),
(x,y)=>(x0,Y0) r—0+4

kde 1ir61+h(r) = 0 a funkce g(@) je ohraniCend pro ¢ € [0, 21), pak
r—r

lim x,y)=0.
(x,¥)~—(x0,y0) !

Diikaz. ProtoZe lir(r)1+g(r) = 0, ke ka’dému ¢ > Oexistuje § > Otak, Zepro0 < r < 4 je
r—
gr) <&, 4.
| f(xg+rcosg, yy+rsing) —L| < g(r) <e.
To viak znamend, Ze pro [x, y] z ryztho kruhového 8-okolf bodu [xq, yol je | f (x, y) —L| < ¢, coZ
je pravé definice vztahu lim fx,y)=L. O
(x, )= (xo,y0)
Priklad 2.14. Rozhodnéte, zda existuji limity ndsledujfcich funkef, a v ptipadg, Ze ano, vypotitejte
je

. 4+ y3 N
i) fx,y) = . v bodé 10, 0].

Reteni. VyuZijeme transformace do poldrnich soufadnic a tvrzeni véty 2.13. Polozme x =
=rcosp, y =rsing. Je-li (x, y) > (0,0), jer — O+, 2 tedy

3 3 3(eind 30
r°(sin cos
lim thLz = li —2—(——¢—+——*i) = lim r(sin’ g +cos? @) =0,
®y)=>(0,0) X2+ y2 50+ r2(sin g +cos?p)  r—0+
nebot’ funkce g(¢) = sind ¢ + cos3 ¢ je ohraniden4. A
2+ - Dy

—————=- vbod& [0, 1].
S Y) v bodé [0, 1]

i) flx,y) =
ReSent. Postupujeme podobné jako v pfedchdzejicim pifkladu. Plati

2+ y-12
im VT IY i d4rsinde) =1,
=01 2+ -D2 >0+

&im? je spinéna nutnd podminka pro existenci dané limity. Dile plati
[(1+rsind @) — 1| =|r sin’ ol < r,

takze podle véty 2.13 je spln¥na také postaujicf podminka a hodnota limity je rovna 1. A
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Pozndmka 2.15. Podobng jako transformaci do poldmich soufadnic pfi v¥po&tu limity funkce
dvou prom&nnych pouzivéime pfi vypodtu limity funkee tf prom&nnych transformaci do sférickych
souradnic

X —xg=rcossing, y—yy=rsingsing®, z-—zy=rcosd,

kde r udava vzdétenost boddi [xg, o, zo] a[x, ¥, 2], ¥ je tihel, ktery svird privodi¢ (= spojnice téchto
bodi) s kladnym smérem osy z, a ¢ je thel, ktery svir priimat priivodice do podstavné roviny Pxy
s kladnym smérem osy x. Zcjména jestliZe po zavedenf sférickych soutadnic vyjde vyraz zdvisejict
na ¢ nebo ¥, limita neexistuje (toto odpovid4 skute¢nosti, 7e pfi ,.bliZeni* se po riznych pfimkéch
k limitnimu bodu dostaneme réizné hodnoty).

V nékterych specidlnich pffpadech je k vySetfovanf existence limity vhodn4 nésledujici véta,
kterd se n8kdy v literatufe bere za definici limity (tzv. Heineho! definice). Dikaz této véty neuvadime,
nebot'je v podstaté stejny jako pro analogické tvrzeni tykajici se funkce jedné proménné. viz [D-K],
str. 189.

Véta 2.16. Nechr'[xg. yol je hromadny bod definiéniho oboru D(f) funkce f+ R* — R. Funkce f

md v tomto bod¢ limitu L, prdvé kdyZ pro kaZdou posloupnost bodii {[xpn, yn1), kde [xn, yn1 € 2(/)
alxn, ynl # lxo, yol pro velkd n, konvergujici k bodu [xq, yol, md posloupnost { f (xn. yn)} limitu L.

2.3. Spojitost funkce

Definice 2.17. Necht’ bod [xg, yo] je hromadny bod defini¢niho oboru 2(f)
funkce f: R? — R, ktery patti do 2(f). Rckneme, Ze funkce f je spojitd
v hodé [xg, yol, jestlize ma v tomto bodé vlastni limitu a plati

lim  f(x,y) = f(x, yo)-

(x,¥)— (x0,y0)

Pro funkei n proménnych dostdvdme zcela stejnou definici spojitosti:

Necht' f je funkce n proménnych, n > 2. Rekneme, e funkce f je spojitd v bodé x* —=
= [x’l*, ..., 23], ktery je hromadny bod mnoZiny 9(f) patfict do (élo mnoZiny, jestlize md v tomto
bodé vlastn{ limitu a platf

Hm f(x) = f(x%).
xX—x*

Porovnejme tuto definici s definic spojitosti zobrazen{ mezi metrickymi prostory. Zobrazeni f
z prostoru (P, p) do prostoru (@, o) je spojité v bodé x* € P, jestlize ke kazdému okoli ¥
bodu f(x*) € Q existuje okolf % bodu x* takové, Ze pro kazdé x* € % je f(x*) € ¥. Je-li
(P, p) prostor 2( f) s nékterou z vy3e uvedenych ekvivalentnich metrik p;, p2, poo (viz odst. 2.1.)
a(Q.0)je R! s metrikou o (x, y) = |x — y|. pak je definice spojitého zohrazeni stejn4 s definici
spojité funkce » proménnych v bod€ x*, ktery je hromadnym bodem mnoZiny %( f). V izolovanych

'Heinrich Heine (1821~1881), némecky matematik.
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bodech mnoZiny 2( f) jsme spojitost nedefinovali; ve smyslu definice spojitého zobrazenf je funkce
v t&chto bodech vidy spojita.

Vzhledem k tomu, Ze spojitost funkce dvou a vice proménnych se definuje
pomoci pojmu limity funkce stejn& jako pro funkci jedné proménné, obdobné plati
véta, Ze soucet, soudin a podil spojitych funkei jc spojitd funkce, a ddle plati véta
o spojitosti sloZené funkce.

Véta 2.18. Jsou-li funkce f, g spojité v bodé [xo, yol € R?, pak jsou v tomto bodé
spojité i funkce f+g, fg, aje-li g(xo, yo) # 0, je vtomto bodé spojitd také funkce
I/g

Véta 2.19. Necht funkce g, h jsou spajité v bodé [xg, yol, uo = g(xo, yo), Vo =
= h(xo. Yo) a funkce f je spojitd v bodé [uq, vol. Pak je v bodé [xq, yol spojitd
sloZend funkce F(x,y) = f(g(x, y), h(x, ¥)).

Pfikladem funkci spojitych v celé rovin€ jsou napf. polynomy ve dvou pro-
ménnych, funkce sin u, cos u, e, kde u je polynom ve dvou promé&nnych.

Priklad 2.20. Urcete body, v nichZ nésledujici funkce nejsou spojité:

2x — 5y sin(x?y + xy*
b fx,y) = SR XY

a) flx,y)= m cos(x — y)

Resent.

a) Funkce fi(x, y) = 2x — Sy, fo(x,y) = x* + y* — 1 jsou polynomy ve dvou
proménnych a ty jsou spojité v celé roviné. Funkce f nenf spojitd v bodech, ve
kterych neni definovéna, tj. kde x? + y? = 1. Body, v nichZ funkce nenf spojit4,
tvori kruZnici se stfedem v pocdtku a s polomérem 1.

b) Funkce fi(x,y) = 2%y 4+ xy?, folx,y) = x — y a sinu, cos u jsou spojité

v celé roving. Podle véty 2.18 o podilu neni funkce f spojitd v bodech, kde

cos(x —y) =0, . y:x+(2k+1)-g—, ke N

Piiklad 2.21. Zjist&te, zda funkce f(x, y) definovana ndsledujicim zpiisobem je

spojita v bodé {0, O]

pro [x, y] # [0. 01,
0 pro [x, y] = [0, O].
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Reseni. Ncjprve ov&fme, zda existuje lim( f(x, y). Zvolime-li y = kx, snad-
(x,») >(0,0)

no vidime, Ze vyslednd hodnota zdleZi na k, neboli Ze zdleZ{ na pfimce, po kieré
se k potitku blizime. Proto uvedend limita neexistuje a dand funkcc nemiiZe byt
v pocatku spojita. A
Poznidmka 2.22. Je-li funkce f spojitd v bod€ [xq, yol € 2, pak jsou spojité i funkce jedné
proménné g (x) = f(x, yo) vbod&xgah(y) = f(xp, y) vbod¥ yy. Spojitd funkce dvou proménnych
je tedy spojitou funkci proménné x pfi konstantnim y a spojitou funkef y pti konstantnim x. Opacné
tvrzeni neplati! Ze spojitosti vzhledem k jednotlivym promé&nnym neplyne spojitost jakoZto funkce
dvou proménnych.

UvaZujme funkci z pfedchoztho pfikladu. Neni obt{Zné ovéfit, Ze prolibovolnd pevnd xq, yo € R
jsou funkce f(x, yp), f(xp, ¥) spojité v R, aviak funkce dvou proménnych f nenf spojitd v bod&
[0, 01, nebot’ v tomto bodé limita neexistuje.

2.4, Véty o spojitych funkcich

Stejng jako pro funkci jedné promé&nné plati pro funkci n proménnych Weier-
strassova! a Bolzanova? véta. Uvedeme obé& véty pro funkci dvou proménnych.

Pripomeiime, 7c Weierstrassova véta pro funkce jedné proménné se tyka funkei
spojitych na uzavieném a ohrani¢eném intervalu, pfi¢em? spojitost na uzavieném
intervalu znamend4 spojitost zleva (zprava) v pravém (levém) krajnim bod€ a nor-
malni spojitost ve vnitinich bodech. Pro funkci dvou proménnych definujeme
spojitost na mnoZin€ takto:

Definice 2.23. Rekneme, Ze funkce f je spojitd na mnoiiné M < R?, jestlize
pro kazdy bod [xo, o] € M, ktery je jejim hromadnym bodem, plati

lim  f(x,y) = f(xo0. Yo).
(x,y)—>(x0.y0)
(x,y)eM

Limitn{ vztah chédpeme takto: Ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takové, ze
pro kazdé [x, y] € O5([xo, yol) N M plati | f(x, ¥) — f(x0, yo)| < &.

Poznamka 2.24. Viimnéme si, Ze pfedchozi definice si nev§imd izolovanych
bodi mnoZiny M. Spojitost funkce f na mnozin€ M nezévisi na hodnoté této
funkce v izolovanych bodech mnoZiny M.

Véta 2.25 (Weierstrassova). Necht funkce f je spojitd na kompakini mnoZiné
M C R2 Pak nabyvd na M své nejmensi a nejvétsi hodnoty.

IKarl T. W. Weierstrass (1815-1897), némecky matematik.
2Bernard Bolzano (1781-1848), ¢esky matematik a filozof.
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Diikaz. Uvedend véta je disledkem obecné véty z metrickych prostori: Je-li f
spojité zobrazen{ mczi metrickymi prostory, pak obrazem kompaktni mnoZiny
je kompaktni mnoZina. V eukleidovskych prostorech je kompaktni mnozinou
ka?d4 ohraniend uzaviend mnoZina. Odtud okamzZité plyne ohrani¢enost mnoZiny
f(M). Protoze kazdd neprdzdnd shora ohraniCend mnoZina ma supremum, existuje

K= sup f(x,y).
(x,y)eM
Zbyvé dokdzat, Ze existuje bod [xg, yo] € M takovy, Ze f (xy, yo) = K. Podle de-
finice suprcma existuje pro libovolné n € N bod [x,, y.] € M tak, Ze f(x,, y,) >
> K— % Posloupnost {[x,, y,]} je ohranifend, proto existuje vybran podposloup-
nost {[x,,, ¥, ]} konvergujici k bodu [xo, yol. Vzhledem k uzavienosti mnoZiny M
je [xo, Yo] € M a ze spojitosti funkee [ plyne, Ze { f (Xn,s Y, )} — f{(xv, yo). Po-
n&vad? f (X, yu) > K — ;- pro viechna k, je Bim f G, ym) = f (%o, y0) > K.

Z definice suprema plyne f(xo, yo) < K, a proto f(xg, yo) = K.
Podobné se dokdZe tvrzeni o nejmensi hodnoté funkce f. O

Poznamka 2.26. Diisledkem této véty je ohranidenost spojité funkce na kompaktni
mnozin&, coZ byva nékdy spolu s vétou 2.25 formulovidno ve dvou vétich jako
prvni a druhd Weierstrassova veéta.

V nasledujici v&t& je treba predpoklddat, Ze mnoZina M je souvisla. Pfipomefime z tcoric
metrickych prostort, Ze oteviend mnoZina M C [E? se naz§va souvisld, jestlize pro kazdé dva body
X,Y e M existuje kone¢né posloupnost bodu Xy, ..., X, e M, X = X, X, =Y takov, Ze
viechny tdsetky X; X; 1 jsou podmnoZinami M.

Véta 2.27 (Bolzanova). Nechr funkce [ je spojitd na oteviené souvislé mnoZiné
M < R Nechf pro A, B € M plati f(A) # f(B). Pak ke kaZdému &islu c
leZicimu mezi hodnotami f(A) a f(B) existuje C € M tak, Ze f(C) = c.

Diikaz. Poloime g(x, y) = f(x, y)—c.Ze souvislosti mnoZiny M plyne existence
kone¢né posloupnosti bodd Xi,..., X, € M, X; = X, X, = Y takové, Ze
viechny dsecky X; X;41 jsou podmnoZinami M. Uvazujeme-li hodnoty g(X;), pak
bud existuje index i takovy, Ze g(X;) = 0, nebo existuje j takové, ze g(X;) <0
(> 0),g(X;11) > 0(< 0). Oznalime-li X; = [x1. »il, Xj11 = [x2, v,2], jsou
parametrické rovnice useCky X; X

x=x1+ G —x)L, y=n+2—y)t, t€[01]

Polozme G(t) = f(x| + (x2 — x)t, yi + (y2 — y)1), t € [0, 1]. Pak G(0) =
=g(X)) <0(0),G1) =gXj31) >0(<0at je spojitd funkce na
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uzavieném intervalu. Podle Bolzanovy véty pro funkci jedné promé&nné existuje
to € (0, 1) tak, ze G(fp) = 0. Zvolime-li C = [x; + (x3 — x1)tg, y1 + (y2 — y1)1o],
dostaneme g(C) =0, tj. f(C) =c. O

Poznamka 2.28. Dusledkem této véty je ndsledujici tvrzenf: Necht funkce f je
spojitd na oteviené souvislé mnoZing M C R2. Existuji-li A, B € M takové, %c
J(A) <0, f(B) > 0, pak existuje C € M tak, Ze f(C) = 0 (tzv. prvni Bolzanova
véta).

Cviteni éﬁé\
2.1 Pomocf k(mkrérm’ speciﬁkace okoli limitniho bodu a limity definujte:

a X, y) = b lim X, y) = —00.
) . vw 12)f( y) = ) (x,y)a(m,l)f( y)

2.2. Vypoététe limity nzislcdujicich funkef:

2
d lim &2
) (x, y)»(l )] \/ 2+y ) (x,y)=>(=4,—1) **H¥*
b lim |lme e lim xy?®cos -
) @y)—(e21) ¥ ) @)= 0,0 xy?
]n(x+py)
c) lim
(0,y)=(1,0) /2 +y?
2.3. Vypoctéte limity ndsledujicich funkei:
2 2
a lim £2° e lim LY
) x.)=(0,00 ¥+Y ) ()= (00,00) *—FVFY
2.2
b lim 525, lim 9o
) (x,y)—(0,0) **+> D Y= (02 *
o  lim Y © lm 50t
(=00 Xty (%,3)—(00,00) X "’
. 2,2 . Xy |
d) lim  (x% 4 y2)¥Y, h) Iim €£=L,
(x,3)—(0,0) Y )02 *

2.4. Vypoctéte limity ndsledujicich funkci:

X
a lim x2 D=+, d lim (—2—§’y ) ,
) (x,y)»(oo,oo)( +0) ) {x,y)~(00,00) \ X" 1Y
X2
2 e_x2+y2
b lim 14 = *” e lim
) (w)—»(oo,n( 2 ) xy)—(0,0) ¥+
1
. 1-—cos(x2+y2) : 2.2y xityl
C lim =522 lim 14+ x .
) (x )= (0,0) CHHyH)xy D (x‘y)—>(0.0)( )

2.5. Dokazte, Ze funkce f(x,y) = nema v bodé [0,0] limitu.
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2.6. UrCete body nespojitosti funkef:
1

_ — ain L
a)z—m, d)z-smxy,

x4y S |
b) 1= X4y C) = sinx-siny ’
) =75, f) z=1In]1—x%—y?.

2.7. Uréctc body ncspojitosti funkei:

x4y 443 — X
a) z= "> d) z = arccos 3,
_ x243y D |
b) = m . e) z= eyl
1 1
¢) 7=+, f z=1In .
eV i =)+ byt (z—c)?

2.8. Zjistéte, zda funkce f je spojita v bodé [0,0]:

28 0,0
2 pro[x, y]1 # (0,01,

Y f(x’y)_[ 0 prolx, yl =[0,0]

x2y?

e prolx, y] #[0,0],

b L y) =
) J &) [ 0 pro [x, y] = [0, 0].

®

Ucitel by mél piisobit tak, Ze to, co nabidne, je pFijimdno jako cenny dar, ne jako
iUmornd povinnost. (A. Einstein)

*
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Kapitola 3

Parcialni derivace

Derivace funkce je druhym zakladnim pojmem diferencidlniho poctu. Cilem této
kapitoly je zavést tento pojem pro funkei vice proménnych a ukdzat souvislost
s limitou a spojitosti funkce.

Pripomeiime definici a geometricky vyznam derivace funkce jedné proménné:
derivace funkce f: R —> R v bod¢€ x; je limita

o ) )

f'xo) =i 3.1

> X0 X — Xp

Derivace funkce v bod® uddvd smémici teny ke kiivce y = f(x) v bodé
[x0, f(x0)]. M4-li funkce derivaci v bodé xo, je v tomto bodé spojitd, a tudiz
zde existuje také limita funkce.

Jak jsme jiZ ukézali v pfedchdzejici kapitole, limita funkce dvou a vice promén-
nych je komplikovanéj§im pojmem neZ v pfipadé funkce jedn€ proménné€, nebot’
k bodu [xg, yo] (v pfipadé dvou proménnych) se miZeme bliZit mnoha zpisoby.
Zcela pfirozené je zalit zkoumat situaci, blizime-li se k bodu [xg, yo] ve sméru
soufadnych os x a y. Tim se dostdvdme k pojmu parcidlni derivace funkce dvou
proménnych. P¥i ,,parcidlnim*! derivovéni se vzdy na jednu z proménnych x, y
divame jako na konstantu a podle druhé derivujeme. BliZime-li se k bodu [xg, o]
ve sméru pfedem daného vektoru u = (uy, uz), jde o smérovou derivaci, kterd
je pfirozenym zobecnénim pojmu parcidlni derivace. Pro funkci n proménnych je
situace analogicka.

IDoslovny &esky prcklad slova parcidln{ je ,.&dste&ny*.
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3.1. Parcialni derivace 1. Fadu

Definice 3.1. Necht funkce f: IR? — R je definovana v bodg [xo, yo] a né€jakém
jeho okoli. Polozme ¢(x) = f(x, yo). M4-li funkce ¢ derivaci v bod€ xo,
nazyvdme tuto derivaci parcidlni derivact funkce f podle proménné x v bodé

v - 3
[xo, yol @ oznaCujeme f;(xo, yo), event. %(Xo, y0)s fx (X0, Yo)-
To znamend, ze

X—>X0 X — Xp x—>xq X — X

Podobng, ma-li funkce ¥ (y) = f(xg, y) derivaci v bod€ yy, nazyvdme tuto deri-
vaci parcidlnf derivaci funkce f podle proménné y v bodé [xo, yo] a oznacujeme

Fy(x0, y0) (5 (xo, yo). f; (xo0, Y0))-

Poznamka 3.2.
i) M4-li funkce z = f(x,y) parcidlni derivace ve viech bodech mnoZiny
N c 2(f), jsou tyto derivace funkcemi proménnych x, y. Oznalujeme je
fex,9), f(x,9), popt. g f(x, ), 5 f ), fi(e, ), i y), 2es 2y,

! !
Zy, 7).

ii) Zcela analogicky se definuji parcidlni derivace funkce » proménnych. Je-li
z= f(xy,...,x,) funkce n proménnych, x* = [x], ..., x;] € R, definujeme
af * : 1 J * * * * * * *
E(x):}LO;[f(xl,...,xi_l,xi+t,x,.+, ..... x5y = flxf, ..., x].
iii) Z definice parcidlni derivace plyne, Ze pfi jejim vypoctu postupujeme tak,
¥e vicchny argumenty krom& toho, podle néhoZ derivujeme, povaZujeme za
konstanty.

ProtoZe parcidlni derivace f,, funkce n proménnych je definovana jako ,,0by-
ejnd* derivace podle prom&nné x;, plati pro po&itdn{ parcidlnich derivaci obvykla
pravidla pro derivovdni. Uvedeme je pfimo pro funkci n proménnych.

Véta 3.3. Necht funkce f, g: R" — R maji parcidlni derivaci podle proménné x;,
i €{l,...,n), na oteviené mnoZiné M. Pak jejich soucet, rozdil, soucin a podil
md na M parcidlni derivaci podle x; a plati

o} 0 0
alf [f(x)£gx)] = Z)_x,f(l) 4 a;g(x),
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%[f(x)g(x)] = aixif(x)g(x) + g(x)ﬁf(x),
0 (f)\ s f0)g) ~ f(x)zEglx)
ox; (g(X)) - 8%(x)

pFicemZ tvrzeni o podilu derivaci plati za predpokladu, Je gx) #0.

Piiklad 3.4.
i) Vypoctéte parcidlnf derivace funkce dvou proménnych:
a)z:arctgz, b) z=xY, x > 0.
X

ReSent.
a) Pfi vypoctu parcidlni derivace podle prom&nné x povazujeme proménnou y

za konstantu, tj.
A + v_j X2 x24y2°
Analogicky
1 | ) X
Ly = -] = —
y m %; X x2 + y2
b) Parcidln{ derivaci podle x uréime jako derivaci mocninné funkce a derivaci
podle y jako derivaci exponencidlni funkce se zdkladem x, tj.
Ze = yx’ 1, Zy =x"Inx. A

ii) Vypoctéte parcidlni derivace 1. ¥adu funkce
= [2 2 pX el
JOo, o Xp) = \x7 +- -+ ale :

Resent. PYivypottu parcidlni derivace podle proménné x; povaZujeme viechny

ostatni proménné za konstanty;

3 2 2
— |V ettt | o
8x,~
X; 24142 24 gy
= "It 2y, xlz+~--+x,%e"1+ =
Jan V

2 px2
x;et n
’ [T+2(F +-- +xD)] .

2 2
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Geometricky vyznam parcialnich derivaci.

Necht je ddna funkce f: R* — R
a Gy je jeji grat. Necht m je ro-
vina dand rovnicf y = yp. Za ro-
zumnych pfedpokladd (napf. spoji-
tost funkce f) je prisecikem G, N
N 1 kiivka y v roviné 1 a parci-
dlni derivace f,(xo, yo) uddvd smér-
nici te¢ny ¢ k této kiivee v bodé
Qo = [x0, yo, f (%0, yo)], viz ved-
lejii obrazek. (Pfipometime, Ze smér-
nice tecny ¢ je tg«.)

Podobné, derivace f, (xo, yo) u-
ddvd smérnici te¢ny ke kfivee v bo-
d& Qy, kterd vznikne prise¢ikem plo-
chy G s rovinou x = xo.

Zatimco u funkef jedné prom&nné plync z existence derivace v daném bodé
jeji spojitost, u funkef vice proménnych toto tvrzeni neplati.

Md-li funkce f : R? — R parcidlniderivacev bodé [xy, yol, nemusi byt vtomto
bod¢ spojitd, jak ukazuje ndsledujici priklad.

Priklad 3.5. Funkce definovand piedpisem

1 pro x = O nebo y = 0,

x,y) =
Fean =1, jinak

md v bod€ [0, 0] ob€ parcidlni derivace (rovny nulc) a neni zde spojitd, nebot’
v tomto bodé& neexistuje limita (grafem funkce je podstavnd rovina, z niZ je ,,vy-
zdvizen** osovy kiiZ).

Skutednost, Ze z existence parcidlnich derivaci neplyne spojitost, je zcela
pfirozend. Parcidlni derivace totiZz uddvaji informaci pouze o chovdni funkce ve
smérech rovnob&Znych se soufadnymi osami, v jinych smérech sc funkce miize
chovat ,,velmi divoce*‘.
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3.2. Derivace vysSich rada

Definice 3.6. Necht' [xo, yo] € D(f,). Existuje-li parcidlni derivace funkce
J:(x, y) podle promé&nné x v bod€ [xg, yo], nazyvdme tuto derivaci parcidlni
derivaci 2. Fidu podle x funkce f v bod& [xy, yo] a zna¢ime Jt fex(x0, yo) nebo
(32

také S (xo, yo).

Existuje-li parcialn{ derivace funkce f; (x, y) podle proménné y v bodé [xq, yol,
nazgvame tuto derivaci smiSenou parcidlni derivact 2. Fddu funkce f v bode

.o , c 2 3
[xo, yo] a znadime ji Jry(x0, yo) nebo také %‘aj—y(xo’ Yo)-

Obdobne definujeme parcidlnf derivace 2. fddu f, (xo, yo) a Jyy (X0, Yo)-
Parcidlni derivace n-tého fddu (n 2 3) definujeme jako parcidlni derivace
derivaci (n — 1)-niho ¥adu.

Priklad 3.7.
1) Vypoctéte derivace 2. fidu obou funkef z ptikladu 3.4 ).
Reseni.
a) V piipad€ funkce z = arctg 2 jsme vypocetli z, = —ﬁi—yz. 7y = xliyz'
Odtud
] @) 9 ( y ) 2xy
= —{Z = | — = .
=TT + y? (x2 4+ y2)?
Podobné
4 y ) X2 4 y? — 22 y? — x2
Zrl = - = - = ’
X ay xZ + y2 (x2 + y2)2 (x2 + y2)2
3 ¥ ) X2 4y — 2x? y2 — x2
r=ai\er V)T TRy (Rt
_a X _ 2xy
by = 0y \x2+y2) (k24 y2)2
b) Pro funkci z = x” z &4sti b) je 7, = yx¥~!, zy = x” Inx. Odtud
Z)CX = y(y - 1)'xy—21 Z_xy = .xy—-l + yxy_l lnx,
1
Zyx = yoO Tinxy 4+ x7= =57 4 yx?nx, Zyy = x7 In?x. A
X

1
_\/ﬁ__—z plati uxx +uyy + uz; = 0.!
x24+y2 4z

'Uvedeny piiklad hraje diileZitou roli ve fyzice; podrobngji viz pfiklad 5.9 ii).

it) UkaZte, Ze pro funkci u =
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ReSeni. PH vypoétu parcidlnich derivaci vyuZijeme skutecnost, Ze funkce u
zdvisi na proménnych x, y, z symetricky. Plati

X
Uy = ———"—""""7,
@+
(2 + y? +2)F — 322 4 ) + 23
Ugy = — -

(24 y2 + )3
1 N 3x?
X244z Py )t

Ze symetrické zdvislosti na zbyvajicich proménnych pak dostivime

Uyy = —— 12 + S0 )
Xy b2 (P4
1 3z*
B I L B o
Odtud nyn{ snadno ov&fime platnost rovnice u,, + uyy + u,; = 0. A

Viimnéte si, e u obou funkc{ v &4sti i) predchdzejiciho pfikladu vySla rovnost
Zyy = Zyx. Ndsledujici véta ukazuje, Ze tyto rovnosti nejsou nahodne.

Véta 3.8 (Schwarzoval). Necht' funkce f md v okolf bodu [xq, yol parcidlni
derivace fy, fy a smiSenou parcidini derivaci fy, kterd je v bodé [xo, yol spojitd.
Pak existuje také smiSend parcidlni derivace f,,(xo, yo) a plati

Sry(x0s Y0) = fyx(x0, Y0)- (3.2)

Ditkaz. Provedeme za silngjsiho predpokladu, kdy existuji obé& smiSené parcidlni
derivace f,, a f,, v okoli bodu [xo, yo] a jsou v tomto bod€ spojit€. Obecny
ptipad viz [F]. Ozna¢me §-okoli bodu [xo, Yo, v n€mZ jsou tyto parcidln{ derivace
definovény, jako % = (xg— 8, xg+8) x (yo—3, yo+8). Pro0 < h < § poloZzme

fxo+h, yo+h) — flxg+h, yo) — f(x0, Yo+ h) + f(x0, yo)
h2

addle oznatme p(y) = f(xo-+h, y)— f(x0, ), ¥ (x) = f(x, yo+h) = f(x, yo)-
Funkci F pak miiZeme psét ve tvaru

F(h) = (3:3)

1 |
F(h) = e lo(yo + h) —o(y)] = w2 [¥(xo + h) — ¥ (x0)].

1K ar]l Schwarz (1843-1921), ndmecky matematik, 24k K. Weierstrasse.
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Podle Lagrangeovy' véty existuje 9, € (0, 1) takové, e

e(o +h) — @(yo) = he'(yy + 9h) =
= h[fyxo +h, yo+91k) — f,(x0, yo + 01h)].

Oznacme jesté g(x) = Sy, yo + 9 h). Pak g'(x) = Sye(x, yo + 914) a rozdil
v posledni hranaté zdvorce je (opét podle Lagrangeovy véty) g(xo + h) — g(xo) =
= g'(xp + Bh) = Syx(xo + 02k, yo + 91h), kde 95 € (0, 1). Dosadime-li odtud
do (3.3), dostdvame

F(h) = fyelxo + 92k, yo +01h), 91,95 € (0, 1),
Aplikujeme-li nyni dplng stejné vivahy na funkci Y, dostdvdme
F(h) = fiy(xo + 93k, yo + 9sh), 03,04 € (0, 1).
Posledni dva vztahy a spojitost funke{ frys fyx v bodE [xy, yo] implikuji
;grg) F(h) = fyc(xo, yo)  asoudasnd ;l,i‘;% F(h) = fiy(x0, yo),
plati tedy (3.2). 0

Nasledujici ptiklad ukazuje, Ze bez piedpokladu spojitosti smiSenych parcial-
nich derivacf rovnost (3.2) obecné neplati (viz také pfiloha, ptiklad P.6).

Priklad 3.9. Necht funkce f je d4na predpisem

xy prolx] 2 |y,

TED =10 pro el <yl

Pak pro y #0je f.(0,y) =0aproy =0je podle definice parcidln{ derivace

i B = FO.0 0 k-0

Pro x # 02 h v absolutni hodnot& dostatedné mald je f(x, h) = xh, tedy

flx,h)— f(x,0) ~ lim xh -0
h h—0

f(%,0) = lim =x

a konec¢né

h

0
= lim -~ =0,
=0 h

£,(0,0) = lim )

'Joseph Louis Lagrange (1736-1813), francouzsky matematik.
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VyuZitim téchto vysledkl plyne z definice parcidlnich derivaci 2. fadu

fx(ov h) B fx(o! 0) -

Jiy(0,0) = ,11_1)1(1) P /&1_1)13)0 =0,
h,0) — £4,(0,0) . h—0
f72(0,0) = lim Syt 0= /0.0y =1
h—0 h =0 h

v v

Matematickou indukei miiZeme tvrzeni Schwarzovy véty rozsifit pro derivace
vys§ich ¥adi.

Véta 3.10. Md-li funkce [ v bodé [xg, Yol a néjakém jeho okoll spojité parcidini
derivace aZ do Fddu n, pak hodnota parcidini derivace Fddu n v libovolném
bodé z tohoto okoli zdvisi pouze na tom, kolikrdt se derivovalo podle proménné x
a kolikrdt podle proménné y, nikoliv na po¥adi, v jakém se podle téchto proménnych
derivovalo.

3.3. Smérové derivace

Parcidlni derivace funkce f vbodéx € R”" jsou obydejné derivace, které ziskime ziZenim
defini¢niho oboru funkce f na piimku jdouci bodem x a rovnobéZnou s i-tou soufadnico-
vou osou. Zobecnénim parcidlnich derivaci jsou smérové derivace, které ziskime zizenim
defini¢nfho oboru funkce na pfimku jdouci bodem x a majici smér daného vektoruu € V*.
To znamend, Ze vySetfujeme funkci (1) = f(x +1u), kterd je jiz funkcef jedné proménné,
a pro ni je pojem derivace jiz dobfe zndm.

Poznamenejme, Ze V" je standardni oznaCen{ pro zaméreni n-rozmérného eukleidov-
ského prostoru.

Definice 3.11. Necht' f je funkce n prom&nnych, x je vnitini bod 2(f), u € V".
Polozme ¢(t) = f(x + tu). M4-li funkce ¢ derivaci v bodé 0, nazyvame ji smérovou
derivact funkce f v bod& x (derivacf f ve sméru vektoru 1) a oznaCujeme f,(x). To
znamena, ze

@) —e) . flx+1u)— fx)
mo—[————hm .

-0 t

Ju(x) =1li
I

1
Y

Poznamka 3.12.
i) Necht (eq, ..., ey) je standardni bdze v V" (vektor ¢; md na i-tém mist€ jedniCku a na
ostatnich mistech nuly). Pak f,, (x) = fy, (x), tj. smérovi derivace podle vektoru ¢;,
je totoznd s parcidln{ derivaci podle proménné x;.

ii) JelikoZ je smérovi derivace obydejnou derivaci funkce ¢, plati pro pocitini tato
pravidla: Necht existuje f,, g, v bod€ x € R”. Pak:
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a) pro viechna ¢ € R existuje f, (x) a plati foy(x) = cf, (x),
b) (f £ gu(x) = fulx) £ gu(x),

©) (&) = ful)g() + [()gulx),

d) je-li g(x) # 0, pak

g2 (x)
ii1) Naopak neplati aditivita smérovych derivaci vzhledem ke smérim. Jestlize existuji

fus fu. nemusi existovat f; 1, a pokud existuje fy4,, miZe byt f, + fi, # futv, viz
ndsledujici priklad, ¢dst ii).

(g_) () = fulx)g(x) - f(x)gu(X).

iv) V piikladu 3.5 jsme ukdzali, Ze z existence parcidlnich derivaci funkce f v bodg
[x0, yo] neplyne spojitost funkce. V ¢asti iii) nasledujiciho pfikladu ukdZeme, Ze ani
existence smérové derivace v bod& [xg, yo] ve sméru libovolného vektoru u € V2 neni
postaCujici pro spojitost. 1o je na prvni pohled pfekvapujici skute¢nost. Uvédomime-li
si viak, Ze smérové derivace popisuji chovén{ funkce f, bliZime-1i se k bodu [xy, yy]
po piimkdch, a definice limity (pomoci niZ je definovdna spojitost v bodg [xg, yo])
zachycuje viechny zplsoby ,,pfibliZeni* (napf. po paraboldch), je toto zcela prirozené.

Priklad 3.13.
1) Vypoététe smérovou derivaci funkce f(x, y) = arctg(x2 + y2) v bodé [1, —1] ve
sméru vektoru u = (1, 2).

Refeni. Pfimym dosazenim do definice a vyuZitim I'Hospitalova pravidla dostivdme

arctg[(1 +1)% -+ (~1 + 21)?] — arctg 2

I,h =1 =
fap, 1 lim ;

. arctg(2 — 2t 4 51%) —arctg 2 . —2 + 10¢ 2
= lim = lim = ——
10 t 1-0 1 4+ (2 — 2t 4 5t%)2 5

A

ii) Ukazte, Ze pro funkei

2D bro (x, y) # [0, 0]

— xeqy
& 0  pro(x,y)=1[0,0]

avektory u = (1,0), v = (0, 1) existuji f,(0,0), £.(0, 0), fu+,(0,0), aviak pfitom
Ju+v(0,0) # £,(0,0) + £,(0,0).

Reseni. Plati f, = f,, f, = Jfy. ProtoZe f(1.0) = 0 = f(0,1), je £,(0,0) =
= 0 = f,(0, 0). Pro derivaci ve sméru vektoru ¥ + v = (1, 1) dostdvdme z definice
smérové derivace

1 o120
f"+”(0'0)Z}L%7[f(o+t'0+r)_f(0'o)]:;11_%7 =

Tedy 1 = fu14(0,0) # £.(0,0) + £,(0,0) = 0. A
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i) Ukazte, Ze funkce f definovand pfedpisem

x4y?
Flr,y) = D pro (x, y) # [0,0],

0, pro (x, y) = [0, 0]

mé v bodg& [0, 0] smérovou derivaci ve smé&ru libovolného vektoru u V2, a pfesto
neni v tomto bodé spojita.

ReSeni. Je-1i 0 s u = (uy, uz) € V2 libovolny, podle definice smérové derivace plati

£u(0,0) = limy %[,f(O +tuy, 0+ tuz) — £(0,0)] =
t*uf

= iim -—————= 1M —
t=0 t(z‘guiZ + t‘iug) =0 t‘iu}lg + u%

2.2 4
ctuy . tujus -0

BliZime-li se k bodu [0, 0] po paraboldch y = kx?, dostdvime
i x* g2yt k2
11m = .
=0 x8 +k4x8 14k

To v8ak znamen4, Ze ( gim(n 0 f(x, y) neexistuje, tedy funkce f neni v bodé [0, 0]
x,y)—={(0,

spojitd. A

Definujeme-li smérové derivace 2. fadu vztahem

- fu ) — fulx)
m )

1
—0 t

fuu(x*) = '1
plati analogické tvrzeni jako véta o ziménnosti smiSenych parcidlnich derivaci.

Véta 3.14. Necht'u,v € V", funkce f: R" — R md v bodé x* spojité smérové derivace
fuv @ fou. Pak jsou si tyto derivace rovny, tj.

fuv(x*) = fvu(X*)~
Pozniamka 3.15. Piedpoklddejme, Ze funkce f md v bod€ x* spojité parcidlni derivace
2.¥4du, a oznadme f"(x*) = (fux;)s i, j = 1,..., n matici parcidlnich derivaci druhého

fadu funkce f v bodé x™ (tato matice se nékdy nazyvd Hessova matice funkce f v bodg& x*),
pak pro libovolnd u, v € V" existuje smiSend smérové derivace fy, (x*) a plati

fuv(x*) = fvu(x*) = (f”(x*)u, v) = (f"(x*)v, u),

kde (, ) je obvykly skaldrni soucin v R".
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3.4. Lagrangeova véta o stiedni hodnoté

Jednim z dileZitych tvrzeni diferencidlniho podtu funkcf jedné proménné je Lagrangeova
véta o stfedni hodnoté&. Ta fikd, Ze pro diferencovatelnou funkci f: [a, b] — R 1ze rozdil
f ) — f(a) vyjadrit ve tvaru

f®)—fl@=f'Eb~a), ke & € (a,b).

Teji analogii pro funkce dvou proménnych jsou ndsledujici dvé tvrzeni: prvni pro parcidlni
derivace, kdy ,,body stfedn{ hodnoty* leZ{ na hranici obdélniku uréeného danymi dvéma
body, a druhé pro smérovou derivaci.

Véta 3.16. Predpoklddejme, Ze funkce f md parcidlni derivace f. a fy ve v§ech bodech
néjakého obdélniku M C R2, a necht [x0, yol, [x1, 1] € M. Pak existuji &isla £, n leZici
mezi xo. X1, resp. Yo, y1 takovd, Ze

Fx, 1) — fxo, yo) = fi &, y(x1 — x0) + fyulxo, M1 — yo).
Ditkaz. Plati
Fx1, y1) = fxo0, y0) = flx1, y1) — flxo, y1) + f(x0, y1) — f{x0, y0) =
= filf, y)(x1 —x0) + f,(xo0, M(y1 — yo)-

V posledni tiprave jsme aplikovali Lagrangeovu vétu pro funkce jedné proménné na funkce

p(x) = flx,y1)ay(y) = f(xo, y)- O

Poznamka 3.17. Body [, v1], [x0, 1] leZi na sousednich stranich obdélniku uréeného
body [xo, yo] a [x1, y1] se stranami rovnob&Znymi se soufadnymi osami, (nalrinéte si
obrdzek). Upravime-li si rozdil f(x1, y1) — f(x0, yo) pon¢kud odlisng, a to

fO, 1) = fxo, yo) = f(xr, y1) — f(xx, yo) + f(x1, yo) — f(xo, yo),
dostavame nepatrné odlisné vyjadreni

Fx1,y1) = f(x0, y0) = fr (&1, yo) (o1 — xp) + fy(x1, nD) (1 — y0)-
V tomto vyjddieni body [£], yo] a [x1, m1] leZi na zbyvajicich dvou stranich obdélniku.

Projdeme-li diikaz véty 3.16, snadno zformulujeme analogickou vétu pro funkce
n proménnych. Jsou-li x* = [x},...,x;], x = [¥,...,x] € R", cxistuji body
21, - .., Zn € R? le¥{ci na hranich n-rozmérného kvadru uréeného body x* a x takové, Ze

n

. TV L ﬁ ok
flx)— flx )—k‘L:; 3y (@) = ).

Aplikujeme-li Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté pro funkci jedné proménné na
funkci p(t) = f(x + ru), dostdvdme vétu o pfirtstku v ndsledujicim tvaru.
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Véta 3.18. Necht f: R" — R md derivaci ve sméru vektoru u € Y" ve vsech bodech
usecky {x + tu; t € [0, 1]}. Pak existuje takové éislo % € (0, 1), Ze plati

FO+u)— f(x) = fulx +0u).

Cvideni y

3.1. Vypocteie parcidln{ derivace 1. ¥ddu funkci:

a) z=x"+2x%y +3xy* +4x — 5y + 100, h) z = arctg {7,

4 o H S X
b) z =L i) g =
¢) z = xsin(x +2y), D z=In(x + /x2+y?),
d) z=sin § cos £, k) u= e*a(l_y_z’,
e) u=uxy1—y2+yv/1—x% - l)z:arctgf,

— /12— y2,
Dz=e ', m) z = arcsin iﬁyj ,

+y?
o) 7 — InfEH — Ip oV
b)Nfln(yz), n)zt_lnl+m.
3.2. Vypoci€te parcidlni derivace 1. Fidu funkct:
a) 7= xxy’ g) =Xy csinmcy,
= ' t

b) z=2,/175, h) u=x*,
0 2=(3)", i) 2 =aretg(x —y)%
d) z=xyln(x +y), D u=sin(x?+ y? + 2%,

e) z=(2x + >, K u=x",

= [1 — (22)? in 2
D z=/1-(5*) +arcsin >
3.3. Vypoctéte parcidlni derivace 1. fadu nasledujicich funkci v danych bodech:
a) z=y*+y/1+x2 v[2,5] c)z:%ﬁ%ﬁ—syx v [0, 0].
b) z=In(x+£) v[L,2],

3.4. a) Vypoltéte u, v bods [0, 0, 3], je-li u = /sin®x + sin? y + sin® z.
b) Vypocététe u, + u, + u, vbod€ [1,1,1], je-li u = In(1 + x + vy +2%).
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3.5. Ovéfte rovnost z,, = Zy, u funkef:

a) z =x%—2xy—3)?, b) z=arccos\/§.

3.6. Najdéte parcidlni derivace 1. a 2. f4du funkci:
a) 7= x4 4 y4 - 4.?62}72, g) 7= xx+y’

b) ¢ = £, h) 7 —In¥E2
Y N

c)z=17%, i) z=In(x+ y?),

d) ZzJ,L—ﬁ’ j) z=1Inyx%+ 2,

‘<N1><

e) z = xsin(x + y), k) z = arcsin Tt
f) z =2 D z=(1+x,
¥

Nikdy nepovazujte své studium za povinnost, ale za zdvidénthodnou prile-

Zitost naudit se pozndvat osvobozujici icinky krdsy ve sféi'e ducha, abyste

z toho vy ziskali osobni potéSeni, a spolelenstvi, k némuZ budete pozdéji
patFit, vyhody. (A. Einstein)

*
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Kapitola 4

Diferencial funkce

Diferencidlem funkce f jedné proménné v bod€ x, rozumime priristek funkce
na tecné vedené ke grafu funkce v bod€ [x, f(xg)]. V tomto pripadé existence
diferencidlu neboli diferencovatelnost funkce je ekvivalentni existenci derivace
v bodé€ x¢. Pfipomefime, 7e f: R — R je diferencovatelnd v bodé x,, jestlize
existuje redlné ¢islo A takové, Ze

Ly L0+ — (o) — AR _
Hn =
h—>0 h

0.

U funkce n prom&nnych (n 2 2) je totdlni diferencidl definovédn analogicky:
je to pifrtistek funkce na te¢né nadroving vedené ke grafu funkce bodem x; € R”.
Pfesnou definici pojmu te¢nd nadrovina uvedeme pozd&ji; v podstaté je to nadro-
vina (tj. afinni podprostor dimenze n — 1), kterd ma s grafem funkce lokalné (tj.
v okoli bodu, kde teCnou nadrovinu sestrojujeme) spoledny prdvé jeden bod.

Se zavedenim t€chto pojmit okamZité vznikaji tyto otdzky: Kdy v daném bodé
existuje tecnd nadrovina ke grafu funkce neboli kdy je funkce diferencovatelnd?
Staci k tomu pouhd existence parcidlnich derivaci jako u funkce jedné proménné?

Odpovédi na tyto a dalsi podobné otdzky jsou obsahcm této kapitoly.

4.1. Diferencovatelna funkce, diferencial

Nejdfive definujme pojem diferencovatelnosti a diferencialu pro funkce dvou
proménnych.
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Definice 4.1. Rekneme, Ze [unkce f: R? — R definovand v okolf bodu [xg, Yo]
je v tomto bod€ diferencovatelnd, jestliZe existuji rcalnd &fsla A, B takovd, Ze
plati

lim Lot h yo+k) — flxo. yo) — (Ah + Bk) _

(h.k)—>(0.0) /h? + k2 -

Linearni funkce Ah + Bk proménnych h, k se nazyva diferencidl funkce v bodé
[0, Yol @ znali se d f (xo, Yo)(h, k), pHp. df (xo, yo).

0. (4.1)

Poznamka 4.2.
1) Ekvivalentnf zdpis definice diferencovatelnosti funkce dvou proménnych je
tento: existuji A, B € R a funkce 7: R? — R tak, e plati

fxo+h,yo+k)— fxg, vo) = Ah + Bk + 1(h, k), 4.2)
kde 0
T
—_— = 4.3
(h.k)l—IHO.O) h? k2 (4.3)

ii) Jmenovatel limity ve vyrazu (4.1) je velikost vektoru (h, k) v eukleidovské
metrice. V odstavci 2.1 jsme zdiiraznili ekvivalentnost metrik oy, 07 a poo. Proto
nahradime-li vyraz v/A2 + k? vyrazem |h| + |k| (velikost (A, k) v metrice p;)
nebo vyrazem max{|k|, |k{} (velikost (k, k) v metrice py), dostaneme dcfinici
ekvivalentni s definici 4.1.

V pfedchozi kapitole jsme ukdzali, Ze pro funkce dvou a vice proménnych
z cxistence parcidlnich ani smérovych derivaci neplyne spojitost. Ndsledujici dvé
véty ukazujf, Ze diferencovatelnost funkce je tou ,.sprdvnou” vlastnosti, kterd
implikuje spojitost a nékteré dalsf vlastnosti funkce.

Véta 4.3. Je-li funkce f diferencovateind v bodé¢ [xq, yol, pak je v tomto bodé
spojitd.
Diikaz. 7 diferencovatelnosti funkce f v bodé [xg, yo] plyne

li s — , = i Bk s =0,
(h,k)1—>m(0,0)[f(x0 + h. yo + k) — f(x0. yo)l (h,k%l-lgo,O)[Ah + Bk+t(h. k)] =0

m  t(h, k) =0. Odtud
0,0)

nebot’ podle poznamky 4.21) je " kgi (

i h, = ’ )
(h,k%l—q%v,()) Fxo+h, Yo+ k) = f(xo, yo)

funkce f je tedy spojitd v bod& [xo, yo]. |
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Poznamka 4.4. Opuk (€lo vEty neplati. Je-li funkce spojitd, nemusi byt diferen-
covatelnd, napf. f(x, y) = /x? + y? v bodé€ [0, 0].

Véta 4.5. Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé [xy, yy), pak md v tomto bodé
parcidlni derivace a plati A = f(xo, yo), B = Sy (xo, yo), 4.

df (x0. yo) = fi(xo, yo) b 1 fy(x0, yo) k. (4.4)

Ditkaz. Poloime v (4.1) k = 0. Pak lim ! (x0+’l-v"0),—h~fl‘ o=k — 0 3 proto

m f(xo+h, y0) = f(x0, yo) — Ah

li

B0 h

T S (xo+ h, yo) — f(x0, Y0)
= lim
h—0 h

— A= fi(xo,y0) —A =0,

4. A = fi(xg, Yo). Stejnym obratem dokdZeme rovnost fy(xg, Yo} = B. J

Poznamka 4.6.
1) Pririistky /1, k nczdvisle proménnych x, y v definici diferencialu se &asto zna&i
dx, dy (pfedevsim ve star${ literatufe a v literatufe s fyzikdlnim zam&fenim).

ii) Je-li funkce f diferencovatelnd v kazdém bodé mnozZiny M, ma v kaZzdém
bod¢ této mnoZiny diferencidl, ktery je funkci &tyf prom&nnych: x, y, 4, k.
Ozna¢ime-li dx = x — xo = h, dy = y — yo = k, dostdvdme, Ze diferencidl
funkce f je

df(x, y) = fulx, yydx + fy(x, y)dy.

ii1) Diferencidl se pouziva k pfibliZnému vypoctu funk&nich hodnot. Zanedbdme-li
funkci 7, z (4.2) plyne
f @, ) = fxo, yo) +df (x0, yo)- (4.5)

Geometricky vyznam totalniho diferencidlu.

Rovina v R orovnici z = Ax + By + C se nazyva tecnou rovinou ke grafu funkce
2= f(x,y)vbode T = [xo, Yo, f (xo, yo)], plati-li
fx,y)—Ax—=By-C

(x£,y)— (X0, ¥0) \/(x —x0)? + (y — yo)?

Md-li tato rovina prochdzet bodem 7', musi tento bod vyhovovat rovnici roviny,
u. f(xo, yo) = Axp + Byg+ C, odkud z = A(x ~ x9) + B(y — y0) + f (0, y0)-
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Tato rovina je teénou rovinou, jestlize existuje diferencial funkce v bodé [xo, yo,
tj. podle véty 4.5 je A = f,(x0, Yo), B = f;(xo, yo)- Rovnice tecné roviny ma
tvar

z = f(xo0, yo) + Sx(x0, yo)(x — x0) + fy(x0, yo)(y — Yo). (4.6)

Odtud je vidét, Ze diferencidl funkce v daném bodg je pfirGstek funkce na te¢né
roviné. Funkce 7 (h, k) z poznamky 4.2 1) uruje rozdil mezi skuteCnym piirdstkem
a ptiristkem na te¢né rovin€. Rovnice te¢né roviny je nejlep¥i linedrni aproximaci
funkce f(x, y) v okoli bodu [xy, yo].

Piiklad 4.7. Z definice diferencidlu urete df a funkei © pro f(x, y) = x* + y*
v obecném bodé {x, y].

ResSeni. Plati

fl+h, y+k)— fx, y) = (x+h) +(y+k)* —x?—y? = 2xh +2yk+h* 4+ k%

Jetedy df (x, y)(h, k) = 2xh + 2yk a t(h, k) = h® + k2. A
Priklad 4.8.
i) Pomoci totilniho diferencidlu pfiblizn¢ vypoctéte:

a) 1,04%02; b) /(2,98)% + (4,05)2.

Reseni.

a) K vypo¢tu pouZijeme diferencidl funkce f(x, y) = x” v bodé€ (1, 2] s dife-
rencemi dx = 0,04, dy = 0,02. Plat{

df(x, y) = yx*"ldx + 2¥ Inxdy, tj. df(1,2) =2dx + 0dy = 2dx,
a tedy podle (4.5)
1,04>%% = £(1,04;2,02) = f(1,2) +df(1,2) = 1,08.

b) K vypoctu pouZijeme diferencial funkce f(x, y) = /x? + y* v bodé [3. 4]
s diferencemi dx = —0,02, dy = 0,05. Plat{
xdx ydy

\/x2 + y? \/x2 + y2

a dosazenim do (4.5) dostivame

df(x’y) =

1
V(2,98)2 + (4,05)2 =5+ g(—3 .0,024+4.0,05 =5,028. A
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ii) Napiste rovnici te¢né roviny grafu funkce z = x> + y? v bod& [1, 1, ?].

Refeni. Dosazenim do funk&niho pfedpisu najdeme z-ovou soufadnici doty-

kového bodu z = 12 + 12 = 2. Nynf pfimym dosazenim do vzorce pro
te¢nou rovinu dostdvdme jeji rovnici z = 2 + 2(x — 1) +2(y — 1), tj.
2x+2y—z-2=0. A

Jak jiz vime, ze samotné existence parcidlnich derivaci funkce v bod& [xg, yo]
neplyne diferencovatelnost (viz piiklad 3.5). Jsou-li vSak tyto derivace v tomto
bodeé spojité, je diferencovatelnost zaruCena, jak ukazuje ndsledujict véta.

Véta 4.9. Md-li funkce f v bodé [xo, yol spojité parcidlni derivace 1. Fddu, pak
md v tomto bodé (aké diferencidl.

Diikaz. Ze spojitosti parcidlnich derivaci fy, f, v bod& [xo, yo] plyne jejich exis-
tence v jistém okoli tohoto bodu. Podle véty 3.16 plati

lim S (o + 1, yo +K) — f(x0, yo) — fu(xo, yo)ht = fy(x0, Yok
(h.k)—(0,0) /hz + k2
I Jrot+01h, yo+k)h+fy (x, yo+ 9200k —fi (x0, yo)h —fy (X0, yo)k

(0= 0,0) e

h
= oh, e y0)] - e
(h,k)IB}O,O) [fe(xo + 1A, yo + k) — fo(xo, yo)] T +

k
- _ 926 = fy(ro, 30)] - —=—= =
(h,k%l—in((),()) [+ Cxo, yo +92K) = £y (x0. 30)] h? 4 k2 0

nebot ze spojitosti parcidlnich derivaci plyne, 7e limity vyrazii v hranatych zdvor-
kach jsou nulové, a plati

h k
I«/h2+k2 - ‘Jh2+k2 -
ij. podle v&ty 2.5 je vyslednd limita nulovd. Dokazali jsme platnost (4.1). L

Piiklady funkci, které jsou, resp. nejsou diferencovatciné v daném bod€ jsou
uvedeny v ptiloze, viz ptiklady P.7, P.8, P.9.

Obecné — funkce 7 proménnych £ R” — R je diferencovatelnd v bodg x* € R", jestlize
austuje a = (ap, ..., an) € V" takové, Zepro h = (hy. ..., hn) € V7 platf

. fEE AR~ f(x*) — {a, h)
lim

—0,
>0 1A
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n
kde [|all = /% + ... + k2 a(a, h) = 3~ a;h; je obvykly skaldrnf souin v R”. Diferencidlem

i=

funkce f v bod& x* pak rozumfme linearnf funkei definovanou pfedpisem
d A

RV @y,
4. df (x*)(h) = (a, k). Stejng jako ve vétdch 4.3 a 4.5, z existence diferencidlu v bod& x* plyne
spojitost funkce a existence parcidlnich derivaci v tomto hodé a pro vektor t¥chto parcidlnich derivaci
Feyplati f' () =a, . 2Lty =g, =1, 0

Na z4vér tohoto odstavce uk4Zeme, e z diferencovatelnosti funkce plyne — kromé spojitosti

a existence parcidlnich derivaci — také cxistence sméroveé derivace ve sméru libovolného vektorn.
UkaZeme rovng?, jak lze pomoci diferencidlu tyto smérové derivace spoditat.

Véta 4.10. Predpokiddejme. e funkce f: R" — R Je diferencovatelnd v bodé x* € R”, a nechr
u € V. Pak existuje smérovd derivace Ju(x*) a plart
n
' af
Ja@) = (SN, u) = 37 o= (.
k=1 "k

Diikaz. Necht' f je diferencovatelni v bods x*. Z definice smérové derivace dostdvdime

fE* 4+~ far) lim af ) u) + t(u)
t T 50 t -
T(tu)

=df (x*)(u) + [jul| lim Tl = df (x*)w) = (f'(*), u),

Julx™) = rli—%

nebot’tli_% m;"”) =0. 0

Ve fyzikaln{ terminologii se vektor f’(x*) nazyva gradient funkce f v bod& x* a znadi se
grad f(x*). Z linedrni algebry vime, %e skaldrnf soudin {grad f(x*), u) nabyvé pro vektory u dané
konstantni délky nejv&t¥{ hodnotu, jestlize jsou vektory grad f(x*) a u linedrné zavislé. Protode
smérovd derivace f, (x*) uddva rychlost zmény funkce f ve sm&m vektoru u, je grad f(x*) smér,
v némZ funkce f v bod& x* nejrychleji roste. Podobn& — grad f(x*) je smér, v némZ funkce
nejrychlcji klesa.

Poznamka 4.11. Diferencidl definovany v definici 4.1 se nazyva také totdini nebo Frécheniy
a lze jej definovat i pro zobrazenf mezi lincarnfmi normovanymi prostory, coZ jsou vétinou ne-
kone¢ng dimenziondlni prostory. Kromeé toho existuji jiné, obecndjii diferenciily, pouZivané &asto
v diferencidlnim poétu v normovanych linedrnich prostorech, napt. slaby (Gdreauxiiv) diferencial.
Podrobng;jsf informace o této problematice Ize nalézt ve skriptu [N].

4.2. Diferencidly vyssich Fada

V tomto odstavci zavedeme diferencidly vy33ich ¥4dd pro funkce vice proménnych.
Pripomenime, Ze diferencisl m-tého ¥idu funkce jedné proménné v bodé x € R je
mocninnd funkce m-tého stupng pfiriistku A

d" f(x)(h) = ™ xn™.
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Pfiriistek 4 se Casto oznaduje také dx, tj. d” f(x) = £ (x)(dx)™, pfi¢emZ exis-
tence diferencidlu m-tého fadu je ekvivalentni existenci derivace f m (x).

Pojem diferencidlu m-tého fadu funkce n promé&nnych bychom mohli definovat
pomoci jisté limity jako v definici 4.1 pro diferencidl prvniho fadu a pak ukazat, ze
z existence m-tého diferencidlu plyne existence parcidlnich derivaci m-t€ho fddu,
které jsou rovny jistym konstantdm vystupujicim v limitnim vztahu definujicim
m-ty diferenciél (srovnej s vétou 4.3 pro m = 1). Podrobné je tento postup uveden
ve skriptu [N]. Zde pro jednoduchost uvedeme pouze konecny vysledek, ktery
nejprve zformulujeme pro funkci dvou proménnych.

Definice 4.12. Necht funkce f: R? — R m4 v bod& [xo, yo] spojité parcidlni
derivace aZ do fidu m véetné. Diferencidlem m-tého Fddu funkce f v bodé
[x0, yo] rozumime homogenni funkci m-tého stupné

) m m 9™ f o
d" . h, k)= ——— (X0, YO)h k"7
£ (x0, yo) (h, k) g(J) Teray o )

Pozniamka 4.13. Pro piipad m = 1 je vzorec pro d” f samozfejmé totoZny se
vztahem (4.4). Prom = 2, 3 dostdvdme diferencidly 2. 4 3. fadu

& f (x0, Y0) = fex (X0, Yo)B® + 2 fry (X0, Yo)hk + F,y (X0, Yo)K°,
& f (x0, vo) =
= frex (X0, }’0)}’3 + 3fxxy(x01 yO)hzk + 3fxyy(x0a yO)hk2 + fyyy(x(): )’0)k3.

Pro ptipad n prom&nnych je diferenciil m-tého fadu homogenni funkce » proménnych h =
= (hly-'-ahn)

m! " f i i
IEm =Y - - CaOVILN i3
e AVt gt )

Tento vztah se asto zapisuje pomoci formélnitho umocnéni takto:

F] 9 \"
dmf(x*): (hl_a + -+ hy ) f(x*),
X1 Bx,,

pfi¢em? po ,normalnim‘ umocnéni nahradime souciny

a 71 * 0 Jn "
() e ()

ajn
L ey ey,

ax]! ax;y

cleny
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Napf. diferencial 2. fadu funkce dvou proménnych Ize pomoci formalntho umocnéni zapsat takto:

) A%
d” f (xp, yo) = h——a +k——> S (x0, y0)-
x dy

4.3. Kmenova funkce

V tomto odstavci fe§ime ndsledujici tlohu: Je ddna dvojice funkci dvou promén-
nych P(x,y), Q(x, y). Mdme rozhodnout, zda existuje funkce H(x, y) takovi,
Ze
H,=P, H,=0.
V kladném pfipadé mame tuto funkci urcit.
Funkce H se nazyva kmenovd funkce funkci P, Q. Odpovéd na otdzku exis-
tence kmenové funkce ddva nésledujici véta.

Véta 4.14. Necht P, Q jsou spojité funkce proménnych x, y definované na ote-
viené jednoduse souvislé' mnoZiné Q@ C R?, které maji na této mnoziné spojité
parcidlni derivace Py, Q. Pak vyraz P(x,y)dx + Q(x, y)dy je diferencidlem
néjaké funkce, pravé kdy? plati

Py(x,y) = Q.(x,y) prokaidé [x,y] € 2. @.7)

Diikaz.

=t

Provedeme za siln&jsiho predpokladu, kdy mnoZinou €2 je obdélnik se stranami
rovnob&Znymi s osami x,y. Necht' plati (4.7) a [xg, yp] € & je libovolné. PoloZzme

x y
H(x,y) =/ P, y)dt+/ O(xo, 1) dr.
Xy Y0

Xg
Pak H,(x,y) = P(x,y) a

X

Hy(x, y) = Qro. y) + / Pyt y)dt = Qx0, y) + / 0.(t,y)dt =

= Q(x0, ) + Q(t, WIZ;, = O, ¥).

e

Je-i vyraz Pdx + Qdy diferencidlem néjaké kmenové funkce H, pak P =
= H,, Q = H,. Ze spojitosti parcidlnich derivaci Py, Q. plyne spojitost smi-
Senych derivaci H,, a H,,, které jsou si rovny (Schwarzova véta), a rovnost
H,, = H,, je ekvivalentni rovnosti (4.7). O

1Oblast 2 se nazyva jednoduse souvisla, jestlize libovolnou uzavienou kfivku lezici v 2 lze
spojité deformovat v  do bodu.
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Piiklad 4.15. Rozhodnéte, zda vyraz (x> — y?) dx + (5 —2xy) dy je diferencidlem
né&jaké funkce; v ptipadé Ze ano, urCete tuto (kmenovou) funkei.

Reseni. Nejprve ovéfime, zda je uvedeny vyraz opravdu diferencidlem. Plati
3 a
—(5—2xy) = -2y, —(x*—y?) =2y,
ax dy

tj. podle véty 4.14 je zadany vyraz diferencidlem jist€ kmenové funkce H. Dile

plati
3

By A, X 5
Hx,y)= | (x*=y9)dx = E yx + ey,

kde @(y) hraje roli integrani konstanty, nebot jeji derivace podle x je nulovd.
Derivovdnim podle y a dosazenim do vztahu /7, = Q dostdvdme

H, = =2xy + ¢'(y) =5 —2xy,

odkud ¢’(y) = 3, (j. ¢(¥) = Sy + ¢. Vypolilali jsme, Ze zadany vyraz je diferen-

cidlem funkce ,

x
H(x,)’)=?—y2x+5y+c, ceR. A

Poznamka 4.16. Pojem kmenové funkce také tzce souvisi s tzv. exakini diferen-
cidlni rovnict. UvaZzujme diferencidlnf rovnici (ij. rovnici, kde nezndmou je funkce
y = y(x), kterd v rovnici vystupuje spolu sc svymi dcrivacemi)

,_ax,y)
Y Ty
Dosadime-li y' = % a vyndsobime-li rovnost (4.8) jmenovateli zlomki, dosts-
vame rovnici

4.8)

a(x, y)dx — b(x, y)dy = 0.
‘T'ato rovnice se nazyva exakni, je-li —a,(x, y) = b.(x, y), tj. pravé€ kdyZ je vyraz
na levé stran& rovnice diferencidlem. Je-li A piisludnd kmenovd funkce, je feSeni
y = f(x) rovnicc (4.8) zadéno rovnosti H(x, y) = c, kde ¢ € R (fikdme, Ze
funkce y = f(x) je zaddna implicitné, viz kapitola 8).

Zcela analogicky problém miZeme fefit pro funkce » proménnych. Podobné jako v di-

kazu véty 4.14 lze ukézat, Ze v pripadé n-tice funkef Py, ..., Pp: R” — R se spojitymi parcidlnfmi
derivacemi prvniho Fadu je vyraz Py (x) dx| + .- - + P, (x) dx, diferencidlem jisté kmenové funkce
n promémnych v bodé x = [xy, ..., xs], pravé kdyZ

9

3 . DL
3_)Cipj(x): 5;719,-(.’(), ihj=1.., n,i#Ej

Prakticky postup pfi uréovanf kmenové funkce v pifpadé tf{ proménnych je ilustrovéan v nésledujicim
pitkladu.
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PFiklad 4.17. Rozhodnéte, zda vyraz (y 4 z) dx + (x + 2)dy + (x + ¥) dz je diferencidlem jisté
funkce H (x, y, 7). Pokud ano, tuto funkci urdete.

Ié_es’em’. Nejprve ovéfime, zda je dany vyraz opravdu diferencidlem:
ad a a b a a
—_— :1:—— y, T =l=— s T :1_—-—- .
ay(y+z) S Ta e r Y aZ(y+z) az(x+z) ay(x—f—y)
Kmenovou funkci uréime takto:
H(x,y,2) = /(y+z)dx =yx+x+C(y, 2,

kde funkce C(y, z) opé&t hraje roli integra¥nf konstanty. Derivovénim podle y a z a porovnanim
s funkcemi u dy, dz dostdvdme
a
EH(X' »A=x+Cy(rnad)=x4+z f Cyy.2) =z,
9
az
Tim jsme dostali stejny problém jako v pifkladu 4.15, kdy je tfeba uréit funkci C(z, y), jestlize
zndme obé jeji parcidlni derivace. Stejnym postupem jako v ptikladu 4.15 snadno zjistime, ¢
C(y,2) = yz + ¢, ¢ € R. Zadany vyraz je diferencidlem funkce.

Hx, y, ) =x+C;(0.0) =x+y, tj. Ci(y,2)=1y.

Hx,y,0)=xy+yz+xz+c¢, ceR. A

Poznimka 4.18. Skuteénost, zda je vyraz
P(x,y,2)dx + Q(x, y,2)dy + R(x, y, z) dz 4.9

diferencidlem jisté funkce, hraje fundamentdlnf roli v teorii kivkovych intcgrdlfi a v jejich fyzi-
kdlnich aplikacfch. Funkce P, @, R miZeme chépat jako soufadnice n&jakého silového pole v pro-
storu — vektor F(x, y, z) = (P(x, ¥, 2), Q(x, ¥, 2), R(x, y, z)) udéva smér a velikost sily piisobici
v bode [x, y, z]. Toto pole se nazyvd konzervativn! nebo také porencidlové, jestlize se pfi pohybu
v tomto poli po libovolné uzaviené kiivce nevykona Z4dnd préce (tuto vlastnost m4 naptiklad pole
gravitaénf). Lze ukdzat, Ze pole F je konzervativni, pravé kdyz je vyraz (4.9) diferencialem jisté
funkce H. Tato funkce se ve fyzikalni terminologii nazyvé potencidl silového pole.

Cviceni
A0

4.1. Urcete diferencidl funkce v daném bodg, popt. v obecném bod& tam, kde neni
konkrétni bod specifikovan:

a) z=2xy+ 73, [x,yl=1[1,1], e) z=+/x2+ y2, [xo, yo] = [3, 4],
X

b) z=arctg 2, |xo, yo]l =[1, 1],  f) z = arcsin ek

[x0, Yol = [1, +/3],
©) z =arctg {2, [x0, o] = [V3, 1], ) u = 75,
[an Yo, ZU] - [lv 0: 1]7

L 1
d) u==x?,Ix0, y0.20] =12, 1, 1], h) u=(’y_‘)1_
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4.2. Pomoci diferencidlu vypoctéte priblizng:

4.3.

4.4.

4.5.

1,02 3 97)3 (1,03)2
a) arctg g5z , ¢y /(1,02)3 +(1,97)3, e) T
b) arcsin 223 d) In(0,97% 4+ 0,05%), f) el0s'-0.02

1,05

g) O kolik cm? se piiblizn& zméni objem kuZele s polomérem podstavy

r = 10cm a vySkou h = 10cm, zvétsime-li polomér podstavy o 5mm
a vyS8ku o 5 mm zmensime.

h) O kolik pribliZn¢ musime zménit vy§ku komolého jehlanu se &tvercovou
zdkladnou s délkami hran a = 2m, b = 1 m a vy§kou v = 1 m, jestliZe
a zvétdime o 7cm a b zmensime o 7 cm, chceme-li, aby objem zistal
nezmeénén.

Rozhodnéte, zda funkce f je diferencovatelna v bodé [0, 0]:

—=— [x,y] #10,0],
a) f(x,y) = lxyl, b) Flx,y) = | VF+?
0’ [x’ y] = [Ov O]a

sin(12+y2)
20D [ 3] # [0, 0],

Y Fy) =1 A0
9 f&x.) L [x,y]=1[0,0]

UrCete rovnici te¢né roviny ke grafu funkce v daném bodé:
a) f(x,y) =+ 1=x2=y% [x0, yo, 20] = [% ﬁ f]
b) fx, y) = x4+ xy +2y%, [xo, yo, 20l = [1, 1, 4],

) f(x,y) =arctg 1, [xo, Yo, 20l = [1, -1, 7],

d) () =, [x0, Yo, 201 = 10,0, 7).

Na grafu funkce f najdéte bod, v ném?7 je te¢nd rovina (nadrovina) rovnob&zn4
s danou rovinou (nadrovinou):

a) fx,y)=x34+y, p=12x+3y—7=0,

b) flx,y)=y1—-x2=y? p=ax+by—z=0,

o) fe,M=x~y, p=x+y+z=0,

d) fG,y)=x" p=x—-27=0,

C) f(xvyaz):-x\/12+y2, pEx—i-y-—z—u:O,

D FO) = Jx2 ot x2 p=ax o+ g =0,
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4.6. Pomoci gradientu vypoctéte smérové derivace funkce f ve sméru vektoru u
v daném bodé:
a) f(x,y)=xy, u=(1,2), [x, yo] = (L, 1],

b) f(x) ) Z) = sz + y2 +Zz’ U = (I!Oa 1)) [an Yo ZO] = [Ov 1,0]

4.7. Vypoététe diferencidly vys§ich fadii zadanych funkei (v obecném bodé€):

a) z = xIn(xy), d*z =2, d) z=In(x+y), d"z =7,
b) z=x3+y® —3xy(x —y), d’z =, e) z= % d"z =7,
¢) 2= (x2+yH) ey, d"z =7, f) u=xyze™yts, d'u =7,

4.8. Zjistdte, zda dané vyrazy jsou totdlnimi diferencidly n&jaké funkce, a pokud
ano, najdéte je:
a) (x+Iny)dx + (% +siny) dy, ) rbrdy

b) xsin2ydx + x2cos2ydy, d) (y2—=1)dx + (2xy + 3y)dy.

4.9. Zjistéte, zda dané vyrazy jsou totalnimi diferencidly n€jaké funkce, a pokud
ano, najdéte je:
a) (3x% —3yz+2)dx + (3y? —3xz+Iny+ 1)dy + (32> = 3xy + 1) dz,

yzdx xzdy xydz
b) 1+4x2y222 + Ta2ylz2 + 14+x2y2z2

*
Moudrost neni produktem vzdéldni, ale celoZivomim tsilim. (A. Einstein)

*
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Kapitola 5

Derivace slozené funkce, Tayloruv
vzorec

Stejn& jako u funkce jedné proménné potfebujeme u funkci vice proménnych
ur¢it parcidlni derivace slozené funkce. To je obsahem prvniho odstavce, kde také
ukaZzeme pouZiti odvozenych vzorcid. Druhy odstavec této kapitoly je vénovan

Taylorovu vzorci pro funkei vice proménnych. Podrobnéjsi srovnani s funkci
jedné proménné provedeme v kazdém odstavci zvIast.

5.1. Parcialni derivace slozenych funkci

nistroji fefeni rovnic matematické fyziky. Tyto rovnice jsou tzv. parcidlni dife-
rencidlni’ rovnice — 10 jsou rovnice, kieré obsahuji parcidlni derivace nezndmé
funkce a jejichZ feSeni jsou funkce dvou ¢&i vice proménnych. Odvozené vzorce
umoZiuji transformovat tyto rovnice na jednodus§i tvar, z ndhoZ bud’ jiz umime
najit feSeni, nebo alespoit miiZeme vyvadit fadu dileZitych vlastnosti feSenf rov-
nice.

Na tivod pfipometime, jak se derivuje sloZend funkce jedné proménné. Necht
funkce u = g(x) ma derivaci v bodé xg. Oznaéme uy = g(xp). Ma-li funkce
~ = f(u) derivaci v bod€ ug, pak sloZend funkce y = F(x) = f(g(x)) mi
darivaci v hodé xq a plati: y'(xg) = f'(ug) g’ (xo).

Nyni odvodime podobné vztahy pro parcidlni derivace sloZzené funkce dvou
proménnych. Bude nds pfedeviim zajimat p¥ipad, kdy vn&jsi funkce f nenf expli-
cuné zadédna (obvykle je to hledané fedeni parcidlni difcrencidlni rovnice).
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Véta 5.1. Necht funkce u = ux,y), v = v(x, y) maji parcidlni derivace prv-
niho Fddu v bodé [x,, Yol Oznacme ug = u(x,, Yo), vo = v(xo, o). Je-li Sunkce
2= f(u, v) diferencovatelnd v bods [ug, vol, pak slogend Junkce z = F(x,y) =
= fu(x, y), v(x, y)) md parcidini derivace 1. Fadu v bodé& [xy, y) a plait:

IF d ou af dv
—— (%0, yo) = ‘f(uu, v0) 2= (%0, Y0) + == (o, vo) — (x0, o),
dx Ju ox ov dx (5.1)
oF af ou of v )
E(xo, Yo) = a(uo, Uo)é;(xo, Yo) + m(uo, vo)g(xm Y0).
Zkrdcené piseme
Ly =y Uy + Ty Uy, Ly =2y Uy + 2, Uy, 5.2)
nebo také
d 0z 0u 9z dv 0z  9z0u 3z Jv
== S 0TV 0z dzdu Bz 9w (5.3)
ox  dudx  dvox dy dudy  dvay

Diikaz. Dok4dZeme pouze prvni vzorec v (5.1), druhy se dokdZe zcela analogicky.
Vyjdeme pfmo z definice parcidlnf derivace.

oF . Flxo+1, yo) — F(xg, yo)
a*(xo. Yo) = lim =
X t—0 t

— im S wlxo+ ¢, y0), v(xo + 1, Y0)) — £ (u(xo, Y0), v(xq, ¥o))
t—0 !

(5.4

Oznalime-li u(r) = ulxo +1t, o), v(t) = v(xy + t, ¥o), z diferencovatelnosti
funkce f plync existence funkce 7 splitujici (4.3) takové, Ye

S @), v(®) — fluo, vo) =
= fuluo. vo) u(t) — uo) + f,(uo, vo) (v(t) — vo) + T(u(r) — ug, v(z) — vy).

Dosazenim tohoto vztahu do (5.4) dostdvime

IF 1

a(xo, yo) = tlgl(l) " [fu(uo, vo)(u(t) — ug) + f,(u. vo)(v(t) — vp) +

3—uumm)+

v(xg +1, )’03 = v(xo. o) n lin(1) T(u(t) — u(;, v(t) — vg) _
I—

+ T(u(t) - Up, v(t) __ UO)] — fu(uo, Uo)thr% u(XO +1, Yo

+ fu (1o, vo) lill(I)
1—

0. V(1) — vp)
t '

= Juluo, vo)u(x0, y0) + f, (w0, vy (x0, yo) + Jim T
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K dokon&en{ diikazu nyni staci ukdzat, Ze posledni limita je nulova:

i E O = w0, v(®) — Vo)
im =

r—0 t

Vv

: T(u(t) — uo, v(1) — o) \/(u(t) - u0)2 (v(t) - vo)2
= lim ' R
=0 /Gu(t) = uo)? + (1) — vo)? : t
= \/“f(xo, ¥o) + v2(xg, yo) - lim T(u(t) — uo, v(t) — vo)

0 () — w0 + 00 — v0)?

poslednim vypoétu jsme vyuzili faktu, Ze linau(t) = uy, liII(l) v(t) = vp, nebot
t— t—

funkce u(t) = u(xg + ¢, yo), v(z) = v(xg + ¢, yo) jsou spojité v bodé ¢t = 0 — to
plyne z existenc{ parcidlnich derivaci funkei u, v v bodé t = 0 a pro funkci jedné
proménné plyne z existence derivace spojitost. O

Priklad 5.2.
i) Je ddna funkce z = €“ sinv, kde u = xy av = x + y. Vypoltéte z, a zy.

Rejeni. Protoze vnitini i vn&j¥{ slozky maji spojité parcidlni derivace v celém
IR?, m4 sloZena funkce parcidlni derivace v kazdém bodé€ tohoto prostoru.
Dosazenim do (5.2) dostdvdme

Ze = Zulhy + 2oV = (¥ sinV)y + (€* cos v),
Zy = Z,lly + Z,¥y, = (€ sinv)x + (€* cos v).

Zbyvé dosadit zaw a v, u = xy av = x + y a dostaneme

7y = e (ysin(x+y)+cos(x+y)), z,=e"(xsin(x+y)+cos(x+y)). A

ii) Pomoc{ transformace do novych nezévisle proménnychu = x+y, v =x—y

najdéte viechny diferencovatelné funkce f: R? — R spliiujici rovnost

fX(x’y)+fy(x!y)=0' (55)

Refeni, Oznatme z = [(x, ). Pak 2, = z,uy + 2,V = 2y + Zu» Ty = Zuuy+
+ Z,Vy = Z, — Zp- Dosazenim dostdvdme z, + zy + 2, — 2y = 2z, = 0,
tedy 7z, = 0. To znamend, e funkce z = z(u, v) nezdvisi na proménné
u, a tedy z(u, v) = g(v), kde g je libovolnd diferencovatelnd funkce jedné
proménné. Dosazenim za v vidime, Ze viechny diferencovateiné funkce dvou
proménnych, které spliiujf (5.5), jsou tvaru f(x,y) = g(x — y), kde g je
libovolnd diferencovatelna funkce jedné proménné. A
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iii) Provedte totéZ jako v pfedchozim piikladé zavedenim poldrnich soufadnic
@ =arctg Y, r = /x2 + y? do rovnice

Y (x, y) —xfy(x,y) =0. (5.0)

Reseni. Vypoétéme nejprve parcialn{ derivace funkci r a ¢:

X Y
Py = ————, ry = ———,
* /% + y2 Y /X2 + 2
— Y __*
Yy = X2+y2’ ‘Py—x2+y2'

Oznatime-li opét z = f(x, y) a dosadime-li do vzorecki pro derivace sloZené
funkce prvntho fidu, dostdvidme

X Y
Iy =l—— — 5,
x r T2+y2 V’x2+y2
y X
Iy = Zr

e
JaEyr o ai gy

co? po dosazeni do (5.6) a tipravé ddvd rovnici z, = 0, a tedy z(r, ) =
= h(r). Viechny funkce dvou proménnych spliiujici rovnici (5.6) jsou tedy
tvare f(x,y) = h(\/ X2+ yz), kde & je libovolnd diferencovatelnd funkce
jedné proménné. A

Na pfedchozich p¥kladech vidime, Ze zavedenim novych nezdvisle promén-
nych miZeme dosdhnout znaéného zjednoduseni dané parcidlni diferencidlni rov-
nice, co? se velmi &asto vyuzivd ptedeviim pfi feSeni diferencidlnich rovnic po-
pisujicich riizné fyzikdlni dé&je. ProtoZe tyto rovnice jsou vétSinou druhého fadu
(obsahuji parcidini derivace druhého ¥ddu nezndmé funkce), zv14st€ dileZité jsou
vzorce pro parcidlni derivace 2. fadu sloZenych funkci.

Dive neZ si tyto vzorce pro parcidlni derivace 2. fddu uvedeme, pfipomefime
opét pro srovndni vzorec pro derivace 2. fidu sloZené funkce jedné proménné.
Derivovéanim rovnosti y' = f'(u(x))g’(x) dostdvame

Y = (g x) = fwg*x) + fw)g"(x).

Véta 5.3. Necht funkce u = u(x,y), v = v(x,y) maji parcidint derivace
2. Fddu v bodé¢ [xg, yol, oznacme uy = u(xo, yo), vo = v(xp, yo). Md-li funkce
z = f(u, v) spojité parcidlni derivace 2. Fddu v bodé [ug, vo], pak sloZend funkce
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z=F(x,y) = f(u(x, y), v(x, ¥)) md parcidlni derivace 2. ¥ddu v bodé [xy, yo]
a plati:

2 2
Zex = Zuyl, + 2ZuUx Uy + ZypVy + Zullxx + ZyUsx
Zxy = Zuulxly + ZupVylhx + ZoullyUx + ZunVyVsx + Zullxy + ZyUxy 5.7

2 2
Zyy = Zuuldy + 22u0lty Uy + 2y V5 F Zullyy + 2uVyy.

Funkce z a jeji parcidlni derivace maji argument (1o, vo), funkce u, v a jejich
parcidlni derivace maji argument (xo, o).

Diikaz. Dok4Zeme pouze rovnost pro z,,, dikaz zbyvajicich dvou vzorci je zcela
analogicky. Plati

0 0 0 d
Axx = 8_}('(2):) = b;(zuux + Z2yVx) = E(Zuux) + a(zuvx) =
3 d
= —(zu)ux + Zuuyy + —(Zv)vx + 2,V =
ox ox

= (Zuulhx + Zun Ve )y + Zulhex + (Zoulhy + ZopVUx) Ve +
2 2
+ 2,V = Zuully + 2 Vsl + ZyuVy + Zpullx Uy + Zulbxx + ZuVUsx =

= zuuui + 2z,u,v; + Zvvvi + Zylxy + ZyUsx.

K vypoctu %zu 4 53;2,, jsme vyuZili skutenosti, Ze z, = z,(u(x, y), v(x, y))
azy, = z,(u(x, y), v(x, y)) jsou opét slozené funkce promé&nnych x, y, a proto
miZeme k vypoétu jejich derivaci vyuZit vztahti (5.1), ve kterych misto z dosadime
Zu» TESP. Zy. ]

Pozndmka 5.4. K zapamatovdn{ vzorcd (5.7) mdZeme pouZit formalnf umocnéni, o kterém jsme sc
jiz zminili u vypoétu diferenciald vy$sich fadii (poznamka4.13). Napfiklad pro vypocet zx x formdlné
umocnime pravou stranu rovnosti zy = zyky + ZyVy. Dostaneme zjuy + 2zyzpusvx + z%v%,
a nahradime-li druhé mocniny, resp. sou¢in prvnich derivaci funkce z odpovidajicimi druhymi
derivacemi, obdr¥me 2,42 + 22,y vy + Zyp2, co% jsou pravé prvni tfi Eleny v (5.7).

Priklad §.5.
i) Pomoci transformace do novych nezdvisle proménnychu = x+ay,v = x—ay
najdéte obecné feseni tzv. vinové rovnice

azzxx — Zyy = 0

(tato rovnice popisuje napf. chvén{ struny na hudebnim nistroji, z(x, y) udava
velikost vychylky struny ve vzdalenosti x od jednoho z bodii upevnéni struny
viaser = y).
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Re§eni. VyuZitim vzoretkl pro parcidlni derivace 1. a 2. fidu dostdvdme
Ty = ZyUy + 29Uy = 2y + 2y, 2y = Zuly + yVy = AZy — AZy,
2 2 2
Zxx = Zuu + 2240 + Zvvs Lyy = 0 Zyy — 2a°Zyy + a2y

Dosazenim a dpravou obdrZime rovnici z,, = 0, kterou fe§ime takto: Ozna-
¢ime-li z,(u, v) = w(u, v), pak feSenim rovnice w, = 0 je libovolnd funkce
nezdvisejicf na v, tedy w = w(u). Resenf rovnice z, = w () jetvaruz(u,v) =
= f w(u) du + g(v) (podobné jako pfi hleddni kmenové funkcce jc ,,intcgraéni
konstantou‘‘ funkce g(v) proménné v, viz odst. 4.3). Oznacime-li f(u) =
= f w(u) du, dostivime feSeni rovnice ve tvaru z(u, v) = f(u) + g(v) apo
dosazenizau av

z(x,y) = f(x +ay) + g(x —ay),
kde f, g jsou libovolné funkce jedné proménné majici derivaci 2. fadu.
Je-li jesté zaddna pocdtecni poloha a rychlost chvé&jici se struny, tj. je dand
dvojice funkci ¢, ¥ jedné proménné popisujici pocatecni stav struny, pak
dvojice pocatecnich podminek

2(x.0) = o(x), z,(x,0) = ¥x)
uréuje jednoznaéné funkci z(x, y) popisujici chvénf struny, viz napt. [T-S]. 4

i) Pomocf transformace nezvisle proménnych u = xy, v = % najdéte vSechny

funkce dvou proménnych splitujici rovnici

x2200 + yzzyy — 2xyzyy +x2x +yzy = 0.

Reseni. Podobné jako v predchozim p¥ikladu

1 X
2y = Zyly + ZyVy = Zuy + 20—, Zy = Zylhy + ZyVy = ZuX — 2y 73 »
Y y
2 1 x 1
Zxx =Y Zuu+2zuv+zuu_2'7 ny=xy2uu—*—32uu+2u——22u,
y y y

2 2
) x x x
Zyy—x Zuu—z'.)')—zzuv+szv+2zv;"-
Dosadime do rovnice a po tpravé dostdvime

2.2 4 2.2 2,2 2 2 xt  xt x?
2Py + 279 = 26%97) 4 20260 = 20%) 2 (S + S+ 25 ) +

oy Yy

¥ 2

X X X X
+ 2. (—2xy + xy + xy) +zu(— +2- - —) =4 =2+ -2, =0,
y y Yy y y
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odtud z,, + %”zu = 0. Refenim této rovnice je zy(u,v) = %, kde f
je libovolnd (diferencovatelnd) funkce jedné proménné, a odtud z(u, v) =
= 2f(u)/v + g(u), kde g je libovoln4 funkce jedné proménné se spojitou
druhou derivaci, coZ po dosazeni za u, v diva

2(x,y) = 2f(xy)\/§+ g(xy).

Presv&dcte se zkouskou, Ze tato funkce je opravdu feSenim dané rovnice. A
iii) Transformujte tzv. Laplaceovu rovnici ' v R?
Zaix +2yy =0

do poldrnich soufadnic x = r cos ¢, y = r sin ¢ za pfedpokladu, Ze funkce z
mad spojité parcidlni derivace 2. fadu.

Reseni. Podle (5.2) plati

2y =2 X + 2y Y = 2,089 42z, 8ingp,

Zp =2y Xp +2yYp = —Zyrsing +2z,r cosg.
Pro derivace 2. fddu dostdvdme
2 2
Lrr = zxx-xr + ZZ)CV xryr + Zyy y,- + ZX xrr + Zy yrr =

= 7,4 00S” @ + 2, 8in 20 + 7, sin? @,

2 2
Z(P(/J = z;;xw + 2ny-x(py(p + Zyyy‘p + Zyx Z(p(p + Zy y¢¢ =

= Zuxr 2 sin? @ — 2, r?sin 29 + 2,1’ 08> ¢ — 2,7 COS@ — Zyr sin @,

Vyndsobime-li vzorec pro z,, vyrazem r® a secteme se VZOrcem pro z,,.
dostdvdme

P22 + Zpp = 1?22 (c08> @ + sin® @) + 12z, (cos? ¢ + sin® @) +
+ 2y (8In2¢ — sin2¢) — rlz, cosp + z, singp] =

2
=r"(2. + zyy) —rZr.
Laplaceova rovnice v poldrnich soufadnicich ma tedy tvar

r’z., + Zpp +rz, =0, A

IPicrre Simon Laplace (1749-1827), francouzsky matematik, fyzik a astronom.
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Poznamka 5.6. Ve viech feenych pfikladech, které jsme zde uvedli, byla transformace do novych
proménnych dédna jiZ v zaddni. V rovnicich matematické fyziky se vySetfuji rovnice typu

a(x, Vzex +2b(x, Yzey + clx, Vzyy + fx. y. 2.2x.2) = 0.

Chceme-li najit feSeni této rovnice, je tfeba ji vhodnou transformaci do novych nezévisle pro-
meénnych zjednoduSit — prevést na tzv. kanonicky tvar. Tuto ,,vhodnou® transformaci najdeme
prostfednictvim feSeni obyZejné diferencidlni rovnice

a(x, )y = 2b(x, )y + e(x, y) = 0.
Podrobné;jsi informace o tomto postupu lze nalézt nap¥iklad v [T-S).

Doposud jsme uvaZovali pouze funkce dvou proménnych, ale situace pro funkce vice promén-
nych je zcela analogick4, vietn& diikazu nisledujiciho tvrzeni.

Véta 5.7. Nech? je ddna funkce f: R™ — R a m-tice funkci g;: R" — R, které maji spojité

parcidlni derivace 2. Fddu. Oznacme up = gp(x1,...,xn), k = 1,...,m. Pak sloZend funkce
Flxt,..., %) = f(g1 (1o Xn)s oo @m®y, ooy xn)) md spojité parcidlni derivace 2. Fddu
a plart

] 2.8 A

—F(xy..., = —fur, ..., um)— eeer Xn), 5.8

oy Pl ; g m) g ek ) (5.8)

92 mo 52 ) 3 "9 a2
Flri, o) = ) @@ a1 () + Y — f)——gi(x),
ax;x; Pyt duruy ax; ox; = duy, ax;x;

(5.9
kdei, j=1,2,... ,navevzorci (8.9 jeu = (uy...,up), x = (x1,...,xn).

Poznimka 5.8.

1) Jsou-li funkce g; ve vété 5.7 linedrni, pak vSechny ¢leny v druhé sumé v (5.9) jsou nulové (nebot’
druhd derivace linedrni funkce je nulovd). Metoda formdlniho vyndsobenf{ derivac{ prvniho fadu
andslednd nahrada soucind prvnich derivaci odpovidajicimi druhymi derivacemi dava pak prfimo
vztahy pro druhou derivaci. Takto je tomu napf. v pfikladu 5.51).

i1) Uvedli jsme si zde pouze vzorce pro parcidlni derivace sloZené funkce 1. a 2. ¥adu, které jsou
potfeba v rovnicich matematické fyziky. Metodou stejnou jako v dikazu véty 5.3 1ze odvodit
vztahy pro teti a vy$&i derivace, nehudeme je zde v8ak jiz uvadét, nebot’ jsou formalné pom&mé
sloZité.

Priklad 5.9.

1) Transformujte Laplaceovu rovnici v R3

Uxx +uyy + Uzz — 0

do sférickych soufadnic x = rcos¢sinv, y = rsingsin?, z = r cos 0.

Resent. Mohli bychom postupovat podobné jako pfi fedeni pfikladu 5.5 111), zde vSak pro ilu-
straci riznych moZnych metod postupujeme odli¥ng. Vyjidtime nejprve r, ¢, ¥ pomoci x, y, z.
Jednoduchymi Jdpravami dostdvdme

/212
X<+
r:m, (o=arctg%‘ ﬁ=ar0tg%~
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Nyni vypotteme viechny potfebné parcidlni derivace funkci r, ¢, 9. Platf

, x X y z
- — = -, =—=,rz=—-,
NN e
. 1 x? . 1y 1 2
===, === ,r;p=-——,
=T AT T 3T T3
ad 0
Px = 5 5, Py = "yeem—y, P =0,
S I gy ¥
o —2xy p —2xy o 0
XX = "5 55 PYW =" "55" y
(xZ + y2)2 (x2 + y2)2 2z
9 1 X xz xz
'y = = = s
1+ 582 2 /al 4yt STyl 452 42D 2 /xT 4y
R R S, e A G
YT o Taa o ET T 4yt 2 - 2
r X<+ y* z r
y 1+ —;;L
2 z x%z x2z
xx = - - y
r2/xl 4y ATy 202 4 y2)3
z vz vz

Uy = - ,
rZ\/JC2 + y2 r4\/x2 + )’2 r'2(x2 + yz)%

27,/x% 4+ y2

1922 =
4 r4

Podlc vzorci pro derivace sloZené funkec

x y xz
Uy = Urry + Up@y + gy = Ur— + Uy +uy ,
r x2+y? rvxz +y?
u u Y u x +u rz
=Ur—= = )4 »
P a4yl rx2 + 32
2z \/)c2 +y2
Ug =Ur— —lUyg—————,
r r
x2 2 x222 xy

Y
Uxxy = Upr— + 1 + +2 +
xx 2 oy 2 + y2)2 gy A2 12 Urp r(e2 + y2)

x?%z xy

2
k4 1 x
+2u'_ —_2u m+u _—_ —
RN R P (r r3>

2xy z x?z x%z
T 55 T - _ - 5 )
(= +y%) riyx2+y2 A xE 4y 22 4423
u Y +u x? + i 2 udd +
Uyy = Urr =5 u —2u
A T RN V) 3 2+ y2) "I+ y9)

2

2
y°z xyz Iy
F 22Uy —————— 22Uy ——57 FUrl-— 5| —
N e ’(r r3)
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2xy Z yzz yzz
T A T S e T e 3
=+y9)7 0 \r2al+y A4y (24923

72 xZ 42 /X% + y2 1z 27/x2 + y2
Uzz = urr— +uyy 5 = 2urp 5 tur| - — =5 | tuyg———p——.
r r r ror r
Odtud
2 2
Urr 2 2 2 Xty
Upx Fiyy *itzz = — X"+ Y +2°) tupp ——>=
xx vy 7z r2( tprp(x2+y2)2

\
. X222 y22
.

2, .2 Urg
- + + T+ Y2y —xy) +
4 (x'Z + y2)2 (x2 + }’2)2 )

ra?+y%)
2 2
Ury r7z Yz / Uy
+2—,.T< + —2Z x2+y2)+2—1(xyz—xyz)+

Va2 +yr a2 y2 r2(x2 +y2)2

30 x2+yr4+ 22 Uy
- —2xy +2
+ur (l‘ r3 + (.,(2+y2)2( x)’+ X)’) +

bup (=2 % [, 2+2_Z‘/x2_,_ 2_ ¢ \_
"\t T Y- R
2 + 1 1 cotg ¥

=Upr + —lUr + 55 Upp + S Upy + Uy .
T W sintg YT 52000 27

ii) Urkete feseni Laplaceovy rovnice v R3, kieré je sféricky symetrické, tj. zdvisi pouze na vzdale-
nosti od po¢atku.

Resent. Necht funkce u zavisi pouze na proménné r = +/x2 + y2 + z2 a nikoliv na proménnych

¢ av,tj.u = u(r) (tento predpoklad je ,,rozumny* vzhledem k fyzikalnimu vyznamu Laplaceovy

rovnice). Pak viechny parcidlnf derivace podle ¢, & jsou rovny nule a dostdvame rovnici
Urr + —u, =0.
r
PoloZime-h u, = v, dostdvame déle rovnici v, + %v = 0 a po tpravé r2v, + 2rv = 0, coZ je
ekvivalentn{ rovnici %(ﬂv) = 0. ReSenim (6to Tovnice jenapf. v(r) = —riz, atedy u = % tj.
1
Vxt4y?+ 22

je jednim z feSeni Laplaceovy rovnice (srov. pfiklad 3.7 11)).

u(x,y, 7)) =

5.2. Taylorova véta

Nejprve pfipomeiime, co to je Tayloriv polynom a Taylorova véta' pro funkci
jedné proménné. Necht’ f: R — R, xo, x € Rah = x — xo. Tayloriv polynom

Brook Taylor (1685-1731), anglicky matematik.
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(mnoho¢len) stupné n € N funkce f se stfedem v bod€ xp je polynom

) (x.
T.(x; x0) = ao +aj(x — x0) + - + a,(x —x0)", ar = % :
k=0,..., n. Koeficienty a; ur¢ime z poZadavku, aby polynom 7, mél v bodé x

stejnou funk¢ni hodnotu a hodnotu prvnich n derivaci jako funkce f.

Taylordv polynom pouZivdme k pfibliznému vypoctu funkénich hodnot fun-
kce f v okoli bodu x;. Taylorova véta uddva velikost chyby, které se dopustime,
aproximujeme-li funkci Taylorovym polynomem.

Obdobné je tomu u funkce vice proménnych. Taylordv polynom funkce
f:R" — R jc polynom vice proménnych, ktery ma s funkci f v daném bod¢
x* =[x}, ..., x;] € R" stejnou funkéni hodnotu a stejnou hodnotu vSech parcidl-
nich derivaci azZ do fadu n, kde n je stupeti polynomu. Pro funkce dvou proménnych
dostdvdame toto tvrzenf.

Véta 5.10 (Taylorova). Nechf funkce f: R? — R md v bodé [xy, vo) a néjakém
Jeho okoli spojité parcidlni derivace aZ do Fddu n + 1 véetmé. Pak pro kaZdy bod
(x, ¥] ¢ tohoto okoli plati

F(x,y) = T(x, y) + Ra(x, y), (5.10)
kde

a )
Ty (x,y) = f(x0, yo) + —8f (x0, yo)h + £ (x0, o)k +
x dy,

1 /0%f 8% f 0% f
— —= 42 hk + —=(xo, yo)k?
+5 <8x2 (x0, yo)h* + ox0y (x0, yo)hk + 52 (x0, y0) >+

1 < (n) & .
toh— ( A)ﬁ;.f—.(xo, Yo)h" Ik,
n! = j/oxr—iagy/

1 En+1\ ortif -
Ra.(x,y) = —————(xo + Bh, yo + Fk)n" Tk
(x.7) (n+1)!§0( ; )ax,,Jrl_]ay]( 0+ Oh, yo+ k)
akdeh=x—xo0, k=y—y, 0 €(01).
Poznamka 5.11. Vzorec (5.10) se nazyva Tayloruv vzorec, polynom 7T, Tayloriv
polynom a R, zbytek v Taylorové vzorci.

Taylorlv vzorec 1ze zapsat pomoci diferencidll takto:

1,
fx,y) = fOo, yo) +df(xo, yo)(h, k) + —z-d‘f(xO, yo)(h, k) + -+
1

T 1)'d"+1f(x0 + 0h, yo + 9k)(h, k).

1
+ —d"f (x0, yo) (h, k) +
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Diikaz véty 5.10. Zavedme pomocnou funkci jedné promé&nné F(¢) = f(xo + th,
Yo +tk). Plati F(1) = F(xo+ h, Yo+ k) = F(x, y), F(0) = f(xg, yo). Pomocf
Taylorova vzorce pro funkci jedné prom&nné dostdvame

_ / l n l (n) 1 (n+1)
F(l)—F(O)+F(O)+2!F(O)+ +n!F (0)+———(n+1)!F ®),

kde ¢ € (0, 1). Pro vypolet derivaci funkce F vyuZijeme vztahii pro parcidlnf
derivace sloZenych funkci. Dostdvame

d 3 a
F'(0) = — f(xo+th, yo + th)li=o = - f (x0, yo)h + — f (x0, Yok,
dt dx oy

42 d2
F'(0) = @F(t)lzzo = Ff(xo +th, yo + tk)|;=p =

= fax (00, o) + 2 fry (x0, yo)hk + fyy (30, yo)k*

a analogicky obdrZzime

m " gm o
F™(0) = E (j ) gxm__]jtyj(xo, yo)h" k.
=0

Stejn€ postupujeme i pii vypoltu zbytku R,. 1
Piiklad 5.12.

1) Urgete Taylorfiv polynom 2. stupné se stfedem v bod& [xo, yo] = [1, 1] pro
funkci f(x, y) = i

Reseni. Vypotteme nejprve viechny potfebné parciélni derivace

1 x 1 2x
j:v=—vf=___vfxx=ovfx =-'_7f = 7.

y Ty Tyt Ty

Podle véty 5.10

Lx,y)=fLD+ 0D -+ f,40, D) 1)+

1
+ E[fxx(ly D= D2+ 2f5 (L Dx — D~ D+ f,(1, D@y = DY =

=l+G-D-G-D-Ga-DO-D-@-1)*=
=y —xy+2x+2y— 1. A
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ii) Pomoc{ Taylorova polynomu 2. stupng& vypoltéte pfiblizné:
a) /(2,98)2 + (4,05)%; b) 1,04>%2,
Vysledek porovnejte s piibliznou hodnotou ziskanou pomoci diferencidlu z pii-
kladu 4.8 ii).

Resent,
a) PfibliZnou hodnotu vypodteme pomoci Taylorova polynomu 2. stupné
funkce z = f(x,y) = /x2 4+ y2 v bod& [xg, yo] = [3, 4] a diferencemi

h = —0,02, k = 0,05. Parcidlni derivace funkce z jsou
R S S G
R Y N O SR
_ Xy B x?
Zxy =7 (x2 4 y2)3/2° Ly = (x2 4 y2)3/2’

TaylorGv polynom je roven
T(x, y) = fG, )+ 3, Dx -3+ /LB D -4 +
+ %[fxxo, Hx =3 +2f5G3,Hx =3 —4) +
T f G Ay — 9] =
=5 130 =D 440 - 9] + 55 [160 — 3
—24(x = 3)(y —4) + 90y — 4?].

Odtud

1
V(2,98)2 + (4,05)2 =5 + S(-0,06+02) +

1
+ ﬁ(m -0,0004 — 24 - 0,001 + 9 - 0,0025) = 5,0281332.

V prikladu 4.8ii) jsme pomoci diferencidlu dostali pfiblizny vysledek
J/(2.98)7+(4,05)2 = 5,028.

b) V Taylorové vzorci pro funkci z = x” polozme [xq, yol = [1, 2], & = 0,04,
k = 0,02. Nejprve vypoltéme viechny potfebné parcidlni derivace. Plati
=y 2 (1,2) =2,z = xV Inx, z,(1,2) = 0,26 = y(y — Dx> 2%,
20(1,2) =2, 2,y =27 +yx? T hnx =271+ yInx), 2,,(1,2) = 1,
zyy = x” InxInx = x¥ In>x, 2y, (1, 2) = 0. Pak

T y) =142 =D+ & -1+ x-Dy -1,
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Odtud
1,04%92 = 1 +2.0,04 + 0,0016 + 0,0008 = 1,0824.

V piikladu 4.8ii) jsme pomoci diferencidlu obdrZeli pfiblizny vysledek
1,04202 = 1,08, A

ili) Mnoho¢len P(x,y) = x> + 3y*> + xy*> + 2x% + xy + x — 2y napiSte jako
polynom v prom&€nnychu =x — 1, v =y 4 2.

Reseni. Necht Ts(x, y) Tayloriv polynom 3. stupn& funkce P se stfedem
xp = 1, yo = =2. Pak ve zbytku R3(x, y) vystupuji 4. derivace funkce P,
které jsou v3ak vSechny nulové, nebot P je polynom 3. stupné&. Tedy T3 (x, y) =
= P(x, y) astaéiurCitkoeficienty v T3 (x, y). Postupné dostdvame P(1, —2) =
=—-20,P, =3x +y?+4x +y+1, P(1,-2) = 10, P, = 9y? + 2xy +
+x—-2 P(1,=-2) =31, P, =6x+4, P,,(1,-2) =10, P,y =2y + 1,
Pyy(l, =2) = =3, Py, = 18y + 2x, Py, (1, =2) = =34, Pyyx =6, Pyxy =0,
Pyyy = 2, Py, = 18. Odtud

T3(x,y) = =144+ 10(x — 1) +31(y +2) + 5(x — D> = 3(x — DN(y +2) —
— 175 +2*+(x -1+ x =Dy +2)2+3(y +2)°.

JestliZze ve vysledku provedeme umocnéni, po tipravé samozfejmé dostdvime
polynom P. Tuto kontrolu vysledku nechdvame ¢tenafi jako cviCeni. A

Zformulujme na zavér kapitoly je3t€ Tayloriv vzorec pro obecny piipad funkci n prom&nnych.
Diikaz tohoto tvrzeni neuvidime, nebot je v podstaté stejny jako pro dvé proménné.

Véta 5.13. Necht funkce f: R" — Rmd v bodé x* = [x], ..., x;] a néjakém jeho okolf spojité
parcidini derivace aZ do Fddum + 1. Pakpro h = [hy, ..., hn] plati

fOEF+ R = fO+df ) + -;-dzf(x*)(h) +. 4+ %dmf(x*)(h) + Rm (x),

kde

R (x) = d"*l o £ on)(R), D e (1)

(m + 1)!
Je zbytek v Taylorové vzorci a

k! akf
o Sl et gtk

dramm= Y
Jrtetin

PRGN
n

Je k-ty diferencidl funkce f v bodé x*.
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Cvidenf _&é
5.1. VyuZitim uvedené substituce najdéte vechny funkce spliiujict danou rovnost:
a) iy —x7, =0, u =x, v=/x2 4+ )2
b) xz, +yz, =0, u =x, v:%,
) up+uy+u, =0, E=x+y—-2z, n=x-2y+z, x =z
5.2. Diferencidlni rovnice transformujte do novych prom&nnych u, v. V piipadech,
kdy po transformaci vyjde jednoduchy vysledek, se pokuste najit jejich fefent:
) Zux — Y2y — 32y =0 u=x —2./y, v = x + 2./,
b) Y2 2ux + X227y — 2xyz,, — X2, — yzy, = 0,u = /x2 + y2, v = xy,
2 2 2 2, _ = =141
C) X'z —(x"+y )ny+y Zyy—oy u—x+y,v—;+y,
d) Zxx*2zxy+zyy=01 u=x+y,v:x—i~;,
©) xyZux = (6% + ¥ 2ay + Xy2yy + y2r + X2y = 0,u = (x> + y?),
v=uxy,
f) xex*yZyy=0, u=ﬁ+f,v:f—f,
g) xex+nyy+Zx=O,u=x+y,v=;+Ly,
W) x°Zex — 2XyZey + Y22y + X2 + V2, =0, u = xy, v = y,
: 2 2 _ - —
) ¥zex =y 2y =0 u=xyv==2.
5.3. Ukaite, Ze dand transformace do novych proménnych neméni tvar rovnice
zZxe +2yy = 0, x = @u,v),y = ¥(u,v), kde ¢, ¢ jsou funkce dvou
proménnych splfinjici identity ¢, = v, ¢, = —¥,.

5.4. Urcete Tayloriiv polynom 2.stupn& se stfedem [xg, yo] ndsledujicich funkci:

a) v1—x%—y2 [Xn, )’0] = [%, %], e) arcsin «/x—_;?;’ [xo0, yo] =10, 1],

b) arctg 7. [xo. »ol = 10,01, D In/xTF 32, [xo, yol = [1, 11,

©) we [xo, yol =1[0,0], g x%, [xo,yo,zol =[L 1, 1],
d) arctg 2, [xg, yo] = [1, 1], h) sinxsiny, [xo, yo] = [0, 0].

3.5. Pomoci Taylorova polynomu 2. stupn& vypoctéte pfiblizn& funkéni hodnoty:
a) arctg 2% b) sin29° tg46°,

0,98 °



Kapitola 6

Lokalni a absolutni extrémy

&tu. Je tomu tak proto, Ze v kaZdodennim Zivoté se setkdvdme s feSenim extremal-
nich dloh. Napt. ka?dé ekonomické rozhodovini se ¥idi pravidlem minimalizace
nakladi a maximalizace zisku. RovndZ pfirodovédné déje probihaji tak, Ze jistd
veli¢ina nabyva nejmensi nebo nejvéti hodnoty (spotfebovand energie, vykonand
prace).

Nejprve studujeme lokdlni cxtrémy. Zde vySetiujeme danou funkci pouze lo-
kalng, tj. v okoli n&jakého bodu. To je pfedmétem prvniho odstavce. Pokud je
predepsidna mnoZina a mdme najit bod této mnoZiny, v némz funkce nabyva nej-
vétsi, resp. nejmensi hodnoty, mluvime o absolutnich extrémech. O nich pojedndva

2 %2

druhd &ast této kapitoly.

6.1. Lokilni extrémy

Definice 6.1. Rekneme, Ze funkce f: R" — Rnabyvd vbod€ x* € R" lvkdlniho
maxima (minima), jestlize existuje okoli €(x*) bodu x* takové, Ze pro kazdé
x € O(x*) plati f(x) £ f(x*) (f (%) 2 f(x")).
Jsou-li nerovnosti v t&chto vztazich pro x # x* ostré, mluvime o ostrych lo-
kalnich maximech a minimech. Pro (ostrd) lokdlni minima a maxima budeme
pouzivat spoleny termin (ostré) lokdini extrémy.

Priklad 6.2.

i) Funkce f(x, y) = /x? + y* md v bodé [x, y] = [0, O] ostré lokdlni minimum,
nebot’ £ (0, 0) = 0 a pro kazdé [x, y] # [0, 01 je f(x, y) > 0. (Grafem funkce
je kuZelovd plocha, viz obr. P.12.)
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ii) Funkce f: R®> — R definovana piedpisem

x*+y%,  pro[x, y] #[0,0],

=1 pro [x. y] = [0, 01,

m4 v bodg [0, 0] ostré lokdlni maximum, nebot pro [x, y] # [0, 0] dostatené
blizko poditku plati f(x,y) < f(0,0) = L.

Uvedené piiklady ilustruji skute¢nost, Ze pro existenci lokdlniho extrému v né-
jakém bodé funkce nemusi mit v tomto bodé parcidini derivace, nemust zde byt
dokonce ani spojitd.

V nésledujicim textu odvodime nutné a postacujici podminky pro existenci
lokilniho extrému v pfipads, Ze funkce md v daném bodé parcidlni derivace.
Podobné jako u funkce jedné proménné je nutnd podminka formulovdna pomoci
staciondrniho bodu a postacujici podminka pomoci parcidlnich derivaci 2. ¥adu.

Definice 6.3. Necht’ f: R" — R. Rekneme, e bod x* € R" je staciondrni bod
funkce f, jestlize v bodé x* existuji vSechny parcidlni derivace funkce f a plati

S

x*) =0, i=1,...,n 6.1)
axi

Ndsledujici véta, Kterd prezentuje nutnou podminku existence lokdlniho ex-
trému, byva v n&které literatufc citovéna jako Fermatova véta!.

Véta 6.4. Necht funkce f: R" — R md v bodé x* € R" lokdlni extrém. Pak
vSechny parcidlni derivace funkce f, které v tomto bodé existuji, jsou rovny nule.

Diikaz. Predpokladcjme, Zc nékterd z parcidlnich derivaci funkce f v bod€ x* je
nenulov4, tj. plati £, (x*) # 0. To vzhledem k definici parcidlni derivace znamena,
7efunkce p(t) = f(x*+te;).kdee; = (0,....0,1,0,....0),jednickajenai-tém
mistd, ma nenulovou derivaci v bodé r = 0, a tedy zde nemiZe mit lokdln{ extrém.
To v8ak znamend, ¢ ani funkce f nemuZe mit v bod¢ x* lokdlni extrém. (W]

Pozndmka 6.5. Funkce f: R" —> R miZe mit lokalni extrém pouze ve svém
staciondrnim bod& nebo v bodé, kde alespoii jedna z parcidlnich derivaci neexistuje.

Zdirazngme, Ze staciondmi bod nemusi byt bodem lokdintho extrému, jak
ukazuje nésledujici obrazek. Zde je zndzornén graf funkce f(x, y) = f(xq, yo) +
+ (x — x9)(y — yo), kterd md staciondrni bod [xg, yo], avSak v tomto bod¢ nemd
lok4lni extrém (takovy bod se nazyvi sedlo ).

IPierre de Fermat (1601-1665), francouzsky matematik.
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S (x0, y0)

~a ]

v
------- ~.07
=" (x0, y0)

V nésledujici vété odvodime postacujici podminku, aby funkce méla ve staci-
ondrnim bodg& lakalni extrém.

Pripomefime situaci pro funkci jedné proménné g: R — R. Necht' 7o € R
je staciondrni bod éto funkce. O tom, zda v tomto bod€ je, nebo neni extrém,
rozhodneme podle hodnot vy3Sich derivaci funkce g v t. Specidlné je-li g"(#9) > 0
(< 0), m4 funkce g v bodg £, ostré lokdlni minimum (maximum).

Toto tvrzeni se dokdZe pomoci Taylorova rozvoje funkce g v f. Plati

1 1
g(t) = g(to) + g'(to) (¢t — 1o) + Eg”@)(t —10)* = g(to) + Eg”(s)(t — tg)*,

kde £ je Cislo lezici mezi ¢ a fo. Je-li nyni funkce g” spojitd, pak g”(x) > 0
(g" (1) < 0) implikuje g”(&) > 0 (g”(§) < 0) pro & dostate¢n€ blizka #), pak
g"(E)(t — t)? > 0 (g"(E)(t — 1)? < 0), atedy g(r) > g(to) (g(r) < g(to)) pro ¢
dostate¢né blizko fg, tj. funkce g nabyva v ty ostrého lokdlniho minima (maxima).
Analogicky postupujeme u funkci vice proménnych.

Zformulujme nejprve postacujici podminku pro existenci lokdlniho extrému
pro funkci dvou prom¢nnych.

Véta 6.6. Necht funkce f: R? — R md v bodé [xq, yo] a néjakém jeho okoli
spojité parcidlni derivace druhého Fddu a necht [xo, yol je jeji staciondrni bod.
Jestlize .

D(x0, y0) = fex(X0, ¥0) fyy(X0, ¥0) — [fxy(x0, y0)I* > O, (6.2)
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pak md funkce f v [xo, Yol ostry lokdlni extrém. Je-li fy.(xg, Yo) > 0, jde o mini-
mum, je-li fix(x0, yo) < 0, jde o maximum.
Jestlize D(xy, yo) < O, pak v bodé [xgy, yo) lokdIni extrém nenastdvd.

Ditkaz. Necht D(xg, yo) # 0. Ze spojitosti parcidlnich derivaci 2. fadu funkce f
plyne spojitost funkce D(x, y) = fux(x, ¥) fyy (%, ¥) — [fuy(x, »)1* a funkee fy
v bod& [xg, yo]. Odtud plyne, Ze pro [x, y] dostate¢n& blizkd bodu [xo, yo] plati

sgn D(x, y) = sgn D(x0, yo), sgn frx(x, y) = sgn fax(x0, yo)-

Taylortiv vzorec pro n = 1 se sttedem [xp. yo] dava

1
Gy = f o, y0) + S Lfecler, e = x0)* +
+ 2fxy(cl’ Cz)(x - XO)(y - )’0) + fyy((-'l: CZ)(y - YO)Z], (63)
kde [c, ca] leZi na dseéce spojujici [xg, yol a [x, y].

Oznatme A = fir(c1,c2), B = fxy(clv ), C = fyy(cl, c2), h = x — xo,
k =y — yo a uvazujme kvadraticky polynom dvou promé&nnych

P(h, k) = Ah® + 2Bhk + CK2.

Pak vztah (6.3) miZeme psdt ve tvaru

1
fx, y) = f(xo, yo) + EP(h’ k). (6.4)

Vysetfeme nyni znaménko polynomu P (%, k). UvaZujme dva piipady.

1. D(xg, o) > 0. Prok = 0je P(h,0) = AhZ, pfifemZ A # 0 (plyne ze vztahu
AC — B* > 0). Proto P(h,0) > 0pro A > 0, P(h,0) < Opro A <O.
Prok # 0lzc P(h, k) psit ve tvaru P (h, k) = k*[A(£)2+2B% 4+ C]. Oznagme

/
0(1) = Al® + 2Bt + C, kdet=;l.

JelikoZz AC — B? > 0, tj. Q md zdporny diskriminant, je pro A > 0 polynom
Q(t) > 0 pro viechna r ¢ R a odtud P(h,k) > O pro viechna h,k € R.
Podobng v pfipadé A < 0 je P(h, k) < 0. To podle (6.4) znamend, 7e pro
A > 0 ma funkce f v [xg, yo] ostré lokdlni minimum a pro A < 0 ostré lokalni
maximum.
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II. D(xg, yo) < O, tj. diskriminant polynomu Q(¢) je kladny. To znamend, Ze
existujf t;,, € R takovd, Ze Q(z;) > 0 a Q(t,) < 0. PoloZme [h, k] =
= [aty, o], [A2, kz] = [at,, ], kde « ;é 0. Pak

P(hy, k) =a2Q(t), Plhy, k) = a®0(t),

tj. pro[xy, y11 = [xo+h1, yo+ki], [x2, y2] = [x0+h2, yo+kz2] plati f (x1, y1) >
> f(x0, yo)» f(x2, y2) < f(xo, yo). ProtoZe a # 0 bylo libovolné, tj. [x1, y1],
[x2, ¥2] mohou byt libovolné blizko [xp, yo], v tomto bod€ extrém nenastiva.

O
Piiklad 6.7. Uréete lokdlni extrémy funkce z = x* + y* — 3xy.

Re§eni. Funkce, jejiZ extrémy hleddme, je polynomem proménnych x, y, a proto
jsou jeji parcidlni derivace spojité v celém R*. Lokalni extrémy proto mohou nastat
pouze ve staciondrnich bodech, které najdeme jako feSenf soustavy rovnic

z,=3x2—3y=0, zy=3y2—3x=0.
7. prvni rovnice plyne y = x? a dosazenim do druhé rovnice dostdvame
Aox=x@x - DE*+x+1)=0,

odtud x; = 0, x, = 1 (kvadraticky trojélen x>+ x+1 md zdporny diskriminant, a je
proto vZdy kladny). Existuji tedy dva staciondmi body P, = [0,0], P, = [1, 1].
Dale plati z,, = 0x, zyy, = 6y, Zxy, = —3. Odtud dostavame

D(x,y) =36xy =9, tj. D(P})=—-9 <0, D(Py) =36—9=27>0.

Podle véty 6.6 v bodé P; extrém nenastivd a v bod¢ P, nastivd ostré lokélni
minimum, nebot’ 7, (P;) = 6 > 0. A

Pozniamka 6.8. V piipadé, Ze ve staciondrnim bod€ |xo, yol plati D(xo. yo) =0,
0 existenci extrému v tomto bod& nelze na zdklad€ druhych derivact rozhodnout.
Pro funkce jedné promé&nné méme k dispozici tvrzeni, které fikd, Zc funkce f ma
ve stacionarnim bod& xg, v némz f”(xo) = 0, lokélni extrém nebo inflexni bod
podle toho, je-1i prvni nenulovi derivace v xo sudého, nebo lichého fadu. U funkci
vice prom&nnych neni v8ak aparat vyssich derivaci v praktickych pifpadech pfilis
vhodny. V n&kterych piikladech lze o existenci lokdlniho extrému rozhodnout
vySetfenim lokdlniho chovdni funkce v okoli bodu [xg, yol, bez pocitini druhych
derivaci. Tento postup je ilustrovdn na nisledujicich dvou pitikladech.
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Piiklad 6.9.
i) Urcete lokdln{ extrémy funkce f(x, y) = x* + y* — x2 — 2xy — y.

Resent. Staciondrni hody uréime jako feSeni soustavy rovnic
y=4x —2x—2y=0, z,=4y’=2x—2y=0. (6.5)

Ode&tenim rovnic dostdvame x> — y* = 0, odtud x = y a dosazenim do jedné
z rovnic v (6.5) dostdvdme tfi stacionarni body P; = [0,0], P, =[1, 1], P =
={-1,—-15
Dile

D(x,y) = fuxfyy — [fy I = (12xF = 2)(12y* = 2) — 4.
Protoze D(Py) = D(P3) = 96 > 0 a f,(1,1) = fr,(—1,-1) = 10 > 0,
m4 funkce f v obou t&chto staciondrnich bodech ostré lokdlni minimum. Ve
staciondrnim bod& P; je viak D(P;) = 0, proto o existenci extrému v tomto
bodé nelze takto rozhodnout.
Zde postupujeme ndsledujicim zplsobem: Funkci f miZeme upravit na tvar
flx,y) = x* + yt = (x + y)?. Odtud f(x, —x) = 2x* > O pro x # 0.
Na druhé strand f(x,0) = x* —x2 = x*(1 —x*) < Oprox € (=1,0) U
U (0, 1). V lihovolném okoli bodu |0, 0] tedy funkce f nabyva jak kladnych,
tak zapornych hodnot, coZ spolu s fakiem, Ze f(0, 0) = 0, znamen4, Ze v tomto
bod lokdlni extrém nenastava.

ii) Urcete lokalni extrémy funkce z = f(x, y) = xy In(x% + y?).

Resent. Staciondmi body ur&ime jako feSeni soustavy rovnic

a 2x 2.X2
= yIn(x? +y?) + xy—— =y | In(x? + ¥ =0,
Z, = yIn(x" +y%) Y E 2 y[( +y)-!~x2+y2
2 2y 2y
=xmn@x*+y) +x —4——=x[lnx2+ 2 = =0.
Zy ( ) Yy ( y)+xu+y2

Jsou mozné &tyfi piipady:

a) [x, y] = [0, 0], v tomto bodé v3ak neni funkce definovdna;
b)x = 0, pak Iny2 = 0, {j. y = £1, oznalme Py = [0, £1};
¢)y=0,Inx? =0, tj. x = £1, oznaéme P34 = [£1,0];

d)

G+ 9) + =2 20, I 4 )+
x4y —— =0, In(x

b x2 + y2 y .X2 + y2
odtud x2 = y?. Soustavé rovnic vyhovuje ctvefice bodit Ps_g = [+ %c, ij—fé]
O tom, v kterém z téchto staciondrnich bodii nastdvd extrém, rozhodneme vy-
Setfenfm znaménka funkce f. Funkce f nabyvd nulové hodnoty na souradnych

=0,
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osich (v po¢dtku md limitu rovnu 0 — viz piiklad 2.10 v)) a v bodech KruZnice
x4 y? = L. UvnitF jednotkové kruZnice je funkce v1. aIIL kvadrantu zdporn4,
ve II. a IV. je kladnd. Vné jednotkové kruZnice je tomu naopak (nadrtndte si
obrdzek).

Odtud jc zicjmé, Ze v bodech P , = [0, 1], P34 = [£1, 0] extrém nenastava,
nebot funkéni hodnota je zde nulov4 a v libovolném okolf tohoto bodu nabyvd
funkce jak kladnych, tak zdpornych hodnot.

Dile je vidét, Ze v bode [J%’ 7] (lezicim uvnitf jednotkové krurnice) je
lokalni minimum, nebot na hranici mnoZiny, kterd je tvofena soufadnymi osami
a jednotkovou kruznici a kde leZ{ tento bod, jc funkce nulovd a uvniti této
mnoZiny je funkce f zdpornd. Pak nutn& v jediném staciondrnim bod& uvnitf
t€to mnoZiny musi byt lokdlni minimum. Stejnou tivahou zjistime, Ze lok4lni
minimum je i v bodg [—ﬁ, —j—é—;] a ve zbyvajicich dvou bodech je lokalni
maximum. Graf funkce z = xy In(x* + y%) a jeji vrstevnice jsou zndzornény
v pfiloze, viz P.13. Na tomto zndzornéni je dobfe vid&t charakter jednotlivych
staciondrnich bodi.

Poznimka 6.10. Je-li funkce f diferencovatelnd v bod& [xg, Yol a fi(xp, yo) =
= 0= fy(xo, yo), pak te¢nd rovina ke grafu funkce f v bod& [xo, yo] je vodorovna.
Je-li vyraz D(xo, yo) > 0 a fix(xo, yo) > 0 (< 0), pak je v bod& [xo, yo] lokdlni
minimum (maximum), tj. v okolf tohoto bodu leZf graf funkce nad (pod) teCnou
rovinou.

Projdeme-li diikaz véty 6.6, snadno zjistime, Ze i v piipadg, kdy [xg, yg] neni
staciondrni bod, jsou podminky D(xo, yo) > 0, fix(x0, yo) > 0 (< 0) dostate¢né
pro to, aby graf funkce f v okoli bodu leZel nad (pod) te€nou rovinou v tomto
bodé.

Priklad 6.11. Rozhodnéte, zda graf funkce f(x, y) = x3 + y2 — 2xy lezi v okoli
bodu [1, 1] nad, nebo pod te¢nou rovinou sestrojenou v tomto bodg.

Rejeni. Piimym vypoltem uréime parcidlni derivace funkce f v bodg [1, 1]:
=1 fy =1 fuu =6, fiy = =2, fy = 6. Podlc (4.6) m4 tend rovina
ke grafu funkce v bodé [1, 1] rovnici z = x 4+ y — 2. Vzhledem k tomu, ¥e
D(1,1) =34 —4 = 32 > 0, lezi podle pfedchozi poznamky graf funkce v okolf
bodu [1, 1] nad te¢nou rovinou sestrojenou v tomto bodeg. A

Pro funkce tif a vice prom&nnych je situace podobnd jako pro dvé proménné. O exis-
tenci extrému ve staciondrnim bod& ,rozhoduje* kvadraticky polynom n proménnych
v Taylorove€ rozvoji. Pouze rozhodnout, kdy tento polynom neméni své znaménko., je

vvvvvv

poné&kud sloZit&jsi. K tomu pfipomefime nejprve n&které pojmy z linedrni algebry.
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Definice 6.12. Necht' A = (a;;),i, j = L ..., njesymetrickd matice, h € R". Rekneme,

n
e kvadratickd forma P(h) = (Ah,h) = ) aijh;h; urlend matici A je pozitivné
i j=1
(negativné) semidefinitni, jestlize

P(h) 20, (P(h)<0) prokaZdéheR" (6.6)

JestliZe v (6.6) nastane rovnost pouze pro & = 0, fekneme, Ze forma P je pozitivaé (ne-
gativnd) definitni. Testlize existuji 4, i € R" takové, e P(h) < Oa P(h) > 0, tekneme,
%e kvadratickd forma P je indefinitni. Casto misto o definitnosti, resp. indefinitnosti
kvadratické formy P mluvime o definitnosti, resp. indefinitnosti matice A.

V nésledujicich dvahéch pro funkci f: R” — R symbolem f’ znalime n-rozmérny
Ly . cer o g of P «r .
vektor, jehoZ komponenty jsou parcidlni derivace 3, a symbol f” zna¢{ n x n matici,

2
jejiz prvky jsou parcidlni derivace 2. fadu funkee f, tj. (f")i; = 5%%, ihj=1,....n

Véta 6.13. Necht x* € R" je staciondrni bod funkce f a pFedpoklddejme, Ze f md v bodé
x* a néjakém jeho okoli spojité parcidlni derivace druhého ¥ddu. PoloZme A = (a;;) =
= f//(x*)’ t./ ajj = fx,'x]' (X*)-
1) Je-li kvadratickd forma P(h) = {Ah, h) pozitivné (negativné) definitni, md funkce f
v bodé x* ostré lokdlni minimum (maximum).

ii) Je-li kvadratickd forma P indefinitni, v bodé x* extrém nenastdvd.

iii) Md-li funkce f v bodé x* lokdlni minimum (maximum), je kvadratickd forma P
pozitivné (negativné) semidefinitni.

Diitkaz. Vzhledem k tomu, Ze diikaz prvnich dvou tvrzenf je zcela stejny jako pro dvé
promé&nné, dokdZeme pouze tvrzeni iii). Pfedpoklddejme, Ze funkce f md v x* napf.
lokdIni minimum a kvadratickd forma P neni pozitivné semidefinitni, tj. existuje heR"
takové, ze P(h) < 0. ProtoZe pro pevné i ¢ R" je kvadratickd forma P spojitou funkef
koeficientd této formy a;;. existuje & > O takové, ze je-li laij — bij| <&, i, j=1,...,n
a B = (bi;),plad (Bh, h) < 0.To vzhledem ke spojitosti derivaci druhého fadu funkce f
znamend, ¢ {f”(x)k, k) < 0, je-li x dostatedn& blizko x*, tj. pro x splfiujici x € F5(x*),
kde § > 0 je vhodné redlné &islo. Nyni necht’ {a,} je libovolna posloupnost kladnych
redlnych &fsel konvergujicich k nule a poloZme x, = x* + anh. Pak x, — x*, tedy pro
dostatednd velkd n je x,, € #5(x*) a z Taylorova vzorce pro n = 1 dostdvdme

Fxa) = £ = (FO*), anft, ) + (F"(9n)otnh, anh) = iz (" (yn)h, h) <0,

kde y, leZf na dse¢ce spojujici x* a x,. Prot y, € &5(x*) pro n dostate¢né velkd a odtud
Flxn) < f(x*), coZ je spor s tim, Ze funkce f md v x* lokdlni minimum. O

Poznamka 6.14. Podle pfedchozi véty neumime o existenci lokalniho extrému v daném
staciondrnim bod€& x* rozhodnout v piipad¢, kdy je matice f”(x*) pouze semidefinitni.
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Analogicky jako u funkce jedné proménné (i kdyZ podstatné komplikovangji) lze urdit
postalujici podminky pomoci definitnosti kubickych a vysSich forem, které odpovidaji
diferencidl&m vySSich ¥ada, viz [N, str. 70].

O tom, jak rozhodnout o definitmosti kvadratické formy urlené danou symetrickou

matici A, vypovidd nasledujici véta.

Véta 6.15.
1) Kvadratickd forma P urlend symetrickou matici A = (a;;).

n
P(h) = (Ah,h) = > aijhih;
i,j=l1

2 X7

Jje pozitivné (negatrivné) definimni, pravé kdyZ viechna viasini &isla matice A jsou kladnd
(zdpornd). Forma P je pozitivné (negativné) semidefinitni, prdavé kdyZ v§echna viastni

Cisla jsou nezdpornd (nekladnd).
i) Kvadratickd forma P je pozitivné definitni, prdvé kdyZ jsou vSechny hlavni minory

matice A, tj. determinanty

o air an a
air a2 4ir iz i3 ay a2 a2rl
lait], . |aa axm axn|, ..., "l =detA
at a»| |\ e
a1 axn asxn anl .
n n nn

kladné. Kvadratickd forma P je negativné definitni, prdavé kdyZ hlavni minory stFidaji

znaménko, pocinajic zdpornym.

v v 4 rd Ve 2 Z N£ _# IS
Piiklad 6.16. Ur&cte lokdlni extrémy funkce u = x + 3 + S+ % lezici v prvnim oktantu,

ti.x>0,vy>0,z>0.

Reseni. Nejprve uréime staciondrni body, tj. derivujeme a fe$ime soustavu rovnic

Z prvnirovnice plyne y = £ 2x, a protoZe hleddme pouze kladné feSeni, uvazujeme pouze
piipad y = 2x. Dosazenim do druhé rovnice dostdvame 2x (4x2 — z%) = 0, odtud z = 2x
(pfipad z = —2x opét neuvazujeme). Dosazenim do tfeti rovnice obdrzime 8x3—2x=0
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a tato rovnice mé kladné feseni x = % tedy na mnoZin€ x > 0, y > 0, z > 0 md soustava
rovnic jediné feSenf B = [1, 1, 1]. Vypotteme druhé derivace

¥ 1 27 2 4
Mxx—g, uyy—é;'f‘—y"f, uzz—;+-zj,
) 27
Uy =“)“, Uyz =0, Uy, = —~—
YT 2yl 4 y2

avbodé B =[%.1.1] ttxe =4, tyy =3, U2 = 6, Uxy = 2, Uy, = 0,uy, = —2. Dile
pouZijeme v&tu 6.13. Probod B = [, 1, 1] je

d*u = 4(dx)? + 3(dy)? + 6(dz)* + 2 dxdy — 2dydz.

Tato forma je pozitivng definitn{, nebot matice této formy je

4 1 0
1 3 -1
0 -1 6

a jeji viechny t¥i hlavn{ minory jsou kladné, jak zjistime snadnym vypoctem. Celkové mad
dan4 funkce u v prvnim oktantu jediny lokélnf extrém v bodé€ B = [%, 1, 11, kde nastava
ostré lokdlnf minimum. A

6.2. Absolutni extrémy

Definice 6.17. Necht f: R" — R, M C 2(f). Rekneme, %e bod x* € M je
bodem absolutniho minima (maxima) funkce f na M, jestlize f(x*) < f(x)
(f(x*) Z f(x)) pro kazdé x € M. Jsou-li nerovnosti pro x # x™ ostré, mlu-
vime o ostrych absolutnich extrémech. Misto terminu absolutnf extrém se Casto
pouZivd pojem globdlni extrém.

P¥ipomefime, Ze spojitd funkce jedné proménné na uzavieném a ohraniCeném
intervalu nabyvd své nejv&tsi a nejmensi hodnoty bud’ v bod€ lokdlntho extrému
leZicim uvnitf intervalu, nebo v jednom z krajnich bodi. Pro funkce vice promén-
nych je situace podobna.

Véta 6.18. Necht M C R” je kompaktni mnoZina (1j. uzaviend a ohrani¢end)
a funkce f: M — R je spojitd na M. Pak f nabyvd svych absolutnich extrémii
bud v bodech lokdlniho extrému lezicich uvniti M, nebo v nékierém hranicnim
bodé.

s o
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Ditkaz. Tvrzenf o existenci absolutnich extrémi plyne ihned z Weierstrassovy
véty (véta 2.25). Zbyvajici tvrzeni je trividlni, ncbot’ jestliZe bod absolutniho
extrému neni hraniénim bodem (tj. je vnitfnim bodem M), musi byt i lokalnim
extrémem. 0

Piedchozi véta ddva prakticky ndvod jak hledat absolutni extrémy diferenco-
vatelnych funkcet (s takovymi se v praktickych situacich setkdvdme nejCast€ji) na
kompaktnich mnoZinach. Najdeme staciondmni body lezici uvnitf mnoZiny a pak
vySetfime danou funkci na hranici mnoZiny. VySetfeni funkce na hranici mnoZiny
M C R" je obecné pomémé sloZity problém a pojednava o ném devata kapitola.
Pro funkce dvou promé&nnych je v3ak situace pomérn€ jednoduchd. V tomto pfi-
pad¢ jsou velmi Easto hranice nebo jeji ¢dsti tvofeny grafy funkef jedné proménné.
Vysetfit funkci na hranici pak znamena dosadit rovnici k¥ivky, kterd tvofi ¢dst hra-
nice, do funkce, jejiZ extrémy hleddme, a vySetfovat extrémy vzniklé funkce jedné
proménné. Tento postup je nejlépe srozumitelny na ndsledujicich pfikladech.

Priklad 6.19.
1) UrCete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce z = f(x, y) = xy —x?— y2 +x+y
v trojihelniku tvofeném soufadnymi osami a te¢nou ke grafu funkce y = %
v bodé€ [2, 2].

S v s . ¥ . v . é PR 71
ReSeni. Nejprve ur¢eme rovnici teény ke grafu funkee y = ©. Plati y’' = — 5,
tj. rovnice teny je y — 2 = —%(x —2) = —x + 2. Tedy mnoZinou M, na niz
hleddme absolutni extrémy, je mnoZina

M={xyleR: x20,y20,y<4—x).
Uréime stacionarni body funkce z
=y—2x+1=0, z;=x-2y+1=0,
odkud dostdvdme staciondrni bod [x, y] =[1, 1] € M.
Nyni vySetfeme funkci f na hranici mnoZiny M, ktera se skldda z dsecek
Ly=0,x€[0,4], Hx=0,ye[0,4], IIl.Ly=4-x,x€[0,4].

Ly =0,x ¢ [0,4]. Dosazenim dostavdme u = f(x,0) = —x% 4 x
a hledime absolutni extrémy této funkce jedné proménné pro x € [0, 4].
Platiu’(x) = —2x+1 = 0,odtud x = %.Funkém’ hodnoty ve staciondrnim
bod¢ a v krajnich bodech intervalu jsou u(%) = 41, u(0) =0,u4) = 12.

II. x =0, y € [0, 4]. Dosazenim dostdvdme v = f(0, y) = —y* + y a siejné
jako v &asti 1 v(0) = 0, v(4) = =12, v(3) = .
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M. y = 4 —x, x € [0,4]. Dosazenim dostdvime w = f(x,4 — x) =
=x(@d—x)—x> =@ —y)?+x+4—x = —=3x*+ 12x — 12. Platf
w'(x) = —6x + 12 = 0, odtud x = 2, w(2) = 0. V krajnich bodech
w0) = —12, wd) = —12.

Porovnanim funk&nich hodnot funkce f na hranici (tj. hodnot funkef u, v, w

v jejich staciondrnich bodech a v krajnich bodech intervald, kde tyto funkce

vySetfujeme) s funkéni hodnotou funkce f v jediném staciondrnim bode€ [1, 1]

vidime, Ze

fmin = —12 pro [x, y] = [0,4} a [x, y] = (4, 0],
Smax = 1 pro lx, y] = [L, 1].

Zavérem poznamenejme, Ze algebraické upravy spojené s vyjadfenim funkce f
na hranici byvaji nej¢ast&jsim zdrojem numerickych chyb. Mdme vSak k dis-
pozici pom&mé dobrou priibéZnou kontrolu. V bodé [x, y] = [4, 0] se stykaji
&asti hranice I a IT1, a tedy funkcc u z I musi pro x = 4 nabyvat stejné funkéni
hodnoty jako funkce w z Il v x = 4. V nafem pfipadé je u(4) = —12 = w(4).
Podobng v bodé [0, 0] se stykaji ¢asti [ a Il a v bod€ [0, 4] casti II a IIL.
Také v t&chto bodech priib&Znd kontrola vychdzi, nebot u(0) = 0 = v(0)
a w(0) = v(4) = —12. Doporucujemc &tendfi tuto kontrolu vZdy provést,
nebot’ znaéné minimalizuje moZnost §ifeni numerické chyby ve vypoctu. A

ii) Urlete nejmensia nejvétsi hodnotu funkce z = (2x243y?) e~** >* namnozing
M ={[x,y] e R*:x*+ y* £ 4}.

Reseni. Nejprve uréime staciondrni body leZici uvnitf mnoZiny M, kterou je
kruh o poloméru 2. Vypolteme parcidlni derivace
o= Axe T = 22232 4 3yNe Y = —2xe ™ [ 1 3y2 - 2],
2y = 6ye”‘2‘y2 —2y(2x* + 3y2)e_“2"y2 = _zye—x2~y2 [2x2 +3y% — 3]

a poloZime je rovny nule:

xe~ ¥ [2x2 +3y*-2] =0,
ye ' [2x¢% 4 3y — 3] = 0.
Odtud dostdvdme 4 moznosti:

A)x=0=y = f(0,0) =0.
B)x=0, 3y =3 = y==1, f(0,£1) =3¢
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C)y=0,2x>=2 = x ==I, f(£1,0) =2¢"L.

D) 2x® +3y% — 2 =0a2x? + 3y* — 3 = 0 — tento systém nemd feSent.
Nyni vySetfeme funkci f na hranici mnoZiny M. Tu si rozdélime na dvé ¢asti,
horni a dolni pilkruZnici.

Ly=+vAd—x? xe[-22u=f(x,V/4—=x2) = (2x*+3(4—xH)e™* =
= (12—x?)e*. Najdeme nejv&tsi a nejmensf hodnotu funkce u na intervalu
[—2, 2]. T&chto extremdInich hodnot je dosaZeno bud’ v lokdlnim cxtrému
uvnitf intervalu [—2, 2], nebo v n&kterém z krajnich bodd x = 2. Plat{
W =-2xe* =0 = x =0.0dtud u(0) =e*, u(+2) = 8e™*.

II. y = —v/4 — x%, x € [-2,2]. Zde je situace zcela stejnd jako pro I, nebot’
flx,=y) = f(x, ).

Porovndnim vSech vypoltenych hodnot vidime, Ze

fmax =3¢”',  pro[x, y] = [0, £1],
fmin = 0, pro [x, y] = [0, 0].

Graf vySetfované funkce je zndzornén v pfiloze, pfiklad P.14; zde lze ovéfit,
7e viechny staciondrni body lezi uvnitf kruhu M. A

- ow

iii) Je dan drat délky /, tento drdt je rozdélen na tfi Casti. Z jedné je vytvofen kruh,

z druhé &tverec a ze zbylé rovnostranny trojihelnik. UrCete délky jednotlivych
L4sti tak, aby plocha omezend témito obrazci byla minimdlni, resp. maximdlni.

ReSeni. Oznadime-li x délku strany &tverce, y polomér kruhu a z délku strany
trojihelnika, plati 4x + 2ty + 3z = [, odtud z = =225 Pro soucet obsahi
étverce, kruhu a trojihelnika plati

3 1
P=x2—|—'rty2+{zz=x2+ny2+——5(l—4x~—2ny)2

1243

a hleddme absolutni extrémy této funkce na mnoZing M = {[x, y]: x,y 20,
4x + 27y < 1, }. Nejprve vypoéteme parcidlni derivace a stacionarni body:

P, =2x—

4
(I—4x—2my) =0, P, = 23ty-——L3(l~4x727ty) =0.

8
124/3 124/3
l [
X =7, V=
44 14+3/3 8 + 21 + 64/3
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a funk¢ni hodnota v tomto staciondrnim bodé€ je
12
A4+ 7 +3V3)
Nyni vySetfeme funkci P na hranici mnoZiny M.
Ly=0,xc¢ [o, 9 oznaéme 9(x) = P(x,0) = x” + 121 — 4x)2 Pak

9(0) = 12«/—’ (O(L) = 16’ ¢'(x) = 2x — 12f(l —4x) =0, 4. x= l«/i

P(x,y) =

px) = 4(4+3f)
M x =0,y € [0, =], oznatme ¥ (y) = P(0, y) = Try + 12\/_(1 2my)?.
Platnp(O) ]M,xp(i) 4n,1/f(y)—2ny il—2ny) =0 =

y= 2(u+3~/_, vy = 4(3f+n>

Ol y = 52, x € [0, 1], oznatme w(x) = P(x, 5%) = x* + = (1 — 40)%
0(0) = g;w(g) =L 0 =2 —2(—4d0) =0 = x =L,
_ !
®X) = a5

Porovnanim viech vypoétenych hodnot zjistime, Ze nejvétsi obsah dostaneme,
Jestlize cely drat stoCime do kruznice, tj.

2

l [
Prax = in pro [x, y] = [0, ﬂ] ,

a nejmensi obsah Py, = P(x, y) = L , jestlize jej rozdélime takto:

4(44+1+3/3)
Cdst Gt 4 il
¢dst na Ctverec X = ———
44433
!
¢ast na kruh 2y = ———,
YT ik n+3vs
3431
¢dst na trojihelnik 3z= V3
4+m+3v3

A

Na zavér této kapitoly si jeSté ukaZme metodu, jak lze fesit ilohy na absolutni
extrémy v nékterych specidlnich pfipadech, napf. umime-li sestrojit vrstevnice
funkce, jejiz extrémy hieddme, a pokud mnoZina, kde tyto extrémy hleddme, je
,dostate¢ng jednoduchd®. Cely postup je nejlépe srozumitelny na piikladech.
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Priklad 6.20.
i) Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(x, y) = x2—4x+y*—-4y+10
na mno¥%ind M: x? + y* < 1.

Redeni. Plati f(x, y) = (x —2)* 4+ (y —2)* +2. ProtoZe konstanta 2 nem vliv
na to, v kterém bodé& nastava absolutni minimum a maximum (ma vliv pouze
na hodnotu t&chto extrémi), stacf najit absolutn{ exurémy funkce g(x, y) =
= (x — 2)2 4+ (y — 2)%. Tato funkcc viak uddvd druhou mocninu vzddlenosti
bodu [x, y] od bodu [2, 2]. Ulohu proto miZeme pfeformulovat takto:

V jednotkovém kruhu najdéte bod, ktery je nejbliZe a nejddle od bodu [2, 2].

Geometricky je nyni feSenf tlohy zfejmé. Sestrojime pfimku y = x spojujici
pogitek s bodem [2, 2]. Priscéiky této pfimky s kruZznici x2 4+ y2 =1 jsou
feSenim nasi dlohy, tj. 2x% = 1, odkud x = :I:%. Minimum nastdva v bodé

[—%, %] a maximum v bodé [uﬁ, —%] a extremdlni hodnoty jsou f;, =
= 11 — 4v2, fuax = 11 4 4+/2. Viimn&me si také, Ze prisetiky pifmky
y = x s jednotkovou kruZnici jsou body, kde jednotkova kruZnice a vrstevnice
funkce f — soustfedné kruZnice se stedem {2, 2] — maji spolecnou tecnu.

A

ii) Najdte nejmendi a nejvét$i hodnotu funkce f(x,y) = x — y na mnozin¢
M: x*+y*< 1.
Regent. Vrstevnice funkce f jsou pfim- Y oy =-2
ky nalrtnuté na vedlej§im obrazku. Nut-
non padminkou (a zde i dostateCnou)
pro to, aby hodnota ¢ € R byla hodno-
tou absolutniho maxima, resp. minima

funkce f je, Ze pfimka x — y = ¢

je tetnou ke kruznici x? + y* = 1. / /
Vskutku, pokud pfimka x — y = ¢

KruZnici protne, znamend to, Ze pro

¢ dostatedn& blizka ¢ protne kruZnici /
oo - < . x—y=+V2

i pfimka x — y = ¢. To v8ak znameni4,

7e funkce x ~ y nabyvé na M hodnot jak vétSich neZ c (pro ¢ > ¢), tak mensich
neZ ¢ (pro ¢ < ¢). JestliZze piimka x — y = ¢ kruZnici viibec neprotne, znamend
to, ¥c tyto body neleZ{ v M, a tedy nepfipadaji v dvahu. Zbyvd tedy pouze
moZnost, e pfimka x — y = ¢ je te¢nou.

7 obrizku je nyni zfejmé, Ze maximum nastane v bodé [% —%] jeho

=¥

hodnota je +/2, 2 minimum je v bod& [ — % %] jeho hodnota je —+/2.
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Najd€te nejmensi a nejvetsi hodnotu funkce f(x, y) = xy na mnoZing tvaru
M: x|+ [yl £ L

ReSeni. MnoZina M a vrstevnice funkce f
jsou nacrtnuty na vedlej§im obrazku (vrs-
tevnicemi jsou grafy funkci xy = ¢, tj. rov-
noos¢ hyperboly y = £). Stejnou divahou
jako v predchozim piikladu zjistime, Ze
funkce nabyva absolutniho maxima fi,x =
= i— v bodech [+1 il] a absolutniho mi-
nima fmin = —3 v bodech [+3. F1]. 4

Cviceni
6.1. Najdéte lokaln{ extrémy funkci:
a) z=x*+y*—xy—2x+y,f) z=x-2y+In/x2 4+ y> 4 3arctg 2,
b) z=xy(d —x —y), g) z=yJ/1+x4+x/T+y,
0 z=4®x—y) —x2—)y%  h) u=x+y +2+ 12y +22,
dz=xy+2+2, Du=x+L+2+2xy.2>0
e) z=x*+xy+y*—lnx - j) z:x2+xy+y2+‘}i+§,
—Iny, k) u=xyz(12 —x — 2y — 3z),
Du=xx2 - x"(1—x = 2% =+ = X)), X[, X1y ooy X > 0,
m) u=x1+%+j‘—§+---+ﬁ”_—l+£,x1,...,xn>0.

0.2.

6.3.

Udejte priklad funkce f: R? — R? splitujicf uvedené podminky:
a) fr(1,1) =0 = f,(1, 1), ale v bod€ [1, 1] nenastdvd lokdlni extrém;

b) f mi v bodé [0, 1] ostré lokilni minimum a v bodé& [1, 0] ostré lokdlni
maximum,

¢) f ma v bod¢ [—1, 0] ostré lokdlni minimum, v bodé [0, 0] sedlo a v bodé&
{1, O] ostré lokdlni maximum.

Pomoci vrstevnic funkce f urlete jeji nejmensi a nejvétsi hodnotu na mno-
Ziné M:

a) f(,y)=x+y M:|x|=1, |yl =1,

b) fx,y)=x* 2x+y2 -2y +3,M:x20,y20,x+y<1,

) flr,y)=Ixl+Iy,M: (x =1+ (y - 1?1,

d) feyv.2)=x+y+z.M: x*+y?<1,08z8 1,

€) f,y,0)=x>+y  M:x*+y’+22 <1
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Lokdln{ a absolutni extrémy

6.4. Urlete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f na mnoZiné M:

6.5.

6.6.

6.7.

a) f(x,y) = x>+ 2xy + 2y* — 3x — 5y, M je trojihelnik uréeny body
A=1[0,2],B=(3,0],C=[0,—-1],

b) f(x,y) = x2+y>+3xy+2, M je omezend graly funkci y = |x]ay =2,

c) f(x,y) = x*+y*—xy—x—y, M jetrojihelnik uréeny body A = [—1, 0],
B=[L12],C =1[3,0],

d) fOy) =224y —xy—2, M ={lx,y] :x2+y* <1, y > x|~ 1},
€) f(x,y)=2x"+4y"naM = {[x,y] : x>+ y* £9),

f) fix,y)=x>+y*—2x+2y+2naM = {[x,y]: x*+y* < 1}L
Urcete absolutni extrémy funkce f na mnoZiné M:

a) f(x,y) =sinxsinysin(x+y),M: 0= x,y S,

b) fx,y) =x2—xy+yL M: x|+ £ 1,

o) fx,y, ) =x+2y+3,M: x> +y?<z=1,

_ X1X2.0.X .
d) flxg,...,x) = EE TR M: alx,.... x, £b,0<a<b

(tzv. Huyghensova' tiloha), nejprve feste tlohu pron = 2.

L x

Rozlozte kladné &islo h
a) na soucet tii nezdpornych Cisel tak, aby jejich soucin byl nejvetsi,
b) na soudin ti{ kladnych &isel tak, aby jejich soucet byl nejmensi.

Ovéite, 7e matice f”(x*) je pro ndsledujici funkce semidefinitni v bodé
x* = [0, 0], a rozhodnéte, zda v tomto bod¢ nastdva lokdlni extrém:

a) flx,y) =x*+y4,
b) f(x,y) = x2(1 + y?),
o flx,y)=x*+y.

*

Vénym zdzrakem svéta je jeho pochopitelnost. . . 1o, Ze je svét pochopitelny,

Je zdzrak. (A. Einstein)

*

I Christian Huyghens (1629-1695), nizozemsky matematik a fyzik.
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Kapitola 7

Zobrazeni mezi prostory vyssich
dimenzi

V této kapitole vyuZijeme vysledkd predchdzejicich ¢asti ke studiu vlastnostf zobrazeni
mezi prostory vy§§ich dimenzi. Vysledky, které zde odvodime, hraji dGleZitou roli mj. v te-
orii integrilu funkef vice promé&nnych, a ta pfi ditkazu véty o substituci ve vicerozmérném

integrélu, viz [Rz].

7.1. Zobrazeni z R? do R?

Definice 7.1. Necht jsou ddny funkce f, g dvou promé&nnych a 2 = Z(f) N 2(g).
Dile necht’ zobrazeni F: 2 — R? je ddno piedpisem

[x, ] = [£(x, ¥), 8(x, ).

Pak fekneme, Ze zobrazeni F je urleno funkcemi f, g, tyto funkce nazyviame slozky
nebo také soufadnicové funkce zobrazen{ F a piSeme F = [ f, gl.

Piiklad 7.2. Vypiste sloZky zobrazenf pro stejnolehlost se stfedem v poCdtku soustavy
soufadnic, otodeni o dhel ¢ a pro kruhovou inverzi uréenou jednotkovou kruZnici.

Reseni.
i) Stejnolehlost se stiedem v pocdtku. Je-li k koeficient stejnolehlosti, pak

(x, y] = [kx, ky].

ii) Otodeni o tihel @ € [0, ] v kladném smyslu. Pro odchylku ¥ dvou pfimek prochize-
jicich po¢dtkem a bodem [x1, y1], resp. [x2, y2] plati
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[x1x2 + y1y2|
JxE i+ 3
(kosinus thlu je roven podilu skaldrniho soudinu a sou¢inu velikosti vektord uréenych
poddtkem a body [x;, y1]. resp. [x2, y21). Proto zobrazen{ F, které bodu [x, y] pfifadi

bod otogenfm o dhel ¢ kolem pofdtku v kladném smyslu ((j. proti sméru otaCeni
hodinovych ruéicek), je tvaru

cosy =

[x,y] N [x cosp — ysing, x sing + y cos ¢].

i) Kruhovd inverze uréend jednotkovou kruznici. P tomto zobrazeni je bodu [x, y]
pfifazen bod [u, v] leZici na polopfimce uréené pocdtkem a bodem [x, y] s vlast-
nostf, Ze soudin vzdalenosti bodd [x, y] a [u, v] od poédtku je roven 1. ProtoZe
[x. v] a [u, v] leZi na stejné polopfimce, existuje redlné a > 0 takove, Ze u = ax,
v = ay. Z podminky na vzddlenost bodi [x, y] a [, v] od poldtku dostivime
Va2 4+ 92/uZ 507 = a(x? + y?) = 1, odtud o« = (x* + y2)~!. Toto zobrazeni je

proto tvaru
F X y ]
X, yl— , :
[, y] [x2+y2 242

A

P¥iklad 7.3. Zobrazeni mnoZiny komplexnich &isel do sebe 1ze chdpat také jako zobrazeni
z R? do R2. Naptiklad zobrazen, které komplexnimu ¢islu z = x + iy piifadi jeho druhou
mocninu z2, definuje zobrazen{

F
[x, yl > [x2 =y, 2xy],

nebot'z2 = (x +iy)? = x% — y% + 2ixy.

Definice 7.4. Rekneme, Ze zobrazenf F = [f, g] z R* do R? je spojité v bodé [xo, yol,
jsou-li funkce f, g spojité v [xo, yol.

Rekneme, Ze F je diferencovatelné v bodé [xo, yol, jestlize kazdd z funkef f, g je
diferencovatelnd v bodé& [xq, yo]. Zobrazeni d F (xg, yo): R2 — R? dané predpisem

(h, k] 25 [df (xo, yo) (h, k), dg(xoyo) (h, k)] =
= [ fx (x0. yo)h + fy(x0. yodk. g« (x0. yo)h + gy(xo. yo)k]

nazyvame diferencidl zobrazeni F' v bodé [xo, yo] a znaCime dF (xo, yo)

Podle této definice je tedy diferencidl zobrazeni F linedrni zobrazeniz R? do R2. Pro-
toZe z linedrni algebry vime, Ze kazdé linearni zobrazeni mezi kone¢né€ dimenzionalnimi
prostory lze reprezentovat vhodnou matici, dostdvdme se k ndsledujic{ definici.
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Definice 7.5. Necht zobrazeni F = [f, g] z R* do R? je diferencovatelné v bod&
[x0, vo]- Matici typu 2 x 2

fe(x0,30)  fy(xo, yo)) (7.1)

F’ X0, =
(x0. yo) (gx(XO»yO) 8y (X0, Yo0)

nazyvame Jacobiho! matice zobrazeni F v bodé& [xo, yo], determinant (€to matice nazy-
vame jacobidn zobrazeni F v bodé& [xo, yol.

Nejprve odvodime vzorce pro diferencidl sloZeného zobrazeni. Je zcela analogicky
vztahu pro derivaci sloZené funkce jedné proménné, stadi ,,zapomenout, Ze mfsto zobra-
zenf mezi jednodimenziondlnimi prostory se jednd o vicerozmérnd zobrazeni.

Véta7.6. Necht F = [ fi, f21. G = [g1. g2| jsou zobrazeniz R? do R2. Pak pro Jacobiho
matici sloZeného zobrazeni H = I o G plati

H'(x,y) = F'(u,v)G (x, y). (7.2)

kde [u,v] = G(x,y), tj. u = g1(x,y), v = ga(x, y). Pro jejich jacobidny dostdvdme
det H'(x, y) = det F'(u, v) det G'(x, y).

Ditkaz. Necht hy, Az jsou soufadnicové funkce zobrazeni 11, tj.
hi(x, y) = filg1(x, ), g2(x, ¥)), ha(x,y) = faler(x, ), g2(x. y)).  (71.3)

Aplikaci véty 5.1 dostavame

—a—h(x )—j)—f( )—a- ( )+if( )i x,y) (74
3 V)= 1(u. v axgl.x,y aU.lu,v axgz Y 4)

a podle definice 7.5

) S, vy Y, v
u,v) =
af2 (u, v) a_de(u v)
3 v b

2 8
Sy Fe)

. Gy =
) %(x,y) B2(x,)

Vyndsobime-li tyto dv& matice, vidime, Ze prvek nachdzejicf se vlevo nahofe je praveé
roven %%(x, y), kde k| je ddno v (7.3). Stejnym zpiisobem ovéfime, Ze i ostatni prvky
soudinu matic F’- G’ jsou totozné s vyrazy pro prvky matice H ziskané pomoci (7.2), {imZ
je rovnost (7.2) dokézdna. Vzorec pro jacobidny plyne z faktu, Ze determinant soucinu

dvou matic je roven soudinu determinantii. O

V diferencidlnim poctu funkci jedné proménné jsme vySetfovali lokdln vlastnosti
funkce (tj. v okoli daného bodu) pomocf derivace funkce v tomto badé (coZ je pro funkci
jedné prom&nné v podstaté ekvivalentni diferencialu této funkce, nebot funkce /1 R — R
je v néjakém bodl€ diferencovatelnd, préave kdy? zde existuje kone¢nd derivace f ". Po-
dobné budeme postupovat v pripad& zobrazeni mezi prostory vyssich dimenzf.

! Carl Jacobi (1804-1851), némecky matematik.
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Véta 7.7. Predpoklddejme, Ze sloiky zobrazeni F = [f, g]: R? > R? maji v bodé
[xo, yol spajité parcidlni derivace prvniho Fddu a Jacobiho matice F'(xo, yo) je reguldrni,
1. det F/(xg, yo) # 0. Pak existuje okoli % bodu [xq, yol, v némZ je zobrazeni I' prosté,
a pro Jacobiho matici inverzniho zobrazeni F =Yy bods [ug, vol = F(xq, yo) plati

(F™1Y (w0, vo) = [F'(x0, y0)] ™" - (7.5)

Diikaz. Tvrzeni zde nebudeme dokazovat se viemi podrobnostmi (detailni dikaz je pro-
veden v [R;]). Zdiiraznéme zde pouze hlavnf my§lenku dikazu. Diferencidl dF (xq, yo)
zobrazeni F: R? — R? je nejlepsi linedrni aproximace F v okolf bodu [xo, yol- Je-li zob-
razeni dF (xo, yo) prosté — to nastane, pravé kdy?z je jeho matice F’(xq, yo) reguldrni —
je v jistém okoli bodu [xg, yo] prosté i samo zobrazeni F.

Vztah (7.5) dokdZeme takto: Z definice inverzniho zobrazeni je F “YF@x,y) =
= [x, y]. PoloZme [u, v] = F(x, y). Ze vztahu pro Jacobiho matici sloZeného zobrazeni
plyne (F~1Y(u, ) F'(x, y) = E — jednotkovd matice (nebot’ Jacobiho matice identic-
kého zobrazen{ je jednotkova matice) a odtud (F~'Y (u, v) = [F'(x, 1L a

Piiklad 7.8.

i) Rozhodnéte, zda zobrazeni F = [f, g]: R? — R? se soufadnicovymi funkcemi
[, y)y=xy,8(x,y) = fjc prosté v okoli bodu [x, y] = {2, 1]. Pokud ano, urcete
Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v bodé [u, v] = F(2, 1).

Diikaz. Jacobiho matice zobrazeni F je

F/(x y)z fx(xv}’) fy(xa)’))= }1) xx
' gx(x! y) gy(xv .V) 3/_ _;Zh
apro bod [x, y] = [2,1] je det F'(2, 1) = —4, tedy F je prosté v jistém okol{ bodu
[2, 1]. Pro Jacobiho matici inverzniho zobrazeni F~! v bod& [2, 2] = F(2, 1) plati

.

ii) Uréete Jacobiho matici zobrazeni F: R? — R?, které je sloZenim kruhové inverze,
jeiiz Fidici kruznice je jednotkovd, a otofeni o uhel % v kladném smyslu, pfiCemZ
nejprve se provadi kruhovd inverze.

—1ys _ ! -1 _ 1 2 —1__
(F7y(@,2) = [F'@, )] _(1 _2) _(

B N—
FNISENIT

Reseni. Kruhovd inverze ptifadf bodu [x, ] bod [+73, 577=7] @ otoCenf o dhel 3
v kladném smyslu pfifadf bodu [x, y] bod [—y, x], viz piiklad 7.2. SloZené zobrazeni
tedy pfifadi bodu [x, y] bod [— p-%f ;iry;] Jacobiho matice tohoto zobrazeni je

af__y y a(__y _ 2xy 2y?
x x24y? ) x2+4y2 _ x21y2)? (x24+y2)2

y
Fl(x,y) = .
( y) i( X __QW( X y?—x?  2xy
ax \ xZ1y? 3y \ x2+y2 (x24y2)2 (x2+y2)2 A
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Poznamka 7.9.
1) Jacobiho matici inverzniho zobrazen{ v ptikladu 7.8 i) mdZeme vypocist také pfimo —
prostfednictvim explicitniho vyjadfeni inverzniho zobrazeni k F. Vypoéteme-li z rov-
nic 4 = xy,v = ’;‘ proménné x a y pomoci u a v, dostdvdme

x =xJuv, y= :l:\/%,

a vzhledem k tomu, Ze hleddme inverzn{ zobrazenf v okoli bodu [2, 1]. bereme v obou
rovnicich +. Pak

3 3 1 Jjv 1 fu

(F_l)’(u V) = WX at _ 2V u 2V v
’ 2y 2 LI N 73

u 30y 2Juv PAVENE

Dosadime-li sem [u, v] = F(2, 1) = [2, 2], dostdvdme vskutku stejny vysledek jako
v prikladu 7.8.

i) Ze skutetnosti, e det F'(xo. yo) = 0 pro n&jaké zobrazeni F: R> — R?, jesté neplyne,
7e F neni prosté v okoli bodu [xg, yol, tj. podminka det ¥ "(x0, yo) # 0O je pouze
dostateénd, nikoliv nutnd pro to, aby zobrazen{ F bylo prosté v okoli bodu [xg, yol.
Napfiklad zobrazenf F dané predpisem

L, y] - 22, 53]

zobrazuje prosts R2 na R, pfestoze det F/(0,0) = 0.
je p

7.2. Zobrazeni z R" do R™

vy s

Pro zobrazenf mezi prostory dimenz{ vy$$ich neZ dvé je situace zcela analogicka. Jsou-li
n,meNafy,. .., fn: R" = R, pak pfifazeni

pn ) o LA ey X oo fn (K1 X))

definuje zobrazenf F: R" — R™. Funkce f1, ..., fm se nazyvaji slozky ncbo soufad-
nicové funkce zobrazeni F. Jsou-li viechny slozky spojité v bodé x*, fekneme, Ze F je
spojité v bodé x*. Jsou-li fi, ..., fn diferencovatelné v bodé x* € R”, fekneme, Ze zob-
razeni F je diferencovatelnd v bodd x*. Jeho diferencidl dF (x*) definujeme jako linedrni
zobrazeni z R" do R™ dané predpisem

h=lhi. ... el P (AR, ..., dfn (X)),

kde d f1(x*), ..., dfm(x*) jsou diferencialy soufadnicovych funkei v bodé& x*, tj.

n a
ARV = A, ) = 3 S (.
i=1
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Matice tohoto linedrniho zobrazeni (je to matice typum x n)

gaxL‘l(x*) g_f:.(x*)
Fl(x*) = : : (7.6)
Py .z

se nazyva Jacobiho matice nebo také derivace zobrazenf F a v pfipad€ n = m se jejf
determinant nazyvd jacobidn zobrazeni F v bod& x*. V nékteré starsi literatufe se jacobidn

znaci )

D(fi, ..., fn)(x*) nebo a(fi, ..., fn)

D(x1,...,xn) (X1, ..., Xn)
Véta7.10. Nechr zobrazeni G : R" — R™ jediferencovatelnév bodé x* € R" a zobrazeni
F: R™ — RX je diferencovatelné v bodé y* = G(x*). Pak slofené zobrazeni H =
= F 0 G: R" — R je diferencovatelné v bodé x* a plart

H'(x*) = F'(y")G'(x) = F'(G(x™)G'(x"). (1.7

(x*).

Je-lin = m adetG'(x*) # O, existuje okoli bodu x*, v némz je zobrazeni G prosté, .
existuje zde inverzni zobrazeni G =1 a pro jeho Jacobiho matici v bodé y* = G(x*) plati

G N =169 (7.8)

Pozndmka 7.11. Vzorce (7.7) a (7.8) pro Jacobiho matici sloZeného zobrazenf a Jacobiho
matici inverzniho zobrazeni jsou form4Ing zcela stejné jako vzorce pro derivaci sloZené
a inverzni funkce jedné promé&nné, zde viak musime dévat pozor na pofadi obou &initeld,
nebot'nésoben{ matic nenf komutativni operace. Matice F’ je typuk x m, G’ je typum x n,
nédsobeni téchto matic je tedy mozné pouze v pofadi uvedeném v (7.7) (tfmto zpdsobem
sc také potadi &initeld nejlépe pamatuje).

Priklad 7.12.
i) Vypoltéte Jacobiho matici zobrazenf F: R®> — R?, které bodu [x, y, z] pfifadi jeho
sférické soufadnice

/g V2
[x,y, 2] — [m arctg %, arctg _i]
z

Reseni. Podle (7.6) plati

VR Y 8 %\/x2+y2+12
3 g Y 3 y
F/(x, v,2) = 3y arctg ¢ 3y arctg ¢ _
a x4y 3 Ny
75 AIClg Y —— 3y arctg
—r y z
A/ X2+y2+zz \/x2+y2+22 \/x2+y2+22
Yy X 0
= T4y ey
X2 yz ,/x2+y2

DS (e W) A
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i1} Jak jsme jiZ poznamenali v pfikladu 7.3, zobrazeni F : C — C mnoZiny komplexnich
&isel do sebe miizeme chépat jako zobrazeni z R? do R2, které komplexnimu &fslu
7z = x + iy prifadi &islo F(z) = f(x, y) +ig(x, y), kde f, g jsou redlné funkce dvou
proménnych. Podobng jako v redlném oboru definujeme derivaci komplexnf funkce F
v ¢isle zg == xg + 1y vZtahem

F'(zo) = lim F(2) — F(z0)
=2 z—20

pfi¢em? limita komplexni funkce v tomto vztahu se chépe zcela analogicky jako
v redlném oboru a znamend, Ze ke kazdému ¢ > O existuje § > 0 takové, Ze pro
viechna z splitujici 0 < |z — zy| < 6 plati

F(z) - F(zo)
Z2—20

— Fl(zo0)| < &.

DokaiZte toto tvrzeni: Necht’ funkce f, g jsou diferencovatelné v bod€ [xo, yol. Pak
komplexni funkce F md v bod€ zg = xg+iyp derivaci, pravé kdyZ plati tzv. Cauchyovy-
-Riemannovy! podminky

f g af o
ax(xo,yo)—ay(xo,yo), ay(xo.}’o)— ax()fo.yo)-

Reseni. Oznaéme F'(z0) = A + iB. Z diferencovatelnosti funkci £, g v-bod& [xg, yol
plyne

0= fim F(z) — F(z0)
=20 Z—20
_ lim f(x,y)+iglx, y) — [f(x0, yo) +ig(x0, yo)]
(x, %)= (x0,30) (x — x0) +i(y — yo)
. fx,y) — fxo, yo) — A(x — xo) + B(y — yo)
= m T +
(x.¥)— (x0.y0) (x — xp) +1(y — yo)
i fim 8% Y) &G, yo) = BUx —x0) — AG = yo)
(x,9)=> (X0, %0) (x = x0) +i(y — yo)
_ lim (fx(xo0, yo) — A)(x — x0) + (fy(x0, yo) + B)(y — yo) n
(x,y)~(x0,y0) \/(x — x0)? + (y — yo)?
i lim (8x(x0, yo) — B)(x — x0) + (gy(x0, Yo) — A)(y — )’0)‘

(x.9)> (x0.30) V& = x0)% + (y — y0)?

— F'(z0) =

~(A+iB) =

Odtud fi(xo, yo) = A = gy(x0, y0), fy(x0, Yo) = —B = —g«(x0, Yo)- A

1Augustin Louis Cauchy (1789-1857), francouzsky matematik, Bernhard Riemann (1826 az
1866), némecky matematik, oba jsou povaZovéni za spolutviirce moderni matematiky.
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7.3. Diferencialni operatory matematické fyziky

V odstavei 4.1 jsme uvedli, Ze ve fyzikdlnf terminologii a také v né€kterych odvétvich
matematiky, nap¥. v numerickych metodéch, se vektor parcidlnich derivaci f’ funkce f
nazyvé gradient funkce a znacf se grad f.

Zobrazeni F: R? — R3 se ve fyzikalni terminologii nazyva vektorové pole. Lze je
chépat jako zobrazeni, které bodu o soufadnicich [x, y, z] pfifadi vektor s poCatecnim
bodem v poditku a koncovym bodem

F(x,y.2) =[P(x,y.2), Q(x,y,2), R(x, y, DI,

kde P, Q, R jsou soutadnicové funkce. DilcZitymi fyzikdlnimi charakteristikami vekto-
ravych poli jsou tzv. divergence vektorového pole

diVF(-va’y) = Px(-xv.))vz)-'_ Qy(xyyyz)"f'Rz(x,y,Z)

a rotace vektorového pole

rot F(x,z,y) =
=[Ry(x,y,2) — Q:(x,y.2), Po(x,y,2) = Re(x. y,2), Qx(x,y.2) — Py(x, y.2)]

(tedy divergence je skaldrni veliCina a rotace je vektorova veli¢ina).

Priklad 7.13. Vypodététe divergenci a rotaci gravitaniho pole vytvofené hmotnym bodem
0 jednotkové hmotnosti umisténym v pocatku soufadné soustavy.

Reseni. Z fyziky je znimo, %e dva hmotné body o hmotnostech my, ms se navzijem
pritahuji silou, jejiz velikost je | F| = 5”2, kde k = 6,67 - 10~'! Nm%/kg® je Newlo-
nova gravita¢ni konstanta a d je vzddlenost bodd. Bod [x, y, z] s jednotkovou hmotnosti
bude pfitahovan do pocdtku silou, jejiZ smér je opaény neZz smér vektoru s pocatkem
v [0,0,0] a koncem v [x, y, z] a jejiz velikost |F| je rovna k(x2+ y? + %)~ Tedy
F(x,y,7) = —a[x,y,z] a hodnotu skaldru o uréfme z podminky pro velikost F, tj.
a2+ 2+ 22 =k(x2+ 2P+ atedya = k(x? + y2 + 2%)"%. Odtud

Flx,v.2) = [P(x.v.2), O(x, v, 2), R(x, y, )] =k [—r% —;vg, _723‘]

kde r = /x2 4+ y2 + z2. Nyni vypodteme viechny parcidlni derivace funkci P, Q, R
potiebné k urfeni div F arot F.

1 3xZ 1 3y? 1 372
(53 e (5 F) e (545)

odtud snadno ové&fime, Z¢ pro [x, >, z] # [0, 0, 0] je div F = 0. Podobné vypolteme

3xy 3xz 3yz
Py=Qx=K,_—5, Pz=Rx=K-r—, QZ=Ry=Kr—5’

aledyirot F =0. A
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Manipulace s diferencidlnimi vyrazy obsahujicimi operdtory rotace a divergence se
podstatnd usnadiiuje zavedenim tzv. Hamiltonova nabla operdtoru V1. Tento symbol je
formadiné definovidn jako vektorovy operdtor pfedpisem

V. = i,i,i,
ax 9y oz

tj. jako operdtor, ktery funkci f: R — R pfifazuje vektorové pole
af af o
\v4 f = _]_c’ _):’ _f) .
dx dy az

Toto je alternativn{ oznadeni pro vektorové pole f7, které diferencovatelné funkci f pfifa-
zuje jeji derivaci. Operitor V Ize s vyhodou pouZit i pfi formalizaci operitori divergence
a rotace. UvaZujme nejprve ptipad divergenéniho operdtoru. Formdln€ miZeme aplikaci
operdtoru divergence na pole F zapsat takto:

. 5 9 8 9P 90 R
F= VsF = PO R I ) ’R = ol P .
divF = (V. F) <(6x 3y az) (P 0 )> ax "3y | oz (79)

Podobné miizeme formalizovat operdtor rotace rot pomoci vektorového soudinu takto:

aRrR a aP
motF=VxF= ——ﬁ,*_%!LQ.W?i).
ay dz 0z ox dx ay

Pripomerime, Ze vektorovy soudin u x v dvou vektori u = (uy, uz, u3), v = (v, v2, v3)
je definovdn jako vektor kolmy na linedrni prostor generovany dvojici vektord u, v,
orientovany podle pravidla pravé ruky, o délce

[l x v[| = |lu|] - |[v]| sing,
kde ¢ je dhel mezi vektory u, v. Konkrétng, soufadnice vektoru u x v jsou
u x v = (uav3 — U3V, U2V — U1V3, U1V — VIU2).

Zejména jsou-li vektory u, v linedrng zdvislé, pak u x v = 0. Proto pro sloZeni operatord
rotace a gradientu platf
rotgrad f =V xVf=0

pro libovolnou dostatetn& hladkou funkci f. Podobné lze ukézat, Ze divrotF = 0 pro
libovolné dostateén hladké vektorové pole F. Posledni identita plyne z faktu, Ze skaldrni
soudin (1, u X v) = 0, nebot vektor u x v je kolmy na kaZzdy z vektord u, v. Proto

diviot F = (V,V x F) = 0.

Iwilliam Rowan Hamilton (1805-1865), irsky matematik. Termin nabla operator byl 7aveden
ptimo Hamiltonem, nabla oznaguje stary hudebnf néstroj trojihelnikového tvaru.
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Obg¥ vyse uvedené identity 1ze samozfejmeé dokdzat i pfimym derivovanim, jejich ovéieni
timto zptsobem je v8ak pracnéjsi.
Na zavér této kapitoly piipomenme jesté pojem Laplaceova operatoru A, ktery je

definovdn piedpiscm

R L

==+ =+

ax2  9yr 972
Parcidlni diferenciilnf rovnice Au = 0 se nazyva Laplaceova rovnice (viz z4avér prvni
¢asti kapitoly 5) a jeji feSeni se nazyvaji harmonické funkce. Pomoci operdtoru V miZeme
Laplacetiv operator definovat takto:

32u 32y a2u

Au=divgradu ={V,Vu) = — + — + — .
u ivgradu = { u) 8x2+8y2+8zz

Cvideni f
7.1. Rozhodnéte, zda zobrazeni F = [ f, g] je prosté v okoli bodu [xo, ¥0]. Pokud ano.
urCete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v bod€ [ug, vg] = F(xp, y0)-

a) f(x,y)=vx2+y% gx,y)=xy, [x0, »ol =[0,1],
b) flx,y)=x? = 3xy? g(x,y) =y’ +3x%y, [xo0, yol = [1, 1],
¢) flx,y)=x7, glx,y)=y", [x0, w] =1{1,1].

7.2. Ur&ete soufadnicové funkce a Jacobiho matici uvedenych zobrazent:

a) Osovd soumérnost podle pfimky p, jejiZ rovnice je ax + by +c¢ = 0.

b) SloZeni osové soumérnosti podle pfimKy y = x a projekce bodu na jednotkovou
kruZnici (bodu [x, y] # [0, 0] je pfifazen bod na jednotkové kruZnici, ktery je
prisedikem kruznice s pfimkou uréenou po¢atkem a bodem [x, y]).

¢) Bodu [x, y, z] € R3 je pfifazen bod leZici na rovniku kulové plochy se stfedem
v pocéatku prochézejici bodem [x, y, z], pfiemzZ pfifazeny bod leZi na stejném
poledniku.

d) ,.Elipticka inverze v R>*: Bodu [x, y, z] je pfifazen bod leZici na polopfimce
uréené poddtkem a bodem [x, y, z], pfi¢emz soudin vzddlenosti vzoru a obrazu od
poCdtku je roven vzddlenosti od pocétku priseciku jejich spojnice s elipsoidem

2 2 2
SH+ot+5=1L
7.3. Je ddna dvojice diferencovatelnych funkci R(r, @), ®(r, @), kterd definuje funkci
F: C — C ptedpisem
z=re¥ — R(r, p)e!®"9),

VyuZitim vysledku ptikladu 7.12ii) urécte nutnou podminku, aby F méla derivaci.
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7.4. Dokazte ndsleduji identity (bud’ pfimym derivovdnfm, nebo pomoci operdtoru V).

V t&chto identitdch f: R - Ra F, G: R? — R3,
1. div(fF) = (F, grad f) + fdiv F,
2. rot(fF) = frotF + (grad f, F),
3. div(F x G) = {rot A, B) — (A, rot B},
4

. rot(rot F) = graddiv F — AF (vyraz AF je tieba chdpat jako aplikaci opera-

toru A na kaZdou z komponent vektorového pole F).

*

Diilefité je neptestat se ptat. Zvédavost existuje z dobrého diivodu. Nelze

nef Zasnout, rozvaiujeme-li o tajemstvich vécnosti, Zivota a uZasného

usporddani vici vezdejSich. Staci, kdy? se clovek snaZi kaZdy den poro-

zumét alesport kousku tohcto tajemstvi. Nikdy neztrdcejte zvédavost, tu
posvdtnou viastnost. (A. Einstein)

*
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Kapitola 8

Funkce zadana implicitné

UvaZujme tento problém: Necht' F je funkce dvou proménnych a ozna¢me mno-
zinu (kitvku)

M ={[x,yl € Z(F): F(x,y) =0}.

Napiiklad pro F(x, y) = x>+ y> — 1 je kfivka M jednotkovd kruZnice se stfedem
v pocitku.

Zvolme libovolny bod na kiivee M. Checeme vySetfit chovani kiivky v okoli
tohoto bodu, zejména uréit rovnici te¢ny v tomto bodé a rozhodnout, zda kfivka
v okoli tohoto bodu leZi nad, nebo pod te¢nou.

Jestlize kfivka M je pfimo grafem funkce jedné proménné y = f(x), tj.
F(x,y) = y — f(x) = 0, problém snadno vyfe§ime vypoltem derivaci f', f”.
RovnéZ v jednoduchych piipadech, jako je rovnice kruznice, lze vyuZzit metod
diferencidlniho poctu funkcf jedné proménné, nebot’ z rovnice kruZnice miZeme
snadno spotitat y jako funkci proménné x. Je-li v8ak rovnice kiivky kompliko-
van&jsi, napt. x3 4+ y3 — 2xy = 0, a chceme ur&it rovnici te€ny ke kfivce uréené
touto rovnici v bodé [xg, vo] = [1, 1], pfedchozi postup selhdva, protoze z rovnice
kiivky nelze y rozumné spocitat.

V této kapitole ukdZeme, jak tuto nesndz obejit. Budeme se nejprve zabyvat
problémem, zda je kiivka M v okoli daného bodu totoZnd s grafem néjaké funkce
jedné proménné, a pokud ano, jak spocitat jeji derivace.

V prvnim odstavci je tento problém vyfeSen pro funkci jedné proménné, v dru-
hém pro funkci n proménnych a v tietim odstavci pro zobrazeni mezi prostory
vy33ich dimenzi.
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8.1. Implicitné zadana funkce jedné proménné

Definice 8.1. Necht’ F je funkce dvou promé&nnych a F (xg, yo) = 0. Pfedpokli-
dejme, Ze existuje obdélnikové okoli & = (xo — &, xp + 6) X (yo — €, yo + €).
8 > 0, ¢ > 0, s ndsledujici vlastnosti:
K libovolnému x € (xo — 8, xo + &) existuje v intervalu (yo — &, yo + ¢)
pravé jedno y takové, Ze F(x, y) = 0. Ozna¢me tuto hodnotu y = f(x).
Pak o takto definované funkci f(x), x € (xg — 8, xo + 8), fikdme, Ze je zadand
implicimé rovnici F(x, y) = 0 v okoli bodu (x¢, yp).

Jinymi slovy, funkce y = f(x) je v okolf bodu [xg, yo] zaddna implicitng!
rovnici F(x,y) = O, jestlize existuje § > 0 takové, Ze F(x, f(x)) = 0 pro
X € (XO —8,X0+5).

V piipadé rovnice kruznice x* + y? — | = 0 z obrazku vidime, Ze v okoli
libovolného bodu Py # [£1, 0] této kruZnice je rovnici £2 4 y?—1 = 0 implicitng
zadé4na funkce y = f(x) = £+/1 — x? (znaménko + bereme, leZi-li bod na horni
pilkruZnici, a znaménko —, je-li na doln{ piilkruZnici).

4

Yo+ £

Yo

Yo—¢

| | |
| | !
| | !
] | |
| | |

0 xg—8 xp xg+ 6 x

'Doslovny esky preklad slova implicitnf je nerozvinuty, v néem obsazeny.
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Diéle vidime, Ze v okoli bodd [£ 1, 0] neni rovnici zaddna Z4dnd funkce proménné x.
Jako jiny piiklad uvaZujme kiivky dané rovnicemi

Fx,y) ==x—y"=0 (parabola),
Flx,y):=x>—y*=0 (dvojice pfimek y = £x).

Je vidét, Ze v libovolném okoli poCétku neni rovnici F (x, y) = 0 urCena implicitné
24dnd funkce. Naopak v dostatedn& malém okoli kazdého jiného bodu téchto kfivek
je rovnici F(x, y) = 0 definovéna funkce y = f(x). V prvnim pfipadg to jsou
funkce y = /x nebo y = —./x, podle toho, leZi-li bod v horni, nebo dolni
poloroviné urené osou x, ve druhém piipad€ y = x nebo y = —x, podle toho, na
které z dvojice ptimek bod leZi.

V nésledujici v&te 8.2 je uvedena postadujici podminka pro existenci funkce
zadané implicitn& v okolf daného bodu kfivky a ve vét& 8.4 zpiisob pro vypolet
jeji derivace.

Véta 8.2. Necht'je funkce F spojitdnactverci R = {[x, y] € Z(F) : |x — xo| < a,
ly—yol < a}anecht F(xy, yo) = 0. Ddle piedpoklddejme, Ze funkce F md spojitou
parcidlni derivaci aa—yF (x, ¥) v bodé [xo, yo] a plati %(xo, yo) 7 0.

Pak existuje okoli bodu [xy, yol, v ném? je rovnosti F(x,y) = U implicitné
definovdna pradvé jedna funkce y = f(x), kterd je spojitd.

Diikaz. Existenci implicitn€ zadané funkce dokdZeme pomoci Banachovy vety
o pevném bodu kontraktivniho zobrazeni v tplném metrickém prostoru, viz
[D-D]. Necht ¢, 8 > 0 jsou redlnd &isla, jejichZz pfesnou hodnotu uréime poz-
d&ji, a oznaéme I = [xq — 8, xo + 8]. UvaZzujme prostor funkci

P={geC(): glx) =y Iglx) =yl <eprox € I}

To znamend, %e P je prostor spojitych funkei na 7, jejichZ grafy prochdzeji bodem

[x0, yol aleZi v 8- obdélniku kolem bodu [xo, yo1. Na P uvaZzujme metriku stejno-

mérmé konvergence p(f, g) = malx | f(x) — g(x)|. Oznacme d = Fy(xo, yo) # 0
XE€

a definujme na P zobrazeni T': P — C(I) pfedpisem

F(x, g(X))_

g = g () —

Najdeme-li pevny bod f € P zobrazeni T, je tento bod hledanou implicitné
zadanou funkci f. Vskutku, je-li f(x) = T(f)(x) = f(x) — d-'F(x, f(x)), je
d~'F(x, f(x)) = 0 pro x € I, coZ podle definice 8.1. znamend, Ze funkce f je
implicitné zaddna rovnosti F(x, y) = 0.
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Uréfme nynf konstanty 6 a ¢ tak, aby zobrazeni T bylo Kontrakei a zobrazovalo
prostor P do scbe (coZ jsou spolu s Uplnosti prostoru P pfedpoklady Banachovy
véty).

Necht’ f, ¢ € P. VyuZitim Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté pro funkci ¥
dostdvame

IT(fH)x)—T@x) =
= max lf(x)=d™ F(x, f(x)) = glx) +d ' F(x, g(x))| =

By () 8| _
d

Ry, 8)
d

= If(X)—g(x)—

K

=[f(x)—gM)l- ‘1

kde & = £(x) leZi mezi f(x) a g(x). ProtoZe funkce F, je spojitd v bod€ [xg, Yol
a Fy(xo, yo) = d, existuji &, 8; > 0 takovd, Ze |1 — d"Fy(x, | < ]5 pro
x € (xg—81,x0+8),y € (yo— ¢, y0+¢).Jeli§ < 8, pro takto zvolend ¢, §,
plati

<

1_ Fy(xyf)

p(T(f), T(g)) =max|f(x)—gx)|- ‘
xel d

1 1
<Z — = =
= zlggflf(x) gl = =p(f.8),
tj. T je kontrakce s koeficientem kontrakce g == % Necht' f € P.Pak T(f)
je spojitd funkce a T(f)(xo) = f(xo) — d~"'F(xo, f(x0)) = yo. Odtud plyne

existence 8 > 0 tak, Ze pro x € (xg — 87, xg -+ 8,) plati

IT()x) = yol S e

PoloZme § = min{8y, &;}, pak pro takto uréend ¢, § je T kontraktivni zobrazeni
P do sebe, coz jsme potfebovali dokazat. O

Poznamka 8.3.

i) Uvédomme si, Ze rovnosti #(x, y) = 0 miiZze byt v dostate¢né velkém okoli
bodu [xg, yo] zaddna jedna Ci vice spojitych nebo nespojitych funkei. Tuto
skuteénost ilustruje nésledujict priklad.

UvaZujme rovnici y(y — 1) = 0. Touto rovnici je v okoli bodu [0, 0] uréena
spojita funkce y = 0 a kromé ni také nespojita funkce

0, prox eQ,
x(x) =
I, proxeR~NQ.
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ii) Podminka I, (xo, yo) # O je pouze dostatecnou, nikoliv nutnou podminkou
pro existenci implicitng zadané funkce. V piipadé rovnice y3 —x = 0 je
F,(0,0) = 3y?|,_o = 0, a pfesto je rovnici v okoli po&itku implicitné uréena
funkce y = Jx.

iii) Na zadavajici rovnici ‘y
F(x,y) = 0 se miiZe-
me divat také jako na
rovnici definujici funk-
ci x = Y (y) promén-
né y. Snadno se vidi na
zdkladg€ véty 8.2, Ze do-
stateCnou  podminkou

/g
pro existenci takto im- 0
—&

plicitn¢ zadané funkce
X = ¥ (y) v okoli bodu
[x0, yol je Fx(xo, yo) #
# 0. Na vedlej§im ob-
razku je vidét, Ze rovni-
cix>’+y>—1=0je
v okolf bodu [1, 0] im-
plicitn& uréena funkce x = ¥ (y) = /1 — y2.

Derivaci implicitn& zadané funkce vypolteme podle nasledujici véty.

¥ ()

Véta 8.4. Nechr jsou spinény pFedpoklady véty 8.2 a funkce F md na R spojité
parcidlni derivace 1. Fddu. Pak md funkce f, kterd je implicitné uréena v okoli
bodu [xg, yol rovnici F(x,y) = 0, derivaci v bodé x a plati

Iy (x0, yo)

_ . 8.1
Iy (xq, yo) 61

f(x0) =
Ditkaz. Necht' f je funkce, kterd je implicitné urend v okoli bodu [xp. yo] rov-
nici F(x, y) = 0, tj. existuje § > 0 takové, Ze pro x € (xo — 8, xo + &) plati
F(x, f(x)) = 0. Dikaz existence derivace implicitné zadané funkce f zdc ncbu-
deme provadét (lze jej s podrobnostmi nalézt napf. v [N]), zde se zaméfime pouze
na odvozeni vzorce pro f’. Derivovanim rovnosti F(x, f(x)) podle x dostdvime

Fy(x, f(x)) + Fy(xs f(x))fl(x) =0,

odkud
_E(, @)

SO == e o
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Dosadime-li za x = xo, pak ze skuteCnosti, Ze f(xy) = yo, plyne dokazované
tvrzeni. OJ

Priklad 8.5.
i) Urete rovnici tedny a normily ke k¥ivce dané rovnici x> 4+ y3 — 2xy = 0
v bodé [1, 1] (viz ivodni komentar).

Releni. Oznaéme F(x,y) = x> 1 y> — 2xy. Plati Fy(x,y) = 3y? — 2x,
F,(1,1) =1 # 0, jsou tedy splnény vSechny pfedpoklady véty, tj. rovnosti
x? +y> —2xy = 0je v jistém okoli bodu [, 1] urena implicitné funkce jedné
proménn€ y = f (x), pro jejiZ derivaci v bod€ x = 1 dostdvdme

F.(1,1) _ 3x%—2y

- = = —1.
Fy(1,1) 3y? — 2x

fi) =

[x,y1={1,1]
Rovnice teCny r je y —1 = —(x — 1) = x4+ y— 2 = 0. Norméla
je ptimka kolmd k te¢ng&, a vzhledem k tomu, Ze pro smémice k1, k; dvou
navzdjem kolmych pfimek plati k1 k; = —1, rovnice normilynjey — 1 = x —
-1 = y=x. A
ii) Urcete, ve kterych bodech kfivky x2 + y?> — xy — 1 = 0 je te¢na rovnob&zné
$ 0SOu X, resp. y.
Reseni. Stejné jako v predchozim prikladu zjistime, Ze ve vSech bodech, kde
%[x2 +y2—xy—1]=2y—x # 0, jerovnicf x2 + y* — xy — 1 = 0 implicitng
uréena jistd funkce proménné x. Pro jeji derivaci plati
2x —y
2y —x

/7

Te&na je rovnob&Znd s osou x v bodech, kde y’ =0, musf proto platit 2x —y = 0.
ProtoZe hledany bod leZi na kfivce x% + y* — xy — 1 = 0, dostdvame systém
rovnic

y=2x, x*4y*—xy-1=0.
Dosazenim z prvni rovnice do druhé snadno najdeme feSeni x =
= ﬂ:zaﬁ, tedy tecna ke kiivce je vodorovna v bodech [:!:‘—3@ :i:#]
Pii uréeni bodii, kde je teCna rovnob&Znd s osou y, postupujeme podobné.
Tedna miZe byt svisld pouze v bodech, kde je jmenovatel zlomku vyjadfujici
y' nulovy. (Ke stejnému vysledku dojdeme, jestliZe se na rovnici x2+ y2 —xy —
— 1 = 0 divdme jako na rovnici uréujici implicitné x jako funkci proménné y.)
Obdrzime systém rovnic

Vi _
:tT,Y—

2y —x=0, x24+y’—xy—1=0,
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jehoZ feSenim je dvojice bodil [:!:2—‘3-/5, :!:?], v nich? jc te€na ke kfivce svisla.
A

Poznamka 8.6.
i) P vypotta derivace funkce zadané rovnici F(x, y) = 0 vyuzivdme Casto
misto vzorce (8.1) postupu uvedeného pfi jeho odvozeni. Rovnici F(x,y) =0
derivujeme podle x ana y se divime jakona funkci proménné x. Pak dostdvame

F.(x,y)+ Y Fy(x,y) =0 (8.2)
a z této rovnice vypocteme y'.

ii) Postup z predchozi pozndmky je vhodny i pfi vypodtu vysiich derivaci funkce
implicitng zadané rovnici F (x, y) = 0. Derivujeme-li rovnici (8.2) jedte jed-
nou podle x, dostdvime

Fer(x, ¥) 4 (Fep(x, ) + Fye(x, ) + Fyy(x, VY + Fy(x, )y =0

aztétorovmice vypolteme y”. Daldim derivovanim posledni rovnice odvodime
vztah pro y” atd.

iii) Je-li c redlnd konstanta, je rovnici F (x,y) — ¢ = O urlena vrstevnice funkce
F na drovni ¢ — viz definice 1.4. Smémice te¢ny k vrstevnici v bod€ [xg, Yol
(pokud je funkce F diferencovatelné a te¢na existuje) ma rovnici

Iy (x0, yo)

B Fy(XOv }’U) (= = %)

I Y= Y=
a odtud Fy(xg, yo)(x — x0) + F,(x0, yo)(y — yo) = 0. To znamend, ze vektor
u = (F.(x0, Yo), Fy(x0, ¥0)) j& normdlovy vektor ke kfivee F(x,y) —¢ = 0
v bodé [xo. yol-

Priklad 8.7.
i) Rozhodnéte, zda kfivka x% 4 y3 —2xy = 0 lezi v okoli bodu [1, 1] pod teCnou,
nebo nad te¢nou.

ReSent. Rovnici te¢ny jsme vypocitali v pitkladu 8.5 1) podle vzorce o derivaci
funkce dané implicitné.

Nyni postupujme jako pfi odvozeni tohoto vzorce. Derivujeme-li rovnici x3+
+ 3 — 2xy = 0 podle x a uvéZime-li, Ze y je funkce proménné x, dostdvime
3x% + 3y?y’ — 2y — 2xy’ = 0. Dal§im derivovanim podle x obdrZime 6x +
+6y(y)? 4 3y2y" — 2y =2y —2xy" = 0aodtud

.4y —6x — 6y(y)?
- 3y —2x '
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Dosadime-li do tohoto vztahu za x, y a y’ ( hodnota y’ je uréena pfi vypoctu
te¢ny), dostaneme y” (1) = —16, coZ znamen4, zZe kfivkaleZi v okolibodu (1, 1]
pod te¢nou (nebot’ implicitng urCend funkce je v bod€ x = 1 konkdvni). A

ii) Najd&te lokalni extrémy funkce zadané implicitné rovnosti
Iny/x2 + y? = arctg % . (8.3)

ReSent. Derivovanim rovnosti implicitng zaddvajici y jako funkci proménné x
dostdvame

x+yy 1 yx—y
4y 4 z x2
Odtud
/ / / X + y
xtyy=yx—y =)= -
X =Y
Z podminky y’ = 0 mdme x = -y a dosazenim do (8.3) dostavdme In +/2x? =

= arctg(—1) a odtud x = ﬂ:e—%/ﬁ, y = :;:e—%/\/’Z_. Nyni vypocteme y”
v nalezenych staciondrnich bodech. Derivujeme-li rovnici x + yy’ = y'x — y
,implicitn&* podle x (jind moZnost, vedouci samozifejmé ke stejnému vysledku,
je derivovat podle x zlomek ’;{—i), dostdvame 1+ (¥)2+yy" = y"x +y' —y'.
Odtud

s 1H0)
y' = -
x =Yy
Dosadime-li do této rovnosti, vidime, ze y” (—e—% / ﬁ) <0,y (e_% / ﬁ) >
> 0, tedy v bod€ x = —e_% / v/2 mé implicitn& zadané funkce lokélni maxi-

_I
mumavbodéx =e * / /2 lokdlni minimum. Geometricky se o spravnosti
vypotu miZeme presvédCit naCrtkem kiivky, pfejdeme-li v (8.3) k poldrnim
soufa.dni_cfm X =rcosg, y = rsing, pak pro ;p € (.—%, %) dost.évéme ¢dst
logaritmické spirdly » = e* a pro ¢ € (3, 3) kfivku, kterd je stfedove
symetrickd podle po¢itku s touto spirdlou. A

8.2. Implicitné zadana funkce vice proménnych

V tivahdch providénych na za¢dtku pfedchoziho odstavee se miZeme snadno ,,po-
sunout* o dimenzi vy$e. UvaZujme v prostoru R3 mnozinu M = {[x, y,z] € R?:
F(x,y,z) = 0}, kde F je n&jaka funkce tfi proménnych. Za celkem pfiroze-
nych pfredpokladi na funkci F (napf. diferencovatelnost) je M n&jaka plocha
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v R? a miZeme si kldst otdzku, jakd je rovnice te¢né roviny k plose M v bodé
[X0, Yo, 20] € M, popi. zda v okoli tohoto bodu je plocha pod, nebo nad tcEnou
rovinou. Lze-li z rovnice F(x, y,z) = 0 vypo&itat proménnou z, miZeme pou-
Zit postup ze &tvrté kapitoly. Pokud toto neni mo7né, zcela analogicky jako pro
funkci dvou proménnych miZzeme odvodit podminku, kdy je mnoZina M v okol{
bodu [xo, yo, Yo] totoZnd s grafem n&jaké funkce dvou proménnych z = f(x, y),
tj. v okoli bodu [xy, yo, zo] plati F(x, y, f(x,y)) = 0a f(xo, o) = zo. Pokud
takovd funkce existuje, fekneme, Ze je v okoli bodu [xg, yo, 2o] implicitmé zaddna
rovnici F(x,y,z) =0.

Zcela analogickd je situace, kdy je rovnici F(xg,...,x,,y) = 0 v okoli
bodu [x*, y] = [x},...,x}, y] implicitné urena funkce n proménnych y =
= f(xi,...,x,). Pfistoupime proto k formulaci existenéniho tvrzeni pfimo pro
tento obecny pfipad. Dikaz tvrzeni neuvadime, protoZe je v podstat€ totozny
s pfipadem, kdy x je skaldrni prom&nnd.

Véta 8.8. Necht funkce F: R —» R M = {[x,y] = [x1,...,xs, ¥] € R,
F(x,y) =0}, bod [x*, y*] € M a funkce F je spojitd na mnoZiné R = {[x, y] =
=[x, ..., %, vl i —xl<a.i=1,..., n. |y — y*| < a}. Ddle predpokld-
dejme, Ze F md spojitou parcidini derivaci Fy, v bodé [x*, y*] a %(x*, y*) # 0.
Pak existuje okoli bodu [x*, y*1, v némZ je rovnici F(x, y) = F(x1 ..., Xy, y) =0
implicitné uréena pravé jedna spojitd funkce y = f(x) = f(x1, ..., %)

Md-li navic funkce F v bodé [x*, y*] spojité parcidlni derivace a%F , md
implicitné urcend funkce f v bod& x* = [x{ ..., x}] parcidlni derivace a plati

af . L Ca )
o) = g
ox; L(xt, y*)
Priklad 8.9.
i) Urete rovnici te¢né roviny v bod? [1, 0, 1] k ploge ur&ené rovnicf x> + y* +
+722=3xyz—x—y—2z=0.
Reseni. Uréime parcidlni derivace implicitné zadané funkce z = z(x, y). De-
rivovanim zaddvajici rovnice podle x a podle y (uvdZime pfitom, Ze z je funkci
proménnych x a y) dostdvame

3x2 4+ 3z%z, — 3yz — 3xyzy — 1 — 7, =0,
3y* + 3zzzy —3xz —3xyzy—1—-2,=0,

odtud
3x? —~3yz—1 3y =3xz -1

S ee——— | 7y ———————
z 3xy +1—322 YT 3xy+1-322
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Dosazenim x = 1,y = 0,z = 1 dostdvame z,(1,0) = -1, z,(1,0) = 2,
a tedy te¢nd rovina k dané ploSe v bod€ [1,0, 1] md podle (4.6) rovnici
z~1=—(x~-1)+2y,poupravé x —2y +z—-2=0. A

ii) Rozhodnéte, zda plocha v E? dan4 rovnici x + y? + 2z +z — 4 = 0 leZ{ v okoli
bodu[1, 1, 1] pod tednou rovinou, nebo nad te¢nou rovinou sestrojenou v tomto
bodé.

Refeni. Postupem popsanym ve vété 8.8 uréime parcidlni derivace v bodé
[1, 1] funkce z = z(x, y). Dostdvdme
1 _ 2y
BEE AR T2
6232 240622 _ 62:3,2
T 1+322° 14322

ix =

ey = Lyy = —l—+‘3—22—, Lyy =

tedy vbods [1, 1, 1] plati z, = =1, z, = 3. ze = =3, 20y = —Fo 29y =
= ——%. Te¢nd rovinavbodé|[l, 1, 1) midrovniciz—1 = —i(x —1)— %(y— 1).
Nyni pouZijeme tvrzen{ uvedené v pozndmce 6.10. Plati

D(1, 1) = zee(L, Dayy (LD —22,(L D = (=3) (1) — (&) = & >0

az..(1,1) = —. Proto plocha urcend rovnici x + y* + 2> +z — 4 = 0 lez{
v okoli bodu [1, 1, 1] pod te¢nou rovinou v tomto bodé. A

iii) Ur&ete lokdlnf extrémy funkce z = f(x, y), kterd je ur€ena implicitn€ rovnici
F(x1y71) :x2+y2+zz—xz—\/§yz= 1.

Reseni. Derivovanim zadévajici rovnosti podle x a y dostdvame

2x + 272 — 7 — XZx — ﬁyzx =0,

(8.4)
2y +2zzy — xzy — V2z - «/Qyzy =0,

odtud
z-2x V27 -2y

Z/‘, - =" Ly = —————— .
2z —x — /2y T 2 —x =2y
Staciondrni body uréime z podminky z, = 0 = z,, tj. z = 2x = 2y, tedy

y = +/2x. Dosazenim do zad4vajici rovnice obdrZime dvojici stacionarnich
bodii Py = [1,+/2, 2], P, = [—1, —+/2, =2]. V t&chto bodech je F, # 0, tedy
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v jejich okoli je implicitng uréena jistd funkce z = f(x, y). Derivovanim (8.4)
vypocteme parcidlnf derivace 2. fddu ve staciondrnich bodech

2 2
z = —_—— Z = O, Z - - .
xx 27 —x — /2y o Y 27 —x — 2y
V oboubodech P; ; je D = zyyzyy — z)zcy =1 > 0, tj. v t&chto bodech nastavaji
lok4Ini extrémy, a to maximum v bodé P, (nebot’z,, = —2) a minimum v bodé
Py (Zx.,r =2). A

Podobnym zpiisobem jako v pozndmce 8.6 ii) 1ze dokézat nésledujici tvrzeni.

Véta 8.10. Predpoklddejme, Ze funkce F: R" — R md spojité parcidlni derivace v bodé
x* =[x{,...,x;] € R" a alespori jedna z téchto parcidlnich derivaci je nenulovd. Pak
lze k (n — 1)-rozmémné plose uréené rovnici F (x) = F(x1, ..., xn) = 0v bodé x* sestrojit
te¢nou nadrovinu a tato nadrovina md rovnici

n

aF ) ,
> (i —x7) =0. (8.5)
P ax;

Ve vektorovém zépisu je uvedeny vztah

(F'(x*),x —x*) =0,

BE Gy, BE

N . m(x*)) je nor-

(., .) zna¥f skaldrni sougin v R), tedy vektor F/(x*) = (
mdlovym vektorem v hod& x* k plode F(x) = 0.

Priklad 8.11. Urete rovnici te¢né nadroviny v bodé [1,1,..., 11 k (n — 1)-rozmérné
plose dané rovnici x| + x5 + -+ x —n =0.

n
Reseni. Plati 5% (Z x,’c‘) = kx,]:"l. Qdtud dosazenim do (8.5) dostdvdme rovnici te¢né
k=1

nadroviny
" nin+1)
o Zk(xk - D=0, 4§ x14+2x+--+nx, = —
k=1
Pozndmka 8.12. Derivace vy§sich ¥ada funkce y = f(x1,..., xp) zadané implicitné
rovnici F(xq, ..., x,, y) = 0 vypolteme tiplné stejné jako pro dvé proménné. Napfiklad
parcidlni derivaci % f(x) vypolteme tak, Ze rovnici F(xy, ..., x,, ¥} = 0 derivujeme

nejprve podle x; a pak podle x; (pfitom vZdy bereme v tdvahu, Ze y je funkci vektorové
proménné x = [xi,...,xs]).
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8.3. Implicitné zadané zobrazeni mezi prostory vysSich di-
menzi

V tomto odstavci se zabyvdme nejobecnéjsim piipadem. Necht'je dano m funkci F;, n4+m

prom&nnychx = [x1,...,Xal, ¥ = [y1,..., yml,i = 1,..., m auvaZujme syst€ém rovnic

Fl(xl)---,xn1yl7:--,ym)=0,

: (8.6)

Fnlx1,.... Xns Ve oo o ym) =0,
Na m-tici funkei Fy, ..., Fpy se miZeme divat jako na zobrazeni z R**"™ — R™, které
oznaéime F. Pak Fi,..., Fy jsou slozky tohoto zobrazeni, tj. # = [Fi,..., Fnl

Podobng jako v pfedchozich dvou odstaveich ozna¢me M = {[x, y] € R Z(x,y) =
= 0} a necht' [x*, ¥*] € M. JestliZe existuje okolf bodu [x*, y*] € R*™™ &(|x™, y*]) =
= &(x*) x O(y*) a zobrazeni 4: R™ — R" takové, Ze pro kaZd¢ [x, y] € &([x*, y*])
je mno¥ina boddl [x, y] € M totoZnd s mnoZinou bodi [x, 4(x)], x € €(x*). fekneme,
e zobrazeni 9 je v okoli bodu [x*, y*] implicitné ur¢eno rovnici # (x, y) = 0.

Hleddme podminky pro existenci implicitn& zadaného zobrazeni. Jingmi slovy, chce-
me v okoli bodu [x*, ¥*] ze systému rovnic (8.6) jednoznaln& urcit proménné yy, ..., ym
v zdvislostina x1, . . . , x5, neboli hleddme podminky, za kterych systém rovnic (8.6) urluje
v okolf bodu [x*, y*] € M né&jaké spojité zobrazeni ¥: R™ — R". Sou¢asné odvodime
vzorec pro Jacobiho matici tohoto implicitné uréeného zobrazeni.

Ctendfi doporuCujeme pfi ¢teni vysledkil tohoto odstavce dosadit m = n = |
(tj. v8echny matice a vektory se redukuji na skaldrni hodnoty) a porovnat je s tvrzenimi
z odstavee 8 1. Takto zjistime, Je kdy? ,,zapomeneme, Ze x, y jsou vektorové proménné,
je tvrzeni véty 8.13 stejné jako ve vélich 8.2, 8.4.

Véta 8.13. Necht F = [F, ..., Fi] je spojité zobrazeni na mnoZiné
R={lx,y)e R™ :[x,y] € O, (x*) x O (y"))}.

necht matice

wFEY) o R y)
yy(X,)’)z

i) 3 L .

mFm(x.y) mf‘m(xy)’)

je reguldrni v bodé [x*, y*1 a jeji prvky jsou spojité v tomto bodé. Pak existuje okoli
O(x*, y*]) = Ox*) x Oy") bodu [x*, y*] takové, Je rovnici F(x, y) = 0 je v tomio
okoli bodu [x*, y*] implicitné uréeno jediné spojité zobrazeni 4 6(x*) — G(y*), 1j.
prox € O(x*) je F(x,9%(x))=0.
Jsou-li navic v bodé [x*, y*] spojité prvky matice
= Fiy) o e Fi(x,y)
Fr(x,y) = : ,
e Fa(x,y) o e Falx,y)
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pak jsou prvky Jacobiho matice implicimé urceného zobrazeni 9 spojité v x* a plati
- * w11 * *
g’(x)=—[yv(x ’)’)] Fr(X*, y).

Ditkaz. Oznadime-li d = det #y,(x*, y*) a budeme-li s maticemi %y, %y manipulovat
v podstaté stejné jako v dilkazu vét 8.2, 8.4, zjistime, Ze dikaz t€chto vét .projde™
i v maticovém ptfpadg. Se viemi technickymi podrobnostmi je tato my3lenka realizovdna
ve skriptu [N]. O

Nyni se budeme zabyvat definici te¢ného a normalového prostoru k podmnoZi-
nam v R" definovanych jako mnoZina fcienf jistého systému rovnic. Podrobné, necht’
Z:R" > R" m <n, f:R" > R i=1..., m jsou slozky tohoto zobrazeni
aoznalme M = F~'(0) = {x = [x1,...,x,] € R" : F(x) = 0}, §j. M jc mnoZina
fefen{ systému rovnic

Silxt, oo, %) =0,

fn(xLy .o xn) = 0.

Tako model uvaZujme dvojici rovnic 24y 4+2—1=0,x+y+z=0.Zge
ometrického vyznamu je ziejmé, Ze mnoZinou M v R3 uréenou touto dvojici rovnic je
kruZnice, kterd je prisecikem sféry x2 + y2 + 2% = 1 srovinou x + y +z = 0. Je-li
[x*, y*,z"] € M, pak je pfirozené nazvat smérovy vektor teny ke kruZnici v bod¢
[x*, y*, 2*] tecnym prostorem k M v bod& [x*, y*, z*] a ortogonilni dopInék k tomuto
jednorozmérnému podprostoru normdglovym prostorem. Je ztejmé, Ze normdalovy prostor
k M v [x*, ¥*, z*] je linedrn{ podprostor v R3, ktery je generovin normilovymi vektory
ke kulové ploge a k roviné. Z tohoto pohledu je pfirozend ndsledujici definice.

Definice 8.14. Necht & = [fi, .., fm]: R* > R". m < n. M C R” jsou
stejné jako vyse a x* = [x],...,x;] € M. Dile piedpokladejme, Ze funkce fj,
i =1,...,m, maji na M spojité parcidln{ derivace a Jacobiho matice F'(x*) zob-
razeni % v bod& x* ma hodnost m. Prostor A3(x*) = Lin{f{(x*),..., f,(x)}

flx"y = (%(x*), . g{—;(x*)), nazyvéme normdlovy prostor k M v bodé x* a jcho

ortogondlni doplngk Jy (x*) =[A" (x*))* se nazyvé tecny prostor k M v bodé x*.

Poznamka 8.15.

i) V literatufe vénované diferencidlni gcometrii a globélni analyze (viz napf. [S]) byvad
teény prostor k padmnoZindm v R”" definovan ponékud odli$n€, pro mnoZiny zadané
systémem rovnic pfi splnéni pfedpokladii z pfedchozi definice je viak tento objekt
totony s nami definovanym tecnym prostorem. Podrobnéji o této problematice pojed-
nava skriptum [IN] a monografie [S].

ii) P¥edpoklad na hodnost matice %' (x*) v definici 8.14 nelze vypustit. Uvazujme v R2
mnozinu M = {[x, y]: f(x,y) = x2— y2 =0, y = 0}. Pak cvidentn& M je tvofena
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dvojici polopfimek y £ x = 0 a v po¢itku (kde f+(0,0) = 0 = f,(0, 0)) te¢nu nelze
sestrojit, nebot’ kiivka zde ma ,,hrot*.

Priklad 8.16.

1) UrCete parametrickou rovnici te¢ny v bod€ [xg, yo, zo], Zo > 0 k prostorové Kivce,
kterd je prisedikem kulové plochy x>+ y2+z2 = 45 valcovou plochou x2+4y2 —2x = 0
(tzv. Vivianiho k¥ivka').

Refeni. Normalové vektory k jednotlivym plochdm v bod& [xg, yo, zo] jsou ny =
= (2x0, 2y0, 220) pro kouli a ny = (2xg — 2, 2y, 0) pro vdlec. Normdlovy prostor ke
kiivce je generovén témito dvéma vektory (vS§imnéte si, Ze v bod& [2,0,0] jsou linedrng
z4vislé — nacrtnéte si obrdzek). Jejich vektorovy soucin u = 4(—vypzg, zo0(xo — 1), va)
je smérovym vektorem teény, kterd md tedy rovnici ¢: [x,y,z] = [xo0, yo, zo] +
+ a(—yoz0, 20(x0 — 1), yo), ¢ € R. A

ii) Urlete Jacobiho matici zobrazeni F: R? — R2, u = u(x, y), v = uv(x,y), které je
v okoli bodu [x*, y*, u™, v*] = [1, 0, 1, 0] ur€eno implicitné dvojici rovnic

Ny +ut 40’ —2=0, .7
xu—yv+e’—2=0. '

Reseni. Oznatme M mnozinu bodt v R, kieré vyhovuji zaddvajici dvojici rovnic.
Piimym dosazenim snadno ovéiime, Ze vskutku [x*, y*, u*, v*] € M a derivovdnim
systému rovnic podle x (s tim, Ze u, v jsou funkce promé&nnych x, y) dostdvime

(po jednoduché dprave)

Uy + VU, = —X,
(& +ve"uy + (—y +ue"")vx

—u,

odtud pomoci Cramerova pravidla (toto je pro linedrni 2 x 2 systémy vét$inou nej-
rychlejsi metoda feSeni)

—x v u —x

—u  —y+ ue? x 4 vetV  —u
Uy = , Uy =

u U u v

x4 ve"  —y+4uet x +vet’ —y+ ue"?

Analogicky parcidlnim derivovinim systému (8.7) podle y obdriime systém dvou
linedrnich rovnic pro nezndmé u,, vy, jehoZ feSenim je (opét podle Cramerova pravidla)

-y v u —y
v —y+ue x+ve®

w, = y Vy =
Y u v Y u v

x +ve’ —y+ ue*? x +ve*Y —y4 ue*

vincenzo Viviani (1622-1703), italsky matematik, Zdk G. Galileiho.

— |
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Dosazenim bodu [x*, y*, u*, v*] do téchto vyjadieni vidime, Ze systém (8.7) definuje
implicitné v okoli bodu [x*, y*, u*, v*] opravdu zobrazeni¥ : [x, y] — [u, v] (nebot’
jmenovatel viech zlomki je nenulovy) a plati u, = —1, v, =0, u, =0, vy, =0, tedy
det¥’(x*, y*) = 0. A

Cviceni @

8.1. a) Najdéte body kfivky x* + 2xy — y* — 8 = 0, v nichZ nejsou splnény
predpoklady véty 8.2 o existenci implicitni funkce y = f(x).
b) Najdéte body parabolické valcové plochy z2 — 2px = 0, kde p > 0,
v nichZ nejsou splnény pfedpoklady véty 8.8 o existenci implicitnif funkce
2= f(x,y).
¢) Ve kterych bodech jednodilngho hyperboloidu % + % — & = 1 nejsou
splnény predpoklady véty 8.8 o existenci implicitni funkce z = f(x, y)?

8.2. Vypoctéte v’ funkce y = f(x) zadanou implicitné rovnici:
a) x —y* =lny, b) x¥ = y* kdex >0,y > 0.

8.3. Urcete rovnici teény ke kuZeloseCce:
a) 3x2 4+ Txy + 5y* + 4x 4+ 5y 4+ 1 = 0 prochdzejici po&dtkem,

b) 7x% — 2y? = 14 kolmou k pfimce p: 2x +4y — 3 = 0.

8.4. Na clipsc o rovnici x% + 3y> — 2x + 6y — 8 = 0 najdéte body, v nichZ je
normala rovnobéznd s osou y.

8.5. Vypoltéte y” funkce y = f(x) zadané implicitné rovnici y — csiny = x,
ce (0, 1).

8.6. a) Urdete rovnici tecné roviny a normdly k plose % — 3y + 22> = 0 v bod&
4
T=[273-1]
b) K elipsoidu x2 4 2y* 4 3z% = 21 vedte te¢né roviny rovnob&Zné s rovinou
o x+4y+6z2=0.
¢) K elipsoidu o rovnici x? + 2y? + z* = 1 vedte te¢né roviny rovnoh&’né
srovinou f: x —y+2z=0.

8.7. Urcete parcialni derivace 1. a 2. fadu funkce z = z(x, y) dané implicitné
rovnicf:

—(x+y+z) 3 ) <
A x+ytz=¢e , b) z=x*— y g ——.
/x2_y2
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8.8. Najdéte staciondrni body funkce y = y(x) dané implicitn€ rovnici 3x% +
+2xy—y* =3y +x— % = 0 a zjistéte, zda jsou v téchto bodech lokdlni
extrémy.

8.9. Najd&te staciondmi body funkce z = f(x,y) a zjistéte, zda jsou v téchto
bodech lokdlni extrémy:

a) x* 4+ y* 4+ 22 =20 +2y -4z - 10 =0,
b) 2x2 +2y° +22+8xz—2z+8=0.

*

Nic na svété nemiize nahradit vytrvalost. Nenahradf ji ani talent; nic

neni béznéjsi nei neuspésny clovek s talentem. Ani genialita; nedocenény

génius je 1émér¥ prisloveCny Pouze vytrvalost a odhodldni jsou viemocné.
(C. Coolidge)

*
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Kapitola 9

Vazané extrémy

V tvodu kapitoly 6 jsme zddraznili, Ze vySetfovin{ extrémii funkci je jednou z nejdii-
leit&jsich &4sti diferencidlniho po&tu. V pfedchozich dvou kapitoldch jsme si pfipravili
aparat k tomu, abychom mohli vySetfovat tzv. vizané extrémy. Je to vlasme v jistém
smyslu specidln{ pfipad lokdlnich extrémi, aviak metody uvedené v kapitole 6 zde nejsou
vhodné. V prvnim odstavci vysvétlime tzv. metodu Lagrangeovych multiplikdtord, kde
extrémy pdvodni funkce vySetfujeme pomoci pfifazené, tzv. Lagrangeovy funkce. Ve
druhém odstavei studujeme vdzané extrémy pomoci nerovnosti mezi priimeéry Cisel.

9.1. Metoda Lagrangeovych multiplikatoru

Zacnéme nasledujici dlohou.

Ur&ete absolutni minimum a maximum funkcc u = f(x, y, z) na mnoZiné M : xZ 4+
+y2 472 <1, x,y,z > 0 (konkrétn{ tvar funkce f neni v tuto chvili podstatny).

Vysettujeme-li pfi FeSenf dlohy funkci f na Cdsti hranice tvorené kulovou plochou,
vyjadifme z = /1 — x2 — y2 a funkei f(x,y, /1 — x2 — y?) vySetfujeme na mnoZiné
M:x?>+y* <1, x,y 2 0. tj. najdeme stacionarni body uvnitf M a vySetiime funkci na
hranici mnoZiny M. Provést toto na &asti hranice tvofené &tvrtkruZnici znamend vyjadfit
y = +/1 — x2 a dosadit do f, tj. vySetfovat funkci f(x, +/1 —x2,0) prox € [0, 1.

Timto postupem pfevedeme pivodn{ problém vySetieni funkce na hranici na studium
extrémi funkce jedné proménné. Je zfejmé, e tato metoda je nepraktickd zejména pfi
V&t$im poctu proménnych. V tomto odstavei si popiSeme tzv. metodu Lagrangeovych
multiplikdtord, kterd fefeni dlohy podstatné usnadni.

Definice 9.1. Necht’ f je funkce n proménnych, M C D(f), x* = [x]. ..., xrleM.
Existuje-li okoli &(x*) bodu x* takové, Ze pro viechna x € M N &(x*) plati
fx) 2 f(x®), (f(x) £ f(x*)), fikdme, Ze funkce f mi v bodé A lokdlni mini-
mum (maximum) vzhledem k mnoZiné M. Jsou-li nerovnosti pro x # x* ostré, mluvime
o ostrych lokdlnich extrémech vzhledem k M.
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V této kapitole se zabyvame pifpadem, kdy mnoZina M je zaddna systémem rovnosti

g1(xy, .., xp) =0

ga(x1,....x,) =0
9.1)

gm(x1, ..., Xn) =0,

kde 1 £ m < n. V tomto piipadg se asto misto termin lokdlni extrém vzhledem k M
pou¥iva terminu lokdlni extrém vdzany podminkami (9.1) nebo prosté vdzany lokdlni
extrém.

Nejprve zformulujme nutnou podminku pro existenci vdzaného extrému.

Véta 9.2. Necht funkce n proménnych f, g1, ..., gm, 1 £ m < n, maji spojité parcidlni
derivace 1. Fddu v oteviené mno%iné U C R"™ a nechf v kaidém bodé mnoZiny U md
marice

9g1 dg1
8x1 e dxn
.............. (9.2)
0gm dgm
ax1 ax,
hodnost m. Bud' M mnoZina vsech bodii [x1, . . ., xn), které vyhovuji rovnictm (9.1). Md-li
funkce f vbodéa = a1, ..., anl € M lokdlni extrém vzhledem k M, existuji redlnd Cisla
Ay ..., A tak, Ze jsou splnény rovnosti
af o, 08k
—(a) — M—A(a)=0, j=1,...,n 9.3
7 @ ; £, @ j n (9.3)

Poznamka 9.3.

i) Dfive neZ pfistoupime k dilkazu tvrzenf, objasnéme si vyznam rovnosti (9.3). Zprvu
uvaZujme nejjednodussi pfipad n = 2, m = 1. Pak M je kiivka v R? zadan4 rovnic{
g(x,y) = O (piSeme x, y, [x*, y*] a g misto x, x2, @ a g1). Rovnost (9.3) miZeme
psét ve tvaru rovnosti dvou dvojrozmérnych vektord

(fex*, v, f(x™, ¥9) = Mgx(x™, ¥*), gy (8™, 7).

Kdy?# si uvédomime, Ze vektor (gx (x*, ¥%), gy(x*, y*)) je normédlovym vektorem ke
kfivce g(x,y) = 0 v bodé [x*, y*| a vektor (fx(x*, v, fylx™, y*)) je normdlo-
v§m vektorem k vrstevnici funkce f na drovni ¢ = f(x*, y*), vztah (9.3) fika, Ze
vektory (fx (x*, ¥*), fy(x*, y%)) a (g (x*, ¥*). gy (x™, y*)) jsou linedrné zavislé. Ji-
nymi slovy, kiivky g(x, y) = 0a f(x,y) = f(x*, y*) maji spolccnou te¢nu v bode
[x*, y*]. Tato skutenost je v plném souladu s tivahami, které jsme pouZili pfi feSeni
piikladid 6.19.

ii) V obecném pfipadé necht f’, g; jsou vektory parcidlnich derivaci funkei f, g, k =
=1, ..., m,anecht M jc mnoZina uréend systémem (9.1). Pak v souladu s terminologif
7 kapitoly o implicitnich funkcich vztah (9.3) ¥ika, Ze f(a) € Mu(a), kde Ay (a)je
normalovy prostor k M v bodg a.
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iii) Funkce
m

Lo =LOxt, o X, by A = O, X0) = D dagi(xt -, Xn)
k=1

se nazyvd Lagrangeova funkce a konstanty A, Lagrangeovy multiplikdtory. Princip
metody Lagrangeovych multiplikdtort spoéivé v tom, Ze do Lagrangeovy funkce jsou
,».zabudoviny* vazebné podminky a misto vySetfovdni funkce f na M vySetfujeme
Lagrangeovu funkci L bez omezujicich podminek. Metodu multiplikdtord Ize pouZit
i v pfipadé, kdy mnoZina M je zaddna nikoliv jen systémem rovnosti, ale i systémem
nerovnosti.

Dikaz véty 9.2. Pfedpoklddejme nejprve, Ze funkce gx jsou afinni, tj.

ge(x) = (ug, x) + B,

kdeuy € R", By € R,k = 1, ..., m. Pfedpoklddejme, Ze neexistuje m-tice multiplikitord,
pro néZ plati (9.3). pak f'(a) ¢ Lin{g|(a). ..., g, {a@)}. To znamend, Ze existuje h € R",
h € Lin{g|(a), ..., gy (@)} (* zna&i ortogondlni doplngk) takové, Ze (f(a), h) # O.
Poloime y = a + «ah.

Vzhledem k tomu, Ze funkce g jsou afinni a # € Lin{g](a),. ..,g;n(a)}l =
= Lin{u1,..., u,,,}J‘,je

gk(y) = (up,a +ah) + B = grla) + afug, h) =0,

tedy y € M. Z diferencovatelnosti funkce f dostdvdme

’ ’ T((Xh)
f) = fl@)+a(f(a),h) +t(ah) = f(a) +« [(f @,h)+— :| ,

kde lim 222 Odtud

a0

M ={f'(a), h)+ r(ah).
« a

Je-li nynf napt. (f’(a),h) > O, limitnim pfechodem pro & — 0 vidime, Ze pro |u|
dostate¢n& mald je f(y) > f(a) proa > 0a f(y) < f(a) pro o < 0. To je ve sporu
s tim, Ze f md v bod¢€ a lokdlni extrém vzhledem k M.

Nyni vySetfeme obecny piipad, kdy funkce gy nejsou afinni. Pak bod y sestrojeny
v predchozi ¢asti dikazu jiZ nemusi byt prvkem mnoZiny M, proto misto tohoto bodu
mus{me uvaZovat jiny bod. Geometricky je jeho nalezeni naznaeno na nésledujicim ob-
razku. Oznaéme vy, . .., Un—m bézi prostoru Lin{g} (a). ..., 8 (a)}+ a uvazujme systém
rovnic

grlat+ah+r)=0, k=1,...,m,

9.4
(g, #) =0, k=1,...,n—m, ©4)
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kde r € R". Pak jsou vzhledem k nezdvislosti vek-
tord g;(a) a vybéru vektori v splnény pfedpoklady
véty 8.8 a systém rovnic 9.4 uréuje implicitn€ v okolf
bodu [&, 7] = [0, 0] € RxR" funkcir = r(a): R — R".

Podle véty 8.8 pro jeji derivact podle o dostivame
r'(@)|la=0 = 0, coZ podle I'Hospitalova pravidla zna-
mend, Ze

. r{a)
lim =
o—0 o

0. (9.5)
Nynf polofme y = a + ah + r(«). Podobné jako v prvni ¢4sti ditkazu plati

) = fla) + (f'(a), ah + r(@) + t(ah) =
r(o) r(ah)}

= fla)+a [(f’(a), hy + (f"(a), -t

a stejnou Gvahou jako vySe v libovolném okoli bodu a najdeme y, ¥ € M takovd,

7c
F(y) < fla)i f(y) > f(a) —spor. O

Definice 9.4. Necht mnozina M € R” je ddna systémem rovnic (9.1). Rekneme, Ze bod
a € M je staciondrni bod funkce f na M, jestliZe existuji Lagrangeovy multiplikdtory
Ao, Am takové, Ze plati (9.3).

V&ta 9.2 ¥ik4, %e v pfipadé diferencovatelnych funkei f a gi lokalni extrém vzhledem
k mnoZiné M mize nastat pouze ve stacionarnim bodé. O tom, zda ve stacionarnim bodé
nastdvd, ncbo nenastavd, lokdlni extrém rozhodneme pomoci vlastnosti matice drultych
derivaci Lagrangeovy funkce L”(x, X).

Véta9.5. Nechtfunkce fagi, k = 1, ..., m, maji spojité parcidlni derivace druhého fddu
vbodé a, ktery je staciondrnim bodem f na M, a Ay, ..., Ay jsou pFislusné Lagrangeovy
multiplikdtory, tj. L'(a, L) = 0. Ddle nechf matice (9.2) md pro x = a hodnost m. JestliZe
pro kazdé 0 # h € Lin{g}(a), ..., g, (@)} platt

(L"(@)h, k) > 0 (< 0), 9.6)

md funkce f v bodé a ostré lokdlni minimum (maximum) vzhledem k M. JestliZe existuji
h,h € Lin{g{(a), ..., gﬁ,,(a’)}“L takovd, Ze

(L"(a)h. ) >0, (L"(a)h.h) <0, 9.7)
v bodé a lokdlIni extrém vzhledem k M nenastdvd.
Diikaz. Predevsim si viimnéme, Ze prox € M je f(x) = L(x), |j. x* € M je lokdlnim

extrémem f vzhledem k M, pravé kdyz je lokdlnim extrémem Lagrangeovy funkce L.
Podobné jako v dikazu véty 9.2 mizeme body y € M vyjadritvetvaruy = a+ah+r(a),
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kde h € Lin{g|(a), ..., g, (@)} ar: R — R" spliiuje (9.5). Pomocf Taylorova vzorce
dostdvdme

1
FO) = L) =L@+ (L'(a), ah +r(@) + E(L"(fl)(ah + (@), (@h +r(@) =

2
= f@+ °‘—<L”(a)(h + @) h+ @> (9.8)
2 o o

kde a leZi na dselce spojujici @ a y (vyuzili jsme faktu, Ze a je stacionarni bod, tj.
L'(a) = 0).

Predpoklddejme, 7e plati (9.6), pak vzhledem ke spojitosti druhych derivaci funkce L
stejné nerovnosti platf i pro @ misto a, je-1i |«| dostatené malé Limitnim pfechodem pro
a — 0v (9.8) dostdvame pro |ov| dostatedné malé,

sgn(f(y) — f(@)] = sgn{L"(a)h, h),

tedy v bodé& a nastivé lokélni extrém f vzhledemk M, a to minimum, je-li (L"(a)h, h) >
> 0, a maximum, plati-li opacnd nerovnost.

Nyni pfedpoklddejme, Ze existuji hoh e Lin{g| (@), ..., &n (@)} takovi, Ze plati
(9.7). Polotme y; = a + ah + r(@), y2 = a + ah + r(a). Stejnym zplisobem jako
v pfedchozf &dsti dikazu lze ukdzat, Ze pro |u| dostatecn€ mald plati f(y1) > f(a)
a f(y2) < f(a),tj. v bod& a lokdlni extrém f vzhledem k M nenastivi. O

Nyni si tvrzeni poslednich dvou vét shriime do praktického ndvodu hleddn{ vdzanych
extrémi funkcf sc spojitymi druhymi derivacemi.

m
1. Vytvofime Lagrangeovu funkci L(x, X) = f(x) — > Aege(x).
k=l

2. Uréime staciondrni body f vzhledem k M, (j. uréime x1,...,x; @ A, ..., Ay jako
feSeni systému n + m rovnic

d
—L(x,x)=0,i=1,...,n, gix)=0j=1...,m
ax,
Necht'a € M je takto vypolteny staciondrni bod f vzhledemk M a Ay, ..., Ap jsou

pfislugejici multiplikitory.

3. Ze systému m linedrnich rovnic

a a
B @+ + L @hy =0,
0x1 0xn
i) d
B Yy bt S @y =0
0x1 0x,
pro prom&nné hy, . . ., hy vypotteme m proménnych v zdvislosti na n — m zbyvajicich.

Takto vypodtené vektory h € R” jsou prvky te¢ného prostoru k M v bod€ a, Im(a) =
= Lin{g|(a), ..., &n (@)}*. Tento vypodet je moZny, nebot podle pfedpokladu mé
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matice (9.2) hodnost m. Pro uritost pfedpoklddejme, Ze jsme vypoletli hy, ..., hnm
v zavislosti na Apy41, ..., Ay,

4. Ur¢ime druhy diferencidl Lagrangeovy funkce vzhledem k prom€nnym x ve stacionar-
nim bodé a

n 2
8L
2 _ § : , o "
d L(a, )») = = m(d)h,hl = (L (a)h, ]‘L),
za Ag, ..., Ay dosadime pfisluSejici multiplikdtory a za hy, .. ., h,, vyjadfeni z pfed-

choziho bodu.

5. VySetifme definitnost vzniklé kvadratické formy n — m proménnych (je (o viasing
restrikce kvadratické formy d2L(a, X) na teény prostor Zs(a)). Je-li tato forma pozi-
tivné (negativné) definitni, nastdva v bodé a ostré lokdlni minimum (maximum), a je-li
indefinitn{, v bodé a vdzany extrém nenastdvd.

Piiklad 9.6. , R )
i) Najdéte Jokdlni extrémy funkce u = Z—f + '—Z—; + ij-, a > b > c,namnoZin& M : x> +
+ ¥+ =1

Reseni. Nejprve sestavime Lagrangeovu funkei dlohy a uréime staciondrn{ body.

[

X y2
L(x,y,2,4) = 3

2

< 2,22
—+ 5+ 5= ATy 7).
Stat 3 ( y )
Derivovanim a priddnim vazebné podminky dostdvame

__2x

1
Lx——2—2)kx=0 = x(—z—k):o,
a a
2y 1
Ly==-2,y=0 — — A} =0,
y b2 y = .V<b )

2 1
LZ=—C%—2Az=o = z(;—/\)_o,

2yl =1

Z prvnich tf{ rovnic plyne, Ze vidy dv& ze soufadnic x, y, z musi byt nulové (ne-
bot’ pouze jeden z vyrazii v zdvorkdch mize vzdy byt nulovy). Dostidvame Sestici
staciondrnich bodd a pfisludcjicich multiplikdtord Pj; = [£1,0,0],A12 = ;2,
P34 =1[0,£1,0}, A3 4 = 1,17 P55 =10,0,%1], A5 = C% Uréime druhy diferencial
funkce L (pouZijeme obvykly zdpis s dx, dy, dz misto hy, h2, h3)

d’L(x,y,z,A) = 2(i - A) dx)? + z(i - A) (dy)* + 2(}2 — A) dz)’

a? b2

a diferencovdnim vazebné podminky dostdvdme 2x dx + 2y dy + 2zdz = 0. Odsud
plyne, ze v bodech Py 2jedx = 0, vbodech P3 gjedy = 0av Ps gjedz = 0. VyuZitim
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této skutecnosti vysetieme definitnost formy d>L na teéném prostoru v bodech Pj_g
ke kouli x2 + y2 4 2 = 1.

1 1 1 1
Pia: d*L = 2(; - ;1—5)(d.v)2 +2(C—2 - a—i)(dz)z,

Pyg4: d’L = 2(i - i)(dx)2 +2(cl2 - -lm)(dz)"-,

a? b2
11 11
Psg: d’L = 2(;5 - ﬁ)(dx)z + 2(57 - h—z)(dz)z.

ProtoZe u > b > ¢, je kvadratickd forma v bodech Pj 3 pozitivn€ definitni, v bodech
Ps ¢ negativné definitnf a v bodech P34 indefinitni. To znamen4, Ze v P ; je ostré
lokdlni minimum (rovno aiz), v Ps ¢ je ostré lokdlni maximum (rovno Ciz) a v bodech

P3 4 extrém nenastavi. A
ii) Odvodte vzorec pro vzdilenostbodux* = [xf, ..., x;]odroviny ajxi +- - - +apxp =

= b v prostoru "

Refeni. Oznatme a = [ay, ..., ay], x = [x1, ..., xp]. Pak miZeme dlohu zapsat ve

vektorovém tvaru

V{x—x*x—x*)—>min, {a,x)=>.
Je-1i ¥ bodem minima této tlohy, je také bodem minima dlohy
5(x—-x*,x—x*)—>min, {a.x)=>b

(tato ivaha ndm usnadnf{ derivovini). Lagrangeova funkce této lohy je
L(x.3) = l()c x5 x—=x"=A{a.x)—b) = -1- zn:(xk —x})? —A(Xn:akxk —b)
, z , o -2 k=1 ¢ k=1 '

Derivovanim dostdvidme (pouZivdme pro stru¢nost vektorovy zapis)
Ly=x—x"—2a=0, {a,x)=>b.
Z prvni rovnice x = x* + Aa a dosazenim do druhé rovnice (a, x* + Aa) = b, odtud

(b= (a.x")
R

ﬁ x_x*— w.
llal|?

)

tedy

(x —x*, x —x*) = ]b_(a!X*)l — |bfalxik*"‘*anx;|
| lal] Y

coZ je vzorec dobfe zndmy z linedrn{ algebry. A
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o
[S IS

ii1) Ur&ete obsah elipsy, kterd vznikne pfi fezu elipsoidu ;‘—z + 1{; + % = 1 rovinou
Ax + By + Cz = 0 (obsah elipsy je P = mpq, kde p, ¢ jsou délky poloos clipsy).

Reseni. K urleni obsahu elipsy potfebujeme ur¢it délky jejich poloos. To jsou vzda-
lenosti bodi leZicfch zdroveii na elipsoidu i v fezné roving, které maji nejmensf, resp.
nejvétsi vadalenost od podatku. Vzdalenost bodu [x, y, z] od pocitku je déna vztahem
Vx2 4+ y? + 72. Misto této funkce budeme hledat extrémy funkce u = x2+y*+ 2%
kterd se sndze derivuje, a vypodteny vysledek odmocnime. Regime tedy vilohu

, X2yt g2
u:x2+y2+z2 — max(min), S+ +3= 1, Ax+By+Cy=0.
a* b 2
Lagrangeova funkce Glohy je
P R
L(x,y,2, %, 1t) =x2+y2+zz—)»(—§+——~+—— - 1) — u(Ax + By +Cy).
a2 b 2

Jejim derivovanim a pfipojenim vazebnych podminek dostdvdme systém rovnic

2 2 20z
- X _pA=0, 2y- 3 - uB=0. 2 - 25 _uc =0,
a? b2 c?
2 2 2
x? ¥y oz
¥+ﬁ+c_2:1’ Ax+ By+Cz=0.

Vynasobime-li prvni rovnici x, druhou y, tretl z a sefteme je, pak vyuZitiin vazebnych

podminek dostdvdme rovnost x4y 4z 22 = A, tedy tmax = Amax & Umin = Amin-
Vyjdiime-li z prvnich ti rovnic x, y, z a dosadime do rovnice roviny, obdrZzime
rovnici

A2 B2 CZ

g 2(1+ﬁ)+2(1+—%)+2(1+%) =0

ProtoZe w # 0 (jinak x = y = z = 0 a tento bod neleZ{ na elipsoidu), z této rovnice
vyndsobenim jmenovateli zlomkd dostavame

(B (-2 3) (-2 - ) (-3)-

Tuto rovnici miZeme prepsat do tvaru kvadratické rovnice A2+ KA+ Ko, kde

a?b AT+ B2+ CH

Ky = .
2T TA242 1 B2p2 4 C2c2

Koeficient K. muZeme také vyjadfit explicitng, jeho hodnota viak neni podstatnd,
nebot’ rovnici nemusime fesit. Nepotfebujeme totiZ zndl kofeny rovnice Aj 2, nybrz
pouzc jejich soudin Aj Az — ve skute&nosti nepotfebujeme znét détky poloos, staci nim
znét jejich soucin. Tento soucin je roven absolutnimu ¢lenu Kz v kvadratické rovnici.
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ProtoZe jsme hledali extrémy funkce x2 + y2 + z° misto funkce +/x2 + y2 + 22, je
hledané plocha elipsy

A2q2 + B2b? 4 C2c2 A

A%+ B2 +C?
S =mnyA A =y Ky = :rtabc\/ +

9.2. Vazané extrémy a nerovnosti

V tomto odstavci si ukdZeme, jak lze v nékterych specidlnich (ale pomérné Casto se
vyskytujicich) pfipadech hledat vdzané extrémy, aniZ by bylo nutné pouZit apardt Lagran-
geovychmultiplikdtord. I kdyZ je tento postup ponékud vzdaleny od metod diferencidlniho
poctu, uvadime jej zde pro jeho vybornou praktickou pouZitelnost. Ctendii doporucujeme
viechny tlohy tohoto odstavee vyfesit pro srovnini také metodou Lagrangeovych mul-
tiplikdtora.

Nejprve pripometime pojem kvadratického, aritmetického, geomctrického a harmo-
nického priimé&ru n-tice isel. Necht'xy, ..., Xn jsou kladnd redlnd &isla, oznaéme

Dy(x1,x2,...

3

2 2 2
xf+x3+---+x
»xn)=\/l 2 !
n.
Xp+xa+--+xpn
n ’

DXy, X2, 00y xn) = Yx1x2 . X,

n
1 1 1°
mtn ooty

Hn(X1,%2, ..., Xp) =

%l(xly-x?a”'vxn) =

Véta 9.7. Nechr x =[x\, ..., X,] je n-tice kladnych Cisel. Plati nerovnosti
Dp(x) 2 n(x) 2 Gu(x) 2 H(x),
pFidemz rovnosti nastdvaji, pravé kdy? x| = x3 = - -+ = x.
Diikaz. Viz skriptum [H-K-S]. O
Kromé nerovnosti mezi priiméry je iinnym ndstrojem i tzv. Cauchyova nerovnost.

Véta 9.8. Pro libovolné dvé n-tice redinych &isel x = (x1,...,%n),y = (V1,-.., Yn)
plati

1 1
n n 3 n 2
2 2
ML (z) (z yk) ,
k=1 k=1 k=1

pFidemZ rovnost nastane, pravé kdyZ existuje redlné t takové, Ze y, = txy, k=1,...,n,

tj. pravé kdyz vektory x a y jsou linedrné zdvislé.

Dikaz. Viz skriptum [H-K-S]. O
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Piiklad 9.9.
i) Mezi viemi trojiihelniky s konstantnim obvodem o urlete ten, ktery md nejvEsi obsah.

Reseni. Vyjdeme z Heronova vzorce pro obsah trojihelnika

P = \/s(s —a)(s — b)s — ),

kde a, b, ¢ jsou strany trojihelnika a s = (a + b + ¢)/2 = 0/2 je tzv. poloperimetr.

Oznadime-lix =s—a,y=s5s—b,z2=5—c auvaz1me-11 7e najit maximum funkce P
je totéZ jako najit maximum funkce P=s -3 P i , miZzeme dlohu formulovat takto:
~ 3 4]
P(x,y,2)=3/xyz—> max, x+y+z= 3"

VyuZitim nerovnosti mezi algebraickym a geometrickym primérem dostdvdme
P(x,y,2) £ (x+y+2)/3=0/6,
pfiem? rovnost nastdvd, pravé kdyZ x = y = z = 0/2. Médme tedy systém rovnic
o o o
s—a=—-, s—b=-, s—c=~-,
6 6

6

jchoZfeSenimjea = b =c = 0/3.
Tedy mezi viemi trojihelniky s danym obvodem ¢ mé nejvétsi obsah rovnostranny
trojihelnik a tento maximalni obsah je Ppax = #ﬁ . A

it) Mezi viemi trojicemi kladnych &isel x, y, z s konstantnim souctem a najdéte ta, pro
kterd je soucet pfevracenych hodnot minimalni.

ReSeni. Z nerovnosti mezi harmonickym a aritmetickym primérem dostdvime

3 <x+y+z_g
= 3 )

>_9 _
= xdytz T
¢

; , tcdy soucet prevracenych hodnot je minimadlni, jsou-li vsechn fsla stejnd
arovna 3 . A

prlcemz rovnost nastane pravé kdyZx = y =z =a/3. Odtud + +

1
<
tfi

i) Na ehpsmdu + Z = 1 najdéte bod v prvnim oktantu s vlastnosti, Ze objem
Ctyfsténu tvoreneho souradnym1 sténami a te¢nou rovinou k elipsoidu v tomto bodé
jc minimalni.

Iéeiem’. Nejprve pfipomeiime, Ze objem &tyfst€nu vypoCteme podle vzorce V. =

Exoyogo, kde [xo, 0, 0], [0, v, 01, [0, 0, zo] jsou pruseéiky tecné roviny se sou-
fadnymi osami (sestrojime-li trojboky hranol se zdkladnou tvorenou trojihelnfkem
s vrcholy [0, 0, 0], [xo, 0, 0], [0, yo, 0] a vySkou zo, jeho objemje %0020 a je trojna-
sobkem objemu daného Ctyfsténu). Vyjidienim proménné z z rovnice elipsoidu nebo
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pomoci derivace implicitni funkce snadno ovéfime, Ze rovnice te¢né roviny k elipsoidu
v bodé€ [¥, ¥, z] je

Z—f Z—’z‘ =1 9.9)
Odtud dostdvame, Ze tseky vytaté teCnou rovinou na soufadnych osdch jsou xg = %z
(poloZime y =0 =7 v(9.9)),z0 = % , 20 = 7 Redime tedy tdlohu
22h2c? _ x2  y? g2
=z pos — min, ;2-+ﬁ+25=1'
ktera je, pokud jde o extremdlni bod, ekvivalentni uloze
- | L 4fxyz x2 yr 7

V=(6V)3=

- =2 max, —s+5+-—5=1L
f/ab abc a? bz ?
Z nerovnosti mezi kvadratickym a geometrickym primérem dostidvime, Ze Vje
maximdlni, jestliZe £ = ¥ = £, coZ vzhledem k vazebné podmince nastane, kdyZ
= \/§a, y = «/ib, 7z = x/gc, a pro tyto hodnoty dostdvdme minimalni objem
. .. abc
Viin = 18v3 " A
2
iv) Naelipsoidu x%+ o+ % = 1 najdé&te bod, ktery je nejbliZe rovinéx +y+z = 2/14.

Reseni. Pro vzdilenost bodu [xg, yo, zo] od roviny ax + by + ¢z = d plati vzorec (viz
piiklad 9.6i))

laxo + byo + ¢zo — d|

ProtoZe elipsoid leZ{ pod rovinou x + y + z = 24/14, budemc fciit dlohu

~2J/14 2.2
_xty+z >mn 24+l +L =1, (9.10)

3 479

kterd je (pokud jde 0 bod, v n&m? je dosaZeno minima) ekvivalentn{ dloze
2 2
X+ y+ 27— max, x2+—yz+% =1,

Tuto dlohu vyfedime pomoci Cauchyovy nerovnosti. Plati

x+y+z--x+2 +33 ‘/x2+—+§ VI+4+9 =414,

pii¢emZ rovnost nastiv, pravé kdyz Jsou vektory (x. %.%). (1,2, 3) linedrné z4vislé,
tj. existuje t € R takové, Ze x =1, 5 = 21, £ = 31, Vezmeme—li v tvahu vazebnou

d=

podminku x24 %2 + % =1, dostévémet = iﬁ, tj. (hledany bod lezi v I. kvadrantu)
X =

a dosazenim do (9.10) dostdvame dpin = 13i . A
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Cviceni X

9.1.

9.2.

9.3.

Urlete vdzané extrémy funkce f na mnoZin& uréené rovnostmi;

a) f,v.20)=xy*22, x+2y+3z=a,a,x,y,2>0,

b) f(x,y,2) =sinxsinysinz, x+y+z= 73,

) S, y,2) =xy,x +y*+ 22 =1Lx+y+27=0,

d) f(x,y,z)=xy+yz,x2+y2=2,y+z=2,x,y,z>O,

e) flxr, ..., x) =xF+ .- 4 x? x—1+---+f1—:= l,a;>0,i=1,...,n,

n’al
D flxi,....x) = z—}+---+z—:,ﬂ17€1+---+ﬂn1n =lo, Bi,x; >0,i=1,.._, n,
g) fly, .. x)=x" Xy xy b xy=1le>0i=1...,n

L 2 2 2 i C .
a) Do elipsoidu g-f + bXI + fg = | vepiste hranol s maximdlnim objemem. Tento

objem urcete.
oy . 22 oy o
b) Do usece eliptického paraboloidu £ = % + bL2’ z & c vepiste hranol s maximalnim

A
objemem. Tento objem uréete. ‘
¢) Do kuZele s polomérem podstavy r a vySkou h vepiste hranol s maximalnim
objemem. Tento objem urcete.
d) Mezi viemi tyrbokymi hranoly s konstantnim povrchem P najdéte ten, ktery m4
nejvétf ohjem. Tento obhjem urdete.

e) Na elipse 3‘; + %; = 1 najdéte bod s vlastnosti, Ze normala sestrojend v tomto
bod& md nejvetdi vzddlenost od poddtku.

) Na elipsoidu v prostoru jsou dény dva body A = [ay, az, a3], B = [b}, by, b3].
Urcete bod C na elipsoidu tak, aby vznikly trojuhelnik mé&l maximalni obsah.

Reste extremaln dlohy:

a) %Hx”2 — min, {(u,x})=a,{v,x)=8,x,u,veR" o Bch,

b) (Ax,x) ~> min, {(ug,x) = o, k = 1,..., n—1 xu € R o, € R,
dim{Lin{uy, ..., up—1}} =n—1.

W

VSechny dobré zdsady jsou ji7 napsdny. Nyni jesté zbyvd je uskutecnit.
(B. Pascal)
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Piiloha

Tato ptiloha slouZ{ k ilustraci a lep$imu pochopeni zdkladnich pojmi diferen-
cidlniho poétu funkce dvou proménnych. Grafy funkei byly vytvofeny pomoci
systému Maple V R 3.

P 1. Limita a spojitost funkce

Priklad P.1. Funkce
Fley) = =2
X, y) = ——
y 2+ 52

neni v bodé [0, 0] definovand, ale ma v tomto bodé limitu rovhu nule (podle
vely 2.13).

Nisledujici pfiklady ilustruji jev, kdy hodnota limity funkce zdvisi na ceste,

po které se k limitnimu bodu bliZime — tj. funkce nemd v daném bodé€ limitu.
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Priklad P.2. Funkce
v yz 2
f(x,y) = <m>
nemd v bodg [0, 0] limitu. JestliZe se k bodu [0, 0] bliZime po pfimkéch y = =*x,
dostivame
}ig})f(x, +x) =0,

ale po osich x a y dostdvame

lim f(x,00 =1,  lim f(0,y) = L.
x=»0 y—0

eyl

Protoze hodnota limity zdvisf na cest&, po kieré se k bodu [0, 0] bliZime, limita

lim (x, y) neexistuje.
(x,y)—(0,0) f Y J

l
B :
AR

\

7 ‘Q\\ﬁ\\
[N
R

\
W
\

Priklad P.3. Funkce Xy

fly) = m
nemé v bod& [0, 0] limitu: pokud se k limitnimu bodu bliZime po pfimkdch y = kx,
dostdvame vysledek zdvisejici na konstant& k

lim ud A k
)00 x2 +y2 14Kk

y=kx
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Priklad P.4. Funkce

2
S eyl #(0,0),

f( s ):
w7 0, [x.y]=1000]

nemd v bodg [0, 0] limitu. V tomto pi{padé jsou vSechny limity po pfimkach
y = kx k bodu [0, O] rovny 0, av8ak po parabolach y = kx? hodnota limity zéleZ{
na konstanté k (viz poznimka 2.12).
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Priklad P.5. Funkce
X, y)=————
S =57 9
neni definovand na mnozin& K = {[x, y] : x> + y* = 9}, coZ je kruZnice se
sttedem v bod& [0, 0] a polomérem r = 3, a nemd v zZddném bodé€ této mnoZiny
limitu.
Necht [xg, yo] € K. JestliZe se k bodu [xg, yp] bliZime po libovolné cesté L
leZici vné kruZnice K, pak dostdvame
lim 2 2 +00
()~ Goyo) X2 +¥2 =9 0 )
(x.y)ely

pvys

JestliZe se k bodu [0, 0] bliZime po libovolné cesté L, lcZici uvnitf této kruznice,
dostavame

2 2

lim —_— =
@y >y x2+y2 =9 0~
(x,y)els

—QQ.

Odtud plyne, Ze limita , )lir? ) f(x, y) ncexistuje. Existuji pouze limity po
x,¥)— (x0,50
cestach leZicich uvnitf a vné€ kruZnice K.

fnm
(S
T

e

AR R

P 2. Parcialni derivace a diferencial

Priklad P.6. Funkce

fx,y= %Z‘V‘ pro (x, y) # (0,0,
’ 0 pro (x, y) = (0,0)

ma v bodé [0, 0] parcidlni derivace 1. fadu £,(0,0) = 0, f,(0,0) = 0 a smi-
Sené parcidlni derivace f,y(0,0) = 1 a fy,(0,0) = —1. To znamend, Ze smiSené
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parcidlni derivace této funkce v bod€ [0, 0] nejsou zaménné (nejsou spinény pied-
poklady Schwarzovy véty, viz v¢ta 3.8).

Priklad P.7. Funkce
f(x,y) = cosy— x|

neni diferencovatelnd v bodech [0, y], protoZe v t&chito bodech neexistuje parcidlni
derivace podle x.
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Priklad P.8. Funkce

flx,y) =lxyl

je diferencovatelnd v R? s vyjimkou bodé osového k¥iZe, tj. bodi [x, y], kde x = 0
nebo y = 0.

Piiklad P.9. Funkce f(x,y) = 4 — x*> — y? je diferencovatelnd v celém R?, tj.
v kazdém bodé existuje jeji te¢nd rovina. Na obrdzku je zndzornéna te¢nd rovina
7 =17 — 6x — 4y k této funkci v bodg [3, 2].
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P 3. Taylorova véta

Priklad P.10. Funkce f(x, y) = sinx siny je diferencovatelnd v R?, jejf graf je
zndzornén na obr. a). Jeji Tayloriiv polynom 2. stupng se stiedem v bod€ [0, 0] je
T,(x, y) = xy a je zndzornén na obr. b).

obr. a) obr. b)

P 4. Lokalni a absolutni extrémy

Piiklad P.11. Funkce
_X+
Fay) =xye T
mé lokdlni minima v bodech [—1, 1], [1, —1] a lokédlni maxima v bodech [1, 1]
a[—1, —1]. Jeji graf je na obr. ¢), vrstevnice této funkce na obr. d).




Pft?oha 127

Priklad P.12. Funkce

fy) =Va+y?

mi v bodé [0, 0] ostré lokdlni minimum, pfestoZe v tomto bod& neexistuji parcislni
derivace.

Priklad P.13. Funkce
fx, y) =xyln(?+ y?)

ATt i L o
ma lokdlni minimum v bodech [ﬁ ﬁ] a [E Vo
dech L/%’ J—zie] a [52_';, «/;2?] (viz pfiklad 6.9 ii)). Graf této funkce je zndzornén na

obr. e), vrstevnice na obr. f).

] a lokdlnf maximum v bo-

o= ||

\\\\\%//%

obr. €) obr. f)
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Priklad P.14. Funkcc
f(x, y) — (x2 + y2) e-(x2+y2)

mé ve viech bodech kruznice x2 + y? = 1 staciondrni body, které jsou neostrymi
lokdlnfmi maximy, a m4 ostré lok&lni minimum v bode [0, 0].

v
TR
TR,
g
)

(AL

At

ittt 'N’ |
AR

\
AN,
\\\\k\{\\\'\
9 TR
(A0 S
AN

Funkce
flx,y) = @x* +3y%) e~ +yh

ma4 ostré lok4Ini minimum v bodé [0, 0], ostré lokdlni maximum v bodé [0, +1]
a sedlové body v bodech [£1, 0]. Absolutni extrém této funkce na kruhu M =
= {[x, y] € R?: x?> + y? < 4} byl fc3cn v piikladu 6.19 ii).

SR

ey
AR
A0

N
W \}\ N

O B 3
N ‘ RN

7
i
0
R
8

i
il
.

i, 'I,"

A
Z’l:{"{'l‘i‘;‘:";‘
AN
(X000

Nasledujici pfiklad ilustruje situaci, kdy je matice druhych derivaci dané
funkce ve staciondrnim bod& pouze semidefinitni. V tomto piipadéje f”(0, 0) = 0.
Proto zde miiZe i nemusi nastat lokdln{ extrém, viz pozndmka 6.14.
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Priklad P.15. Funkce
Sy =2 +y
m4 diferencidl v bodg [0, 0] roven nule (df(0,0) == 0) a pFitom je tento [0, 0]

sedlovym bodem, tj. extrém v ném nenastav4, viz obr. g).
Funkce

flx,y) =x*+y*

ma rovndZ diferencidl v bodé [0, 0] roven nule a pfitom v tomto bodé€ nastdva
lokalni minimum, viz obr. h).

obr. g) obr. h)

Priklad P.16. Funkce f(x,y) = x — y nabyvd na mnoZing M: x% + y* < 1

absolutnfho maxima fmayx = +/2 v bodé [\sz, —%] a absolutniho minima fyi, =

= —+/2 v bodé [—w}; JLE] (viz piiklad 6.20ii)). Na obr. i) je prostorovy pohled,
na obr. j) jsou zndzormnény vrstevnice (osa x je zde svisld, y vodorovnd).
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Priklad P.17. Funkce f(x, y) = 2x* + 4y” nabyvd na mnozin& M: x> + y* £ 9
absolutniho maxima fpax = 36 v bodech [0, £3] a absolutntho minima fi,;, = 0
v bod& [0, 0]. Na obr. k) je prostorovy pohled, na obr. 1) jsou znazornény vrstevnice.

obr. k) obr. 1)
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Vysledky cviceni
Obrazky ke cvienim kapitoly 1 jsou uvedeny na z4vér.

KAPITOLA 2

2.1 a) KeVA € R 38 > 0 takové, Ze pro V[x, y], pronéz 0 < |x + 1| < 4,
0<|y=2| <d, plati f(x,y) > A.
b) KeVA € Rd45 > 0, B € R takovd, ZeproVx > B, |y — 1| < é je

fx,y) <A

2.2 2) /2, b) 2, c) In2, d) o, e) 0.
2.3 a) neexistuje, b) neexistuje, ¢) 0, d) I, e 0, ) 2, g) 0, h) 2
24 a) 0, b) e, ¢) neexistuje, d) 0, €) oo, f) 1.
2.6 a) f je spojitd v R? ~ [0, 0], b) {lx,y]:x = -y},

o) {[x,yl:x=—y} d) {[x,y]:x =0neboy =0},

e) {[x,y]l :x =kmn, y=kmn, ke N}, f){[x,y]:x2+y2=1}.
2.7 a) {[x,y]:x = —y nebo x = 0}, b) {Ix,y1:y =%},

¢) {lx,y]:x =0, y=0}, d) {[x,y]:y =0},

e) {[x,y,z]: x = 0nebo y =0 nebo z = 0}, f) {[x,y,z] =la,b,cl}
2.8 a) je spojita, b) neni spojita.

KAPITOIA 3
3.1 a) z, =3x+4xy+3y*+ 4.z, = 2x* + 6xy — 5,

b) 7. = 5x3ﬂ+3y _x3—6ﬁ

X — ] x:_v y y = ‘\/W b
¢) zy = sin(x + 2y) + x cos(x + 2y), z, = 2x cos(x + 2y),

=1 x Y24 Y einfsin2 N 1 x Y _ LlainZgin2
d) z, = jcosicos + Lsingsini, zy = —5cosicos s — o sinysin?,

. = /1 e y2 — XY £z , — Y /1_2
€) u Y A1-x2 + A 1622 “ A 1=y? + X
+ = U, = — /1 — x% —y?,
[1—x2_y2" ¢
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| =2 e
Hz,=—-5e "z, =5e ",
- _1 = _2
g) Zx - x+47’ zy - Iyl’
N =L
b) z; = Tt & =TT
: _ __2xsinx __ __cosx
I)Zx—_ y 9Zy—_y29
. 1 ¥
ix = Jy =
D Ny Y 2gytiaa /a4yt
2 2
k) uy = 2xe* 19 gy =y, = —&* (-y-2),
— X —— X
Dz = Y T Tont
V2xy V2x*
m)z, = —Y¥ g =N
) 2 (24y2)afat—y?’ Y 2y x2—y2

e %y _ _ 2 2 2
n) & = yv— Zz—r(rz 1),kder Vxe+ya+z5

32 a) 2, = yx (1L +Iny), z, = x**inx,

-y _—— X
RS mawm’zy Vo=
¢) 2o = —1(3)7 In3,2, = £(4)" In3,

d) z; = y[InGxe + ) + 5l 2y = 2[lnGx +9) + 5],

€) zx = 2(2x + y)2x+y[ln(2x + y)+ 11z, = @x + »)* P [In2x +y) + 1],

— [xy—x—y 1 [xy—x—-y
)z = xy+x+y’ y = xy+x+y’

g) 7, = s“"”‘y(l + nxy cos nxy) Ty = xSy (1 4 mxy cos xy),
Y g P2
h) ux:'fxz suy:'z_x lnx,uz=—z_2x lnx7
]) 7. = 2(x—y) 7, = — 2(x—y)
x = ,ll+(x—y)“’ N
) "?X - —yX = “71 =2cos(x2+y2+zz),

K) uy = yx? "L u, =z M nx, u, = x¥y*InxIny.
3.3 a) zx:2ﬁ,zy=10+ﬁ, b) zx=0,zy=%, c) zle,zy:-—l.
3.4 a) L2, b) 3.

3.6 4) Zyy = 1202 — 8y”, 2y = —16xy, Zyy = 12y? — 8x%,
1
b) 2y =0, 2y =1— Yy T "3',
_2 6
) 2 = 0, Zxy = Ty Tyy = i
d 3 _ Z(2x —y%) __x(x2-2Y
) Zex = 5. Lxy = Ty Lyy = 5y
(x24+yH)2 (x2+y)2 (x24y%)2 .
e) zyx = 2cos(x + y) — xsin(x + y), 2y, = cos(x + y) — xsin(x + y),
Zyy = —x Sin(x 4 y),
f) Zex = _2sinx2+;x2 cos x> ny 2xSyl;1x2’ Zyy = Zc;ixz’
g) Zux = x("+”[(lnx + 22— L]z, = x*M I’ x + 22 Inx + 1],

2,y = x¥ ) n’x,



Vysledky 133

, I
h) z,, = ___ZA_B’ZW = __ZLT Zyy = _ZAQ_iZL;,
(24y2)2 (ZyH)2 Yy

1) z _ 1 z 2y _ 2Ux—y 2y

o = = L = =Gy Dy = G
: _ Y—x 2xy x°—
D zex = (ZpyhE Lay = (x2+y2)2’ Lyy T GInhee

2x|y| xc—y )sn 2x|y|

K 2re = —F, 20 = SEIE 1,y = B

D) Zer = 2y(1+x2) 72 (=x2+2x2y+1). 24y = 20 (1422 [14y In(1+x2)],
Zyy = (1 +x2)7 In*(1 + x?).

KAPITOLA 4
4.1 a) 2dx, b) %dx—%dy, ) ﬁdx——%dy,
d) dx +2In2dy —2In2dz, e) %dx-{- dv, f) df=%§dx—"7d
g) df = —=2dx +dz, h) du=1 (y) [95_9%_¥1n§].
42 a) % 40,035, b) ¥ — Q—I‘B c) 2,95, d) —0,06,
e) 1, f) 1,13, g) dV =2 cm3,  h) dh =1cm.
4.3 a) Neni diferencovatelnd, napf. pro u = (1, 1) neex1stuJe smérova derivace
Ju(0,0).

b) Neni diferencovatelnd, nebot’ f; 1)(0, 0) neexistuje.
¢) Ano, df(0,0) =0.

44a) x+y+z=+/3, b) 3x +5y —z=4,
) zg=—7 x+ty—2z=17, d) zp=1, z=1.
45 2) [2.10.12. -1, b | b ~1/2,1/2],
a) [2,1],12, 1] ) J1+a2+b2 T o [=1/2,1/2]
1 1
R o i e
f) tefna existuje <= a? + +a =1;
pak [x(, ..., x, ] =1—-a1, ..., —a,].
4.6 a) f(!,z)(l, =3, b) f(1,0,1)(07 1,0) =0
2, _ @x)? | 2dxdy  @n°
4.7 a) d"z = ==~ + 3 et

b) &’z = 6(x — y)(dx)2 + 12(y — x) dxdy + 6(x — y)(dy)?,
c)d'z =

=gty Z (".)[n2+2 J2=2nj—n+x2+y*+2xj+2(n— j)yldx)’ dy)y,
& 2 = Eracn 1ty (dx +dy)",

(x+y)”

&) 'z = g Z( 1/ ()l = j)x + jyldx)d @y,
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f) d'u = nlerb ¥ Mﬁw(dx)i(dy)j(dz)k.

ikl
i+j+k=n
4.8 a) ﬁzi+xlny—cosy+C, b) "z—zsin2y+C,
c) Vx2+y24C, d) xy? —x+3y*+C.
49 a) X3+ y3+22 —3xyz+2x +ylny+z, b) arctg xyz.
KAPITOLA S
5.1a) z(x.y) = (VX +y?), b) z(x,») = f(2),

¢) ux,y,z2)=fx+y—2,x—2y+2z).
52a) 2w =0, z(x,y) = f(x = 2/y) + gx +2./7),
b) 2,y =0, z(x,y) = f(Vx*+»?) + xyg(Vx2 +y?),
¢) u(d — uv)zu — 22, =0, d) z,, +2V3z, =0,
€) (u2 - vz)zuv —vz, =0, f) (u2 - U2)Zuv +4vz, — duz, = 0,
g) UZyy — XZyy + 24 = 0,
h) vz,, +2, =0, z(x,y) = f(xy)Iny 4+ g(xy),
D Zuw = 3 200 205 ) = AV ()2 (xy).
540 Tatry) =+ =) + (- D] = F -+
2
+2x -0 -3+ —2)]
b) Hx, y) =5 +x— %,
2 2
o) hx,y)=1-%+1%,
d L, y)=2-tax-D+30-D+ ;- D=3y - D2
e) hx,y)=x—x(y— 1),
) Do,y =22 +x-D+G-DI-3x-DO -1,
g Lx,y,2)=1+x-D+E&-DHy-D—-x-DE-1).

| 2-4/3 24/6-4v3-1_1?
5.5 a) I +0,0297, b) 12500 4 W3l

KAPITOLA 6

6.1 a) zgn = —1 vbodé[1,0],
b) Zmax = 5% v [2, £], ve staciondrnich bodech [0, 0], [0, 4], [4, 0] extrém
nenastivd,
¢) Zmax = 16 v [2, —2],
d) Zmin = 30V [5, 2],
e) Zmin =3+ I3 v (1. 1],

f) V jediném staciondrnim bod€ [1, 1] extrém nenastava,
o __4 2 _2
g) Zrmn— 3ﬁv{ 3 3]7
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h) upin = —0913 v [24, —144, —1],
i)umm—-"'V[1 1, l]
J)Zmln'—3\/—a V[z/_, Q/‘]

K) umax = 2 5 [3, ;, 1]

n2+n+'2
—_ 2 2 — _ 2
) tpax = (n2+n+2> 1 vV X1 '—1 = Xn '—; Wi’
1 2 n
m) Umin = (n+ 127" vx; =2, x, =27 . x, =2,

6.3 @) foin=-2vI[-1,~1} fox =2 VIl 1],
mmﬁ%bﬂmrwm%
©) fmin=2-+2v[l -2, —ﬁ],fmx=2+\/iv[1+ﬁ,1+%],
d) fmin = —\/EV [_\/Li!_-ﬁ!o]!fmax = \/—+1V[f \/_’ 1],
e) fuwin =0V [0,0,0], fnax = 1 v bodech [x, y, 0], kde x? +y = 1.

0.4 a) foax =7V 1[0, =1], fin = —4 v [1, 1],
b) fmax =22V [2,2], frin = —2V[-2,2],
C) fmax =6V [370]! fmin - —1 V[la 1]7

d) fmax = —% v [*%’ %]9 fmin =-2v [Ov 0]9
e) fmin = 0V [0, 0], finax = 36 v bodech [0, +3] (viz Pfiklad P.17),

0 fmin =3 = 232V bod& [ 5, ~ 7], forx = 3+ 2v/2 v bodé [-J5. %],
6.5 a) fmax-% [ ] Smin = _iv[237r, 'ZTT[],

b) fmax =1 v [, 0] a [0, 1], fuin = 0v [0, 0],

c) jmax—3+ 3 [% % ] fmin:_é“v[_%,"% 35_6]

d) ¢islaa, x1, x5, ..., x,, b tvof{ geom. posl. s kvocientem g = "1/b/a.

6.6 a) h/3, by Vh.
6.7 a) ostré lok.min_, b) neostré lok.min., ¢) extrém nenastdvi.
KAPITOLA 7
0 1 11
7.1a) (F7Y(1,0) = ( ) b) (F1Y(=2,4) = ( 8 6),
10 -1 0

O (FY(1,2) = ((1) (1’)

Foora@’—a®)=2aby+e) y(a—b*)—2bax+c)
7.2 a) [x, y] —> [ e , o ],

F i
b X, — [_}'__’_.L_]’
) Lx. vl Ty e
x/x24y2422  y [xl4yles? 0
Syt T Sy T

c) [x,y,z]r—F>[
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d) [x,y, 2] > [&, 2, =], kder = VX2 + y2 + 25, R =/ 5 + 5 + 5.

73 r8(r, ) = R(r, )32 (r 0, % (r @) = —rR(r, )22 (r, ).

KAPITOLA 8
R.1a) [2,2],[-2, -2], b) body osy y,
¢) body roviny z = 0 leZici na elipse Zi; + %; =1
’ 21—
8.2a)y=1—+2Ly2, b) Y’=§z§}_—}2’j§-
83a) 5y+2x=0, y=-2x, b) 2x—y+1=0,2x -y~ 1.

8.4 [1,1], [1,-3].
85 y"=—(1 —ccosy)>csiny.
8.6 a) tefnd rovina: x — 3y — 4z —4 = 0, normdla: x = 2+ 31,y = § — 31,
z=—-1-1t1€R,
b) x +4y + 62— 21 =0,x +4y + 62 +21 =0,
c) x—y—i—ZZ:t\/; 0.

8.7 a) 7, = 7y = —1, 2 = ey = Zyy = 0,
2
Xz —_ o E — s — —er z
b) z, = Yoy ly = T Zax = AL Loy TGS A
_ x%
Ly = o

8.8 ymin = —0,5vx =0, ymax = —2vx =0,5.
8.9 a) Zmin = —2v [1’ —1]$ Zmax = 6v [11 _1]’
b) Zmin =1V [-2,0}, Zax = _g v [17_61 0]

KAPITOLA 9

9 fuin = =57 ¥ [ 75 7o~ %) 70 76 %) -7 7 7
1 l 1 2 1 2 1 2 1 1
fox =55V -7~ wlh - B -wklE % %)

g) fmax Nastavd pro x; = o; / Z .
k=1
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9.2 a) Délky hran hranolu: % :2/—-"- T‘ Vinax = %abc.
b) DéIKy hran hranolu a, b, £, Vi = %5
¢) Vyska hranolu vy, = %h hrana zakladny a = 22 R, Vi = £R?h.
d)a=b=c= E,Vma,(:l;—“ﬁ.

e) [x, y] = [:i:a [ +h /- ]
f) Normala k elipsoidu v hledanem bod& musi byt kolmd na pfimku spojujici
zadan€ dva body.

o llav=pul
9.3 2) fuin = gy

b) Necht B = (u,,...,u,_|), je matice sestavend z vektord u, ..., u,_j,
o= (a1, ..., 1), fun = (B' B)"'or, ) prox = B(B" B) .
y=—x y
\
2.2 <
] X Yy <
——— 2] N
x +4y2 <1 y 9 4 = =
1/2 —ee >
1 % %% 3 :ZW? *
x
N—=
—1/2 =
1.1a) 1.1b) 1.1lc¢)
4
y
y2 = 4x
x2+y2 =1 1__
- 1
/
y
/ L y=x
-1 — 1 < = Y
= ————
\ ]
\T N+
:% x
=\
g\
e
S — Ny = —x

1.1 d) 1.1e)



138

Vyisledky

1.11)

1.1h)




139

Vysledky

1.1k)

1L1j)

1
-2
x2py=1 1

111






	totalni diferencial
	tu som

