NiZe naleznete feSeni nékterych piikladu z 12. cvi¢eni z pfedmétu MB 103/203, podzim
2018. Cislo v hranaté zévorce odkazuje na fefeny priklad s ohledem na ¢islovani pdf souboru
ke cvifeni, ktery naleznete ve studijnich materidlech pfedmétu (soubor mlllc-2018-12.pdf).
Resenf k tlohdm by mélo byt mozné nalézt ve velice podobné formé ve skriptech k tomuto
predmétu, odkud jsem je pfevzal a pouze mirné uzptisobil s ohledem na notaci a teorii, kterou
jsme pouzivali.

Kromé jinych vysledkii plynoucich z teorie budeme pfi feSeni prikladd potfebovat nasle-
dujici tvrzeni.

Véta 1 (éebyéevova nerovnost). Necht X je ndhodnd veli¢ina s koneénym rozptylem DX a
necht € > 0 je libovolnd, fixné zvolend konstanta. Pak plati

DX
€

Véta 2 (Markovova nerovnost). Necht X je nezdpornd ndhodnd velicina®, pro kterou zndme
stredni hodnotu EX a necht € > 0 je libovolnd, fixné zvolend konstanta. Pak plati

EX
P(X>¢) < —

€

Véta 3 (O stfedni hodnoté, rozptylu a aproximaci binomického rozdéleni). Necht X je nd-
hodnd velicina s binomickym rozdélenim X ~ Bi(n,p). Pak pro stfedni hodnotu EX a rozptyl
DX plati

EX =np
DX =np(l—1p) .
2 _

Navic lze binomické rozdélent aprorimovat normdlnim rozdélenim s parametry u =np a o
np(1 —p), tj. X = N(np,np(1 - p)).

Regend. [2. tlohy]
X je nédhodnd veli¢ina s EX = p. Chceme ur¢it P(X > 3u). Podle Markovovy nerovnosti z
véty 2 mame
Px >3 < =L
- —3u 3
Jestlize navic vime, Ze ndhodné veli¢ina mé exponencidln{ rozdé&leni s parametrem p, tj. X ~
El‘(i), pak plati

P(X >3u) =1 - P(X <3u) =1 - P(X <3u) = 1 - F(3p)

kde F(z) =1— ek je distribu¢ni funkce uvazovaného rozdéleni. Proto

P(XES,u):l—(l—e*S):l‘. o

e3

ITj. X(w) >0 VYw € Q



Regend. [3. tlohy]
Cebysev: Nahodna veli¢ina X, kterd popisuje pocet padlych Sestek, ma binomické rozdéleni
X ~ Bi(1200, %) Podle véty 3 to v naSem pifpadé znamen4, ze stfednf hodnota pro X je

EX = 1200~é: 200

a rozptyl je

1 1 )
DX =1200- -(1— =) =200 - = — .
6( 6) 6

Pravdépodobnost, ze v 1200 pokusech padné alespon 150-krat a nejvyse 250-krat hodnota 6 se
zapiSe jako P(150 < X < 250). PfepiSeme tuto nerovnost pomoci absolutni hodnoty (uvnitf
vyjde | X — EX|), vyuZzijeme pravdépodobnosti doplitku a pouzijeme CebySevovu nerovnost z
véty 1.

P(150 < X < 250) = P(]X —200| < 50)
=1— P(|X —200] > 51)
>1_ 500
- 3.512
~ 0.94 .

Moivre-Laplace: Jelikoz piimé vy¢isleni hodnoty P(150 < X < 250) pomoci distribuéni funkce
je (bez uziti potitace) komplikované, mizeme vyuzit aproximace pomoci norméalniho rozdéleni.
Moivre-Laplaceova véta je disledkem centralnf limitni véty pro ndhodné veli¢iny s binomickym
rozdélenim. Konkrétné plati, Ze je-li X nahodna veli¢ina s binomickym rozdélenim Bi(n, p),
pak nahodnéa veli¢ina S, ddna vztahem

g — X~
np(1 —p)

bude pro dostatetné velka n konvergovat? k nahodné veli¢ing se standardizovanym normélnim
rozdélenim® N(0,1) a distribuéni funkci ®. Pro nds to znamena, 7e ndhodnou veli¢inu X
nahradime nadhodnou veli¢inou

X —200  v/3(X —200)

Z = ,
500 10v5

pro jejiz distribu¢ni funkci plati Fz ~ ®. PfepiSeme podle vyse uvedeného vztahu pro Z

Zaproximace se povazuje za dobrou, plati-li np(l —p) > 9, coZ je v naSem piipadd se znafnou rezervou
splnéno
3tj. normalni rozdéleni se st¥edni hodnotou 0 a rozptylem 1.



nerovnost v pravdépodobnosti P(150 < X < 250) a upravime

P(150 < X < 250) = P(150 — 200 < X — 200 < 250 — 200)
V/3(150 — 200 v/3(250 — 200
= P((lo\f) <7< (10\[5)
—50V3 _ 5()[)
10v5 — T 10v5
(—V15 < Z < V15)
(V15) — &(—V/15)
(V15) — (1 — &(v/15))
(V15) — 1.

)
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Dale musime postupovat podle tabulky normalniho rozdéleni (viz. tabulka standardizovaného
normalniho rozdéleni nap¥. ve skriptech, na anglické wikipedii apod.). *. Plati v/15 ~ 3.87 a v
tabulce této hodnoté odpovida ¢islo 0.49995, které je rovno obsahu plochy pod grafem funkce
hustoty mezi hodnotou 0 a 3.87. Abychom ziskali ®(1/15), musime tedy k této hodnoté jegté
piicist 0.5. Tj. ®(1/15) ~ 0.99995 a dohromady ziskavame

P(150 < X < 250) = 20(V/15) — 1 ~ 2-0.99995 — 1 ~ 0.9999 = 99.99% . o

Regend. [4. ulohy]
Jako ndhodnou veli¢inu X méame dle zadani oznacit rychlost vétru a chceme zjistit P(X < 60).
Pramérné rychlost je 20 km/hod, tj. EX = 20 a podle Markovovy nerovnosti pak®

20 2
PIX<60)=1—-P(X>60)=1— —=—.
(X <60)=1-P(X >60) =1 20 =
V druhé ¢asti tkolu navic vime, Ze smérodatna odchylka 0 = v DX = 1 km/hod a tloha
vede na aplikaci CebySevovy nerovnoti. Chceme zjistit, pro jaké x plati 0.9 < P(|X —20| < z).
Pritom plati P(|X — 20| < ) =1 — P(|X — 20| > z) a podle CebySevovy nerovnosti mame
P(|X —20] > 2) < %, tedy P(|X — 20| < x) < 1— -5. Dohromady

1
09<1— 5 =2>VI0~32.
y

Jelikoz jsme zjistili, jak velky vykyv mtZe byt kolem primérné hodnoty vétru, vime, Ze interval
rychlosti, kterych vitr s pravdépodobnosti alesponi 0.9 nabyva, je I ~ (20 — 3.2,20 + 3.2) =
(16.8,23.2). o

Regend. [5. tlohy]

V této tloze X je ndhodné veli¢ina, kterd udava pocet studenti s prospéchem do 1.2 ze
skupiny n nahodné vybranych studenti. X ma tedy binomické rozdéleni X ~ Bi(n,0.1),
jelikoz pouze 10% studenti z celé fakulty méa pozadovany prospéch. Uloha se nés pta, pro
jaké nejmensgi n bude splnéna rovnost 0.95 = P(0.08n < X < 0.012n). Nerovnost uvnit¥

*POZOR: Podivejte se, jak tabulka funguje, aby vas p¥i pisemce nepiekvapila. Tabulka totiZ nevyjadiuje
pfimo ®(x), ale ®(z) — 0.5.
5v nerovnostech vyuzijeme, ze X je spojita, tj. P(X > 60) = P(X > 60)



argumentu P muzeme transformovat podobné jako ve 3. tloze a ziskat aproximaci pomoci
standardizovaného normalniho rozdéleni

0.95 = P(0.08n < X < 0.12n)
B P(—0.02n X —0dn _ 0.02n)
003y T 03y T 0.3yn

0.02
~ 20(——+/n) — 1
(53 V)

~ 28(0.0666y/n) — 1

Tedy méame

2 2
0.95 ~ 20 (55 Vi) — 1= (55 /) ~ 0.975 .

V tabulce proto hledame® vzor hodnoty 0.975 — 0.5 = 0.475. Zjistime, Ze vzor hodnoty 0.475
je &islo 1.96, coz znamend P(Z < 1.96) = ®(1.96) = 0.975 ~ ®(Z+/n). Konetné vyvozujeme
%\/ﬁ ~ 1.96 = n =~ (1.96 - 15)2 = 864.36. Potiebujeme tedy skupinu 865 studenti, abychom
doséahli pozadovanych parametri. o

Regend. [6. lohy]
Zde volime nahodnou veli¢inu X jako pocet stromt, které se ujmou. Mame proto X ~
Bi(500,0.8), EX = 400, DX = 80 a analogicky jako v ptedchozich tlohach miZzeme apro-

ximovat pomoci standardizovaného rozdéleni ndhodné veli¢iny Z = %. Chceme zjistit
P(X > 380)
380 — 400
P(X >380)=P(Z >
V80
=P(Z > —V5)

= ®(V/5)
~ 0.987 = 98.7%

kde rovnost 1 — ®(—+/5) = ®(v/5) plyne z vlastnosti standardizovaného normélniho rozdéleni
(funke hustoty je symetricka podle osy y). o

Regend. [6. tlohy]

Necht X je ndhodna veli¢ina uréujici pocet padlych jednic¢ek p¥i 600 hodech idedlni kost-
kou, tj. X ~ Bi(600, %) Podle véty 3 miizeme X aproximovat pomoci normalniho rozdélenf
N(100, @) Situaci, ve které padla jednicka pfesné 45-krat, mizeme uvazovat jako jednoprv-
kovy nadhodny vybér. Chceme zjistit, zda-li na hladiné spolehlivosti o = 0.01 miize uvazovana
kostka byt idealni kostkou. V idealni pfipadé padne jednic¢ka v 600 hodech 100 krat. Chceme
tedy urcit oboustranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu poc¢tu padlych jednicek nasi
kostky a zjistit, zda-li v ném idedini stiedni hodnota 100 lezi. P¥i urcovani oboustranného
intervalu spolehlivosti pro parametr p vychazime ze vzorce

1_04:P(X—%z(%)<u<5(+%2(%))7

Sopét zdaraziuji, mrknéte se na tabulku pro standardizované norméalni rozdéleni a jak se s ni pracuje




kde ¢islo z(x) odpovidéa vzoru hodnoty x v tabulce standardizovaného normélniho rozdéleni. V
nasem piipadé mame a = 0.01, X = 45, ﬁ = 23@ a dostavame proto, Ze interval spolehlivosti
na hladiné o = 0.01 pro stfedni hodnotu u je (21,69). Jelikoz hodnota 100 v tomto intervalu
nelezi, neda se s pravdépodobnosti 99% tvrdit, ze nase kostka je idealni.

o



