
Níºe naleznete °e²ení n¥kterých p°íklad· z 12. cvi£ení z p°edm¥tu MB 103/203, podzim
2018. �íslo v hranaté závorce odkazuje na °e²ený p°íklad s ohledem na £íslování pdf souboru
ke cvi£ení, který naleznete ve studijních materiálech p°edm¥tu (soubor mlllc-2018-12.pdf).
�e²ení k úlohám by m¥lo být moºné nalézt ve velice podobné form¥ ve skriptech k tomuto
p°edm¥tu, odkud jsem je p°evzal a pouze mírn¥ uzp·sobil s ohledem na notaci a teorii, kterou
jsme pouºívali.
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Krom¥ jiných výsledk· plynoucích z teorie budeme p°i °e²ení p°íklad· pot°ebovat násle-
dující tvrzení.

V¥ta 1 (�eby²evova nerovnost). Nech´ X je náhodná veli£ina s kone£ným rozptylem DX a
nech´ ε > 0 je libovolná, �xn¥ zvolená konstanta. Pak platí

P (|X − EX| ≥ ε) ≤ DX

ε2

V¥ta 2 (Markovova nerovnost). Nech´ X je nezáporná náhodná veli£ina1, pro kterou známe
st°ední hodnotu EX a nech´ ε > 0 je libovolná, �xn¥ zvolená konstanta. Pak platí

P (X ≥ ε) ≤ EX

ε

V¥ta 3 (O st°ední hodnot¥, rozptylu a aproximaci binomického rozd¥lení). Nech´ X je ná-
hodná veli£ina s binomickým rozd¥lením X ∼ Bi(n, p). Pak pro st°ední hodnotu EX a rozptyl
DX platí

EX = np

DX = np(1− p) .

Navíc lze binomické rozd¥lení aproximovat normálním rozd¥lením s parametry µ = np a σ2 =
np(1− p), tj. X ≈ N(np, np(1− p)).
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�e²ení. [2. úlohy]
X je náhodná veli£ina s EX = µ. Chceme ur£it P (X ≥ 3µ). Podle Markovovy nerovnosti z
v¥ty 2 máme

P (X ≥ 3µ) ≤ µ

3µ
=

1

3
.

Jestliºe navíc víme, ºe náhodná veli£ina má exponenciální rozd¥lení s parametrem µ, tj. X ∼
Ex( 1

µ), pak platí

P (X ≥ 3µ) = 1− P (X < 3µ) = 1− P (X ≤ 3µ) = 1− F (3µ) ,

kde F (x) = 1− e−
x
µ je distribu£ní funkce uvaºovaného rozd¥lení. Proto

P (X ≥ 3µ) = 1− (1− e−3) =
1

e3
. �

1Tj. X(ω) ≥ 0 ∀ω ∈ Ω
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�e²ení. [3. úlohy]
�eby²ev: Náhodná veli£ina X, která popisuje po£et padlých ²estek, má binomické rozd¥lení
X ∼ Bi(1200, 16). Podle v¥ty 3 to v na²em p°ípad¥ znamená, ºe st°ední hodnota pro X je

EX = 1200 · 1

6
= 200

a rozptyl je

DX = 1200 · 1

6
(1− 1

6
) = 200 · 5

6
=

500

3
.

Pravd¥podobnost, ºe v 1200 pokusech padn¥ alespo¬ 150-krát a nejvý²e 250-krát hodnota 6 se
zapí²e jako P (150 ≤ X ≤ 250). P°epí²eme tuto nerovnost pomocí absolutní hodnoty (uvnit°
vyjde |X −EX|), vyuºijeme pravd¥podobnosti dopl¬ku a pouºijeme �eby²evovu nerovnost z
v¥ty 1.

P (150 ≤ X ≤ 250) = P (|X − 200| ≤ 50)

= 1− P (|X − 200| ≥ 51)

≥ 1− 500

3 · 512

≈ 0.94 .

Moivre-Laplace: Jelikoº p°ímé vy£íslení hodnoty P (150 ≤ X ≤ 250) pomocí distribu£ní funkce
je (bez uºití po£íta£e) komplikované, m·ºeme vyuºít aproximace pomocí normálního rozd¥lení.
Moivre-Laplaceova v¥ta je d·sledkem centrální limitní v¥ty pro náhodné veli£iny s binomickým
rozd¥lením. Konkrétn¥ platí, ºe je-li X náhodná veli£ina s binomickým rozd¥lením Bi(n, p),
pak náhodná veli£ina Sn dána vztahem

Sn =
X − np√
np(1− p)

bude pro dostate£n¥ velká n konvergovat2 k náhodné veli£in¥ se standardizovaným normálním
rozd¥lením3 N(0, 1) a distribu£ní funkcí Φ. Pro nás to znamená, ºe náhodnou veli£inu X
nahradíme náhodnou veli£inou

Z =
X − 200√

500
3

=

√
3(X − 200)

10
√

5
,

pro jejíº distribu£ní funkci platí FZ ≈ Φ. P°epí²eme podle vý²e uvedeného vztahu pro Z

2aproximace se povaºuje za dobrou, platí-li np(1 − p) > 9, coº je v na²em p°ípad¥ se zna£nou rezervou

spln¥no
3tj. normální rozd¥lení se st°ední hodnotou 0 a rozptylem 1.
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nerovnost v pravd¥podobnosti P (150 ≤ X ≤ 250) a upravíme

P (150 ≤ X ≤ 250) = P (150− 200 ≤ X − 200 ≤ 250− 200)

= P (

√
3(150− 200)

10
√

5
≤ Z ≤

√
3(250− 200)

10
√

5
)

= P (
−50
√

3

10
√

5
≤ Z ≤ 50

√
3

10
√

5
)

= P (−
√

15 ≤ Z ≤
√

15)

≈ Φ(
√

15)− Φ(−
√

15)

= Φ(
√

15)− (1− Φ(
√

15))

= 2Φ(
√

15)− 1 .

Dále musíme postupovat podle tabulky normálního rozd¥lení (viz. tabulka standardizovaného
normálního rozd¥lení nap°. ve skriptech, na anglické wikipedii apod.). 4. Platí

√
15 ≈ 3.87 a v

tabulce této hodnot¥ odpovídá £íslo 0.49995, které je rovno obsahu plochy pod grafem funkce
hustoty mezi hodnotou 0 a 3.87. Abychom získali Φ(

√
15), musíme tedy k této hodnot¥ je²t¥

p°í£íst 0.5. Tj. Φ(
√

15) ≈ 0.99995 a dohromady získáváme

P (150 ≤ X ≤ 250) ≈ 2Φ(
√

15)− 1 ≈ 2 · 0.99995− 1 ≈ 0.9999 = 99.99% . �

�e²ení. [4. úlohy]
Jako náhodnou veli£inu X máme dle zadání ozna£it rychlost v¥tru a chceme zjistit P (X ≤ 60).
Pr·m¥rná rychlost je 20 km/hod, tj. EX = 20 a podle Markovovy nerovnosti pak5

P (X ≤ 60) = 1− P (X ≥ 60) = 1− 20

60
=

2

3
.

V druhé £ásti úkolu navíc víme, ºe sm¥rodatná odchylka σ =
√
DX = 1 km/hod a úloha

vede na aplikaci �eby²evovy nerovnoti. Chceme zjistit, pro jaké x platí 0.9 ≤ P (|X−20| < x).
P°itom platí P (|X − 20| < x) = 1 − P (|X − 20| ≥ x) a podle �eby²evovy nerovnosti máme
P (|X − 20| ≥ x) ≤ 1

x2
, tedy P (|X − 20| < x) ≤ 1− 1

x2
. Dohromady

0.9 ≤ 1− 1

x2
⇒ x ≥

√
10 ≈ 3.2 .

Jelikoº jsme zjistili, jak velký výkyv m·ºe být kolem pr·m¥rné hodnoty v¥tru, víme, ºe interval
rychlostí, kterých vítr s pravd¥podobností alespo¬ 0.9 nabývá, je I ≈ (20 − 3.2, 20 + 3.2) =
(16.8, 23.2). �

�e²ení. [5. úlohy]
V této úloze X je náhodná veli£ina, která udává po£et student· s prosp¥chem do 1.2 ze
skupiny n náhodn¥ vybraných student·. X má tedy binomické rozd¥lení X ∼ Bi(n, 0.1),
jelikoº pouze 10% student· z celé fakulty má poºadovaný prosp¥ch. Úloha se nás ptá, pro
jaké nejmen²í n bude spln¥na rovnost 0.95 = P (0.08n ≤ X ≤ 0.012n). Nerovnost uvnit°

4POZOR: Podívejte se, jak tabulka funguje, aby vás p°i písemce nep°ekvapila. Tabulka totiº nevyjad°uje

p°ímo Φ(x), ale Φ(x)− 0.5.
5v nerovnostech vyuºijeme, ºe X je spojitá, tj. P (X > 60) = P (X ≥ 60)
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argumentu P m·ºeme transformovat podobn¥ jako ve 3. úloze a získat aproximaci pomocí
standardizovaného normálního rozd¥lení

0.95 = P (0.08n ≤ X ≤ 0.12n)

= P (
−0.02n

0.3
√
n
≤ X − 0.1n

0.3
√
n
≤ 0.02n

0.3
√
n

)

≈ 2Φ(
0.02

0.3

√
n)− 1

≈ 2Φ(0.0666
√
n)− 1

Tedy máme

0.95 ≈ 2Φ(
2

30

√
n)− 1⇒ Φ(

2

30

√
n) ≈ 0.975 .

V tabulce proto hledáme6 vzor hodnoty 0.975− 0.5 = 0.475. Zjistíme, ºe vzor hodnoty 0.475
je £íslo 1.96, coº znamená P (Z ≤ 1.96) = Φ(1.96) = 0.975 ≈ Φ( 2

30

√
n). Kone£n¥ vyvozujeme

2
30

√
n ≈ 1.96⇒ n ≈ (1.96 · 15)2 = 864.36. Pot°ebujeme tedy skupinu 865 student·, abychom

dosáhli poºadovaných parametr·. �

�e²ení. [6. úlohy]
Zde volíme náhodnou veli£inu X jako po£et strom·, které se ujmou. Máme proto X ∼
Bi(500, 0.8), EX = 400, DX = 80 a analogicky jako v p°edchozích úlohách m·ºeme apro-
ximovat pomocí standardizovaného rozd¥lení náhodné veli£iny Z = X−400√

80
. Chceme zjistit

P (X ≥ 380)

P (X ≥ 380) = P (Z ≥ 380− 400√
80

= P (Z ≥ −
√

5)

≈ 1− Φ(−
√

5)

= Φ(
√

5)

≈ 0.987 = 98.7%

kde rovnost 1−Φ(−
√

5) = Φ(
√

5) plyne z vlastností standardizovaného normálního rozd¥lení
(funke hustoty je symetrická podle osy y). �

�e²ení. [6. úlohy]
Nech´ X je náhodná veli£ina ur£ující po£et padlých jedni£ek p°i 600 hodech ideální kost-
kou, tj. X ∼ Bi(600, 16). Podle v¥ty 3 m·ºeme X aproximovat pomocí normálního rozd¥lení
N(100, 2503 ). Situaci, ve které padla jedni£ka p°esn¥ 45-krát, m·ºeme uvaºovat jako jednoprv-
kový náhodný výb¥r. Chceme zjistit, zda-li na hladin¥ spolehlivosti α = 0.01 m·ºe uvaºovaná
kostka být ideální kostkou. V ideální p°ípad¥ padne jedni£ka v 600 hodech 100 krát. Chceme
tedy ur£it oboustranný interval spolehlivosti pro st°ední hodnotu po£tu padlých jedni£ek na²í
kostky a zjistit, zda-li v n¥m ideální st°ední hodnota 100 leºí. P°i ur£ování oboustranného
intervalu spolehlivosti pro parametr µ vycházíme ze vzorce

1− α = P (X̄ − σ√
n
z(
α

2
) < µ < X̄ +

σ√
n
z(
α

2
)) ,

6op¥t zd·raz¬uji, mrkn¥te se na tabulku pro standardizované normální rozd¥lení a jak se s ní pracuje
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kde £íslo z(x) odpovídá vzoru hodnoty x v tabulce standardizovaného normálního rozd¥lení. V
na²em p°ípad¥ máme α = 0.01, X̄ = 45, σ√

n
= 250

3 a dostáváme proto, ºe interval spolehlivosti
na hladin¥ α = 0.01 pro st°ední hodnotu µ je (21, 69). Jelikoº hodnota 100 v tomto intervalu
neleºí, nedá se s pravd¥podobností 99% tvrdit, ºe na²e kostka je ideální.

�
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