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Cviceni 5: Lenost, intensionalni
seznamy, foldy

Pred patym cvicenim je zapotiebi znat:
» co je to vyhodnocovaci strategie;
» jak probiha striktni a liné vyhodnocovand;

» co jsou intensiondlni seznamy a jak se v Haskellu zapisuji, tj. napriklad umét
precist zapis
[2*y | x<- [1,2,3,4,5], even x, let y = 2 + x ]

» jak funguji akumulac¢ni funkce na seznamech, tj. funkce:

foldr :: (a -=> b ->Db) > b -> [a] > b
foldrl :: (a -> a ->a) -> [a] -> a
foldl :: (b ->a ->b) -=>b ->[a] -> b
foldll :: (a -> a > a) > [a] -> a

5.1 Lenost
Pr. 5.1.1 Naprogramujte unarni funkci naturalsFrom :: Integer -> [Integer], ktera pro vstup
= B vrati nekonecny seznam [n, n + 1, n + 2,...].
Pomoci funkce naturalsFrom definujte nekonecny seznam naturals :: [Integer]

vSech prirozenych ¢isel véetné nuly.

Pr. 5.1.2 Uvazte seznam naturals, ktery jste definovali v predchozim ptikladu. Méjme déle stan-

»= dardni funkei (!'!') :: [a] -> Int -> a definovanou néasledovné:
(x:xs) ! 0 =x
(x:xs) !''"n=xs !l (n-1)
Jakou hodnotu méa vyraz naturals !! 27 Ukazte cely vypocet, ktery k této hodnoté vede.

Kde se v tomto vypoctu projevi lind vyhodnocovaci strategie?
Vysvétlete, jak by vypocet vyrazu naturals !! 2 probihal, kdyby Haskell pouzival
striktni vyhodnocovaci strategii.

Pr. 5.1.3 Uvazte opét seznam naturals z prikladu 5.1.1. Mé&me dale standardni funkci
»= filter :: (a -> Bool) -> [a] -> [al] definovanou nésledovné:

filter _ [] = []
filter p (x : xs) = if p x then x : filter p xs else filter p xs

Jak se bude chovat interpret jazyka Haskell pro vstup filter (< 3) naturals? Ovérte
svou hypotézu v interpretu a jeho chovani vysvétlete.

Pr. 5.1.4 Jaky je vyznam liného vyhodnocovani v nasledujicich vyrazech:
»= a) let £ = f in fst (2, £)

b) let £ [] = 3 in const True (f [1])

¢) 0 % div 2 0

d) snd ("a" * 10, id)
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Zjistéte, jak se chovaji funkce zip a zipWith, pokud jeden z jejich argumentt je nekonecny
seznam.

Uvazte seznam studentt Fakulty informatiky reprezentovany pomoci seznamu jmen
studentt [String] tak, ze studenti jsou v ném serazeni podle poctu bodt, které zis-
kali z predmétu 1Bo15. Napiste funkci addNumbers :: [String] -> [String], kterd ke
kazdému studentovi prida jeho poradi ve vstupnim seznamu. Napriklad:

addNumbers ["Pablo", "Steve", "Javier", "Gustavo"] ~*
["1. Pablo", "2. Steve", "3. Javier", "4. Gustavo"]

Zkuste funkci addNumbers naprogramovat tak, aby vstupni seznam prosla pravé jednou
(tedy zejména nepouzivejte funkci length).

Uvazte libovolny vyraz a pocet kroku vyhodnoceni tohoto vyrazu pii pouziti liné vyhodno-
covaci strategie a pocet krokil pti pouziti striktni vyhodnocovaci strategie. Jaky je obecné
vztah (=, <, <, >, >, ani jedno) mezi témito poé¢ty kroku? Jaky je obecné vztah mezi
pocty krokt norméalni vyhodnocovaci strategie a striktni vyhodnocovaci strategie?

Jaké jsou vyhody liné vyhodnocovaci strategie? Jaké jsou vyhody striktni vyhodnocovaci
strategie?

Pomoci nékteré z funkci iterate, repeat, replicate, cycle vyjadrete nekonecné seznamy:
a) Seznam nekoneéné mnoha hodnot True.

) Rostouci seznam vsech mocnin éisla 2.

) Rostouci seznam vSech mocnin éisla 3 na sudy exponent.

) Rostouci seznam vsech mocnin ¢isla 3 na lichy exponent.

)

)

o o T

Alternujici seznam -1 a 1: [1, -1, 1, -1, ...].
f Seznam f‘etéZCfl [un, ||*||’ Il**ll’ u***u’ u****u, ]
g) Seznam zbytku po déleni 4 pro seznam [1 ..]: [1, 2, 3, 0, 1, 2, 3, 0, ...].

Definujte  Fibonacciho  posloupnost, tj. seznam  kladnych  celych  ¢isel

(o, 1+, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...]. Miuzete ji definovat jako seznam
hodnot (typ [Integer]) nebo jako funkci, kterd vrati konkrétni Fibonacciho ¢islo
(Integer -> Integer). Jakd je ve Vasi implementaci slozitost vypoctu n-tého éisla
Fibonacciho posloupnosti?

Naprogramujte funkci differences :: [Integer] -> [Integer], kterd pro nekonec¢ny
seznam [x1, x2, x3,...] vypocitd seznam rozdild po sobé jdoucich dvojic prvki, tedy
seznam [(x2 - x1), (x3 - x2), (x4 - x3), ...].

Zkuste funkci differences naprogramovat bez explicitniho pouziti rekurze, pomoci
funkci zipWith a tail.

Naprogramujte funkci values :: (Integer -> a) -> [al], kterd pro zadanou funkci
f :: Integer -> a vypocCitd nekoneény seznam jejich hodnot [f 0, £ 1, £ 2, ...].

Uvazte funkci differences z predchozi tlohy.
a) Cemu odpovidé seznam differences (values f)?
b) Cemu odpovid4 seznam differences (differences (values f))?

Pomoci funkci values, differences, zip3 a dalsich vhodnych funkeci na seznamech napiste
funkci localMinima :: (Integer -> Integer) -> [Integer], kterd prozadanou funkci
f :: Integer -> Integer vypocita seznam hodnot, ve kterych funkce £ nabyva na klad-
nych vstupech lokdlnitho minima (tedy hodnot £ n takovych, Zen > 0,f (n - 1) > f n
azaroven £ (n + 1) > £ n).
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Pomoci rekurzivni definice a funkce zipWith vyjadrete Fibonacciho posloupnost tak, ze
pro vypocet kazdého prvku posloupnosti staéi linedrné mnoho rekurzivnich voléni.

Protoze moznost definovat nekoneéné seznamy neni zadnéd magie, ale vyplyva z vlastnosti
vyhodnocovaci strategie jazyka Haskell, neni prekvapivé, ze lze definovat nekonecné hodnoty
i pro jiné vlastni datové typy. Vzpomente si na definici datového typu binarnich stromi:

data BinTree a = Node a (BinTree a) (BinTree a) | Empty
deriving (Show, Eq)

Na rozdil od nekoneénych seznamt bohuzel neni zarucené, ze pri vypisu nekonec¢ného
stromu v interpretu uvidite diive nebo pozdéji kazdy jeho prvek. Vypis totiz probiha
do hloubky, a tudiz se nejprve vypisuje celd nejlevéjsi vétev stromu. Ta vsak nemusi byt
konecna, takze se vypis nemusi dostat k ostatnim vétvim stromu.

Pro dalsi praci s nekone¢nymi binarnimi stromy se tedy bude hodit nejprve definovat
funkci, kterd pro zadany potencialné nekonec¢ny strom vrati jeho konecnou c¢ast, kterou lze
vypsat celou. Definujte tedy funkci treeTrim :: BinTree a -> Integer -> BinTree a
takovou, ze pro zadany strom t a hloubku h bude vysledkem treeTrim t h konecny strom,
ktery obsahuje ty uzly stromu t, které jsou nejvyse v hloubce h. Vzpomente si, ze koren
stromu méa hloubku 0. Poté definujte:

a) funkci treeRepeat :: a -> BinTree a jako analogii seznamové funkce repeat.

Funkce tedy vytvori nekonecny strom, ktery méa v kazdém uzlu zadanou hodnotu.

Tedy napriklad

treeTrim (treeRepeat 42) 1 ~»*
Node 42 (Node 42 Empty Empty) (Node 42 Empty Empty)

b) funkci treelterate :: (a -> a) -> (a -> a) -> a -> BinTree a jako analogii
seznamové funkce iterate. Levy potomek kazdého uzlu bude mit hodnotu vzniklou
aplikaci prvni zadané funkce a pravy aplikaci druhé zadané funkce. Tedy napriklad

treeTrim (treelterate (+1) (*4) 2) 1 ~»*
Node 2 (Node 3 Empty Empty) (Node 8 Empty Empty)

c) pomoci funkce treelterate vyjadiete nekonecny bindrni strom depthTree typu
BinTree Integer, jehoz kazdy uzel v sobé obsahuje svou hloubku. Tedy naptiklad

treeTrim depthTree 1 ~~*
Node O (Node 1 Empty Empty) (Node 1 Empty Empty)

Definujte néjaky binarni strom, ktery obsahuje alespon jednu nekonecnou vétev a alespon
jednu koneénou vétev.

5.2 Intensionalni seznamy

Reprezentujme seznam studentd a jimi absolvovanych predméti pomoci typu
[(Int, [Stringl)], kde prvni slozka dvojice reprezentuje uco studenta a druha slozka
kédy predméti, které dany student absolvoval.

Pomoci intensionédlnich seznamt napiste funkce:

a) countPassed :: [(Int, [Stringl)] -> [(Int, Int)], kterd vrati uco kazdého
studenta spolu s poc¢tem predmétii, které dany student absolvoval,
b) atLeastTwo :: [(Int, [Stringl)] -> [Int], kterd vrati uca studentu, ktefi ab-

solvovali alespon dva predméty,
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c) passedIB015 :: [(Int, [String])] -> [Int], kterd vrati uca studentu, ktefi
absolvovali predmét "IB0O15",

d) passedBySomeone :: [(Int, [String])] -> [String], kterd vrati kédy pred-
méti, které absolvoval alespon jeden student (kédy se v seznamu muzou opakovat).

Reprezentujme seznam ucastnikd plesu pomoci typu [(String, Bool)], kde prvni slozka
dvojice reprezentuje jméno ucastnika a druhd slozka je True pravé tehdy, kdyz tucastnik je
zena.

Pomoci intensionalnich seznamu napiste funkci

allPairs :: [(String, Bool)] -> [(String, String)]

kterd pro dany seznam tucastniku vrati seznam vsSech moznych dvojic icastniki ve tvaru
(muz, zena). Napiiklad tedy:

allPairs [("Jeff", False), ("Britta", True),
("Annie", True), ("Troy", False)] ~-*

[("Jeff", "Britta"), ("Jeff", "Annie"),

("Troy", "Britta"), ("Troy", "Annie")]

Jak ovliviiuje poradi generatoru a kvalifikatori ve Vasi definici vysledny seznam a pocet
krokt potirebnych k jeho vygenerovani?

Pomoci intensionalnich seznamt definujte funkci divisors, ktera k zadanému prirozenému
¢islu vrati seznam jeho kladnych déliteld.

Intensionalnim zpusobem zapiste nédsledujici seznamy nebo funkce:
a) [1, 4, 9, ..., k = 2] (pro pevné dané externé definované k)
b) funkci f, kterd ze seznamu seznamu vybere jenom ty delsi nez 3 prvky
C) MHkkAkk!
d) [llll’ II*II’ II**II’ ll***ll’ . ]
)

e) seznam seznami [[1], [1, 21, [1, 2, 31, ...]

Intensiondlnim zpusobem zapiste vyrazy, které se chovaji stejné jako nasledujici (predpo-
kladejte externé definované funkce/hodnoty £, p, s, x):

a) map f s

b) filter p s

c) map f (filter p s)
d) repeat x

e) replicate n x

f) filter p (map f s)

Napiste funkci, kterd ze seznamu prvki vygeneruje vsechny
a) permutace,
b) variace s opakovanim,
¢) kombinace.

Prvky ve vysledném seznamu mtzou byt v libovolném poradi. Mizete predpoklddat, ze
prvky vstupniho seznamu jsou rizné. Také se muzete v pripadé potfeby omezit na seznamy
s porovnatelnymi prvky (tj. typu Eq a => a).

Ktera z nize uvedenych funkci je casové efektivnéjsi? Pro¢? Jak se uvedené funkce chovaji
pro nekone¢né seznamy?

o f1 :: [a]l -> [a]
fils=[s !"n | n<- [0, 2 .. length s] 1]



Pr.

Pr.

. 5.2.8
»=

. 5.2.9
»=

5.2.10

5.2.11

. 5.3.1

. 5.3.2
»=
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o f2 :: [a] -> [a]

f2 (x: _ :8)=x: f2s
f2 _ =[]
Definujte nekonecny seznam integers :: [Integer], ktery obsahuje pravé vsechna celd

¢isla. Seznam integers musi spliovat, ze kazdé celé ¢islo v ném jde vygenerovat po
konectném poctu kroki. Jinymi slovy, pro kazdé celé ¢islo z musi existovat i takové, ze
(integers !! i) == =z

Definujte nekoneény seznam threeSum :: [(Integer, Integer, Integer)], ktery ob-
sahuje pravé ty trojice kladnych cisel (x, y, z), pro které plati x + y == z. Seznam
threeSum musi spliiovat, ze kazda takova trojice v ném jde vygenerovat po konecéném
poctu krokt. Jinymi slovy, pro kazdou trojici (x, y, z), kde x + y == z, musi existovat
i takové, zZe (threeSum !! i) ~* (x, y, z).

Definujte nekoneény seznam nonNegativePairs :: [(Integer, Integer)], ktery ob-
sahuje pravé vSechny dvojice kladnych ¢isel (x, y). Seznam nonNegativePairs musi
splnovat, ze kazda dvojice kladnych ¢isel v ném jde vygenerovat po koneéném poctu krokt.

Definujte nekone¢ny seznam positivelLists :: [[Integer]], ktery obsahuje prave
vSechny konecné seznamy kladnych ¢isel. Seznam positiveLists musi splnovat, ze kazdy
konecny seznam kladnych ¢isel v ném jde vygenerovat po koneé¢ném poctu kroki.

5.3 Akumulaéni funkce na seznamech

Definujte nasledujici funkce rekurzivné:
a) product' — soucin prvku seznamu
b) length' — pocet prvki seznamu
¢) map' — funkci map

Co maji tyto definice spole¢ného? Jak by vypadalo jejich zobecnéni (tj. funkce, pomoci

které se pouzitim vhodnych argumentu daji vSechny tyto tfi funkce implementovat)?

Pomoci vhodné akumula¢ni funkce foldr, foldl, foldrl nebo foldll implementujte
nasledujici funkce:
a) Funkci sumFold, kterd vrati soucet ¢isel v zadaném seznamu.
sumFold :: Num a => [a] -> a
sumFold [1, 2, 4, 5, 7, 6, 2] ~* 27
b) Funkci productFold, kterd vrati soucin ¢isel v zadaném seznamu.
productFold :: Num a => [a] -> a
productFold [1, 2, 4, 0, 7, 6, 2] ~* 0O
c¢) Funkci orFold, kterd vrati True, pokud se v zadaném seznamu nachézi aspon jednou
hodnota True, jinak vrati False.
orFold :: [Bool] -> Bool

orFold [False, True, False] ~~»* True

d) Funkci andFold, ktera vrati False, pokud se v zadaném seznamu nachézi aspon
jednou hodnota False, jinak vrati True.
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andFold :: [Bool] -> Bool
andFold [False, True, False] ~* False

e) Funkci lengthFold, kterd vrati délku zadaného seznamu.

lengthFold :: [a] -> Int
lengthFold ["Holographic Rick", "Shrimp Rick", "Wasp Rick"] ~~»* 3

f) Funkci minimumFold, kterd vrati minimalni prvek ze zadaného neprazdného seznamu.

minimumFold :: Ord a => [a] -> a
minimumFold [3, 4, 2, 5] ~* 2

g) Funkci maximumFold, kterd vrati maximalni prvek ze zadaného neprazdného seznamu.

maximumFold :: Ord a => [a] -> a
maximumFold "patrick star" ~»* 't'

Vsechny funkce z predchoziho ptikladu jiz jsou ve standardni knihovné jazyka Haskell
implementované. Pomoci dokumentace zjistéte, jak se ve standardni knihovné jmenuji.

Urcete, co délaji akumulacni funkce s uvedenymi argumenty. Najdéte hodnoty, na které lze
tyto vyrazy aplikovat, a ovérte pomoci interpretu.

a) foldrl (\x s -> x + 10 * 8)

b) foldll (\s x -> 10 * s + x)

Definujte funkci subtractlist, kterd odecte druhy a vSechny dalsi prvky neprdzdného
seznamu od jeho prvniho prvku, tj. subtractlist [x1, x2, ..., xn] se vyhodnoti na
x1 - x2 - ... - xn.

Uvazme funkci: foldr (.) id
a) Jaky je vyznam této funkce?
b) Jaky je jeji typ?
c¢) Uvedte piiklad ¢astecné aplikace této funkce na jeden argument.
d) Uvedte priklad iplné aplikace této funkce na kompletni seznam argument.

S pouzitim vhodné akumulac¢ni funkce definujte funkci append' :: [a] -> [a]l -> [al,
kterd vypocita zretézeni vstupnich seznamti. Tedy funkce append' se bude chovat stejné
jako knihovni funkce (++).

Zkuste vsechny vyrazy pouzité pri definici funkce append' co nejvice n-redukovat.

S pouzitim vhodné akumulac¢ni funkce definujte funkci reverse' :: [a] -> [a], kterd
s linedrni ¢asovou slozitosti oto¢i vstupni seznam (dejte si pozor na to, ze operator ++ ma
linedrni ¢asovou slozitost vzhledem k délce prvniho argumentu).

Vasi tlohou je implementovat funkci dle specifikace v zadani za pouziti standardnich
funkei foldr, foldl, foldri, foldll. Pokud neni feceno jinak, feseni by nemélo obsahovat
formalni parametry — méa tedy byt v nasledujicim tvaru:

functionName = foldr (function) (term)
Jestlize je mozné priklad fesit vice nez jednou z nabizenych akumulac¢nich funkci, vyberte
tu, kterd je nejefektivnéjsi. K vétsiné zadani je dostupny i ukazkovy vysledek na jednom
seznamu slouzici jako ilustrace.

Kazdé reseni zapisujte i s typem funkce, v nékterych prikladech by bez néj nemuselo jit
zkompilovat (divod je ponékud slozitéjsi).
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a)

Funkce composeFold vezme seznam funkci a hodnotu, a vrati hodnotu, kterd vznikne
postupnym aplikovanim funkei v seznamu na danou hodnotu (posledni funkce se
aplikuje jako prvni, prvni jako posledni).

composeFold :: [a -> al] -> a -> a
composeFold [(* 4),(+ 2)] 3 ~* 20

Funkce idFold vrati zadany seznam beze zmény.

idFold :: [a] -> [a]
idFold ["Lorelai", "Rory", "Luke"] ~* ["Lorelai", "Rory", "Luke"]

Funkce concatFold vrati zretézeni prvki zadaného seznamu seznamu.

concatFold :: [[a]] -> [a]
concatFold ["pineapple", "apple", "pen"] ~»

* n

pineappleapplepen"

Funkce listifyFold nahradi kazdy prvek jednoprvkovym seznamem s ptvodnim
prvkem.

listifyFold :: [a] -> [[all

listifyFold [1, 3, 4, 5] ~* [[1], [3], [41, [5]]

Funkce mapFold vezme funkci a seznam, a vrati seznam, ktery vznikne aplikaci zadané
funkce na kazdy prvek zadaného seznamu. Pro funkci pouzijte formalni argument.
mapFold :: (a -> b) -> [a] -> [b]

mapFold (+ 5) [1, 2, 3] ~* [6, 7, 8]

Funkce nullFold vrati True, pokud je zadany seznam prazdny, jinak vrati False.

nullFold :: [a] -> Bool
nullFold ["Aang", "Appa", "Momo", "Zuko"] ~~* False

Funkce headFold vrati prvni prvek zadaného neprazdného seznamu.

headFold :: [a] -> a
headFold [“Light", "L", "Ryuk", "Misa"] ~»* "Light"

Funkce lastFold vrati posledni prvek zadaného neprazdného seznamu.

lastFold :: [a] -> a
lastFold ["Edward", "Alphonse", "Winry", "Mustang"] ~»* "Mustang"

Funkce maxminFold vrati minimalni a maximalni prvek ze zadaného neprazdného
seznamu ve formé uspotadané dvojice. V definici pouzijte i formalni argument funkce
maxminFold, bude se Vam hodit. Funkce by méla projit zadany seznam pouze jednou!

maxminFold :: Ord a => [a] -> (a, a)
maxminFold ["Lana", "Sterling", "Cyril"] ~~»* ("Cyril", "Sterling")

Funkce suffixFold vrati seznam vsech pfipon zadaného seznamu (jako prvni bude
samotny seznam, posledni bude prazdny seznam).

suffixFold :: [a] -> [[al]
suffixFold "abcd" ~~»* ["abcd", "bcd", "cd", "d", ""]

Funkce filterFold vezme predikat a seznam a vrati seznam, ktery vznikne ze
zadaného seznamu vyloucenim vsech prvki, na kterych predikat vrati False. Pro
predikat pouzijte formalni argument.

filterFold :: (a -> Bool) -> [a] -> [a]
filterFold odd [1, 2, 4, 8, 6, 2, 5, 1, 3] ~* [1, 5, 1, 3]
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1) Funkce oddEvenFold vrati v usporddané dvojici seznamy prvku z lichych a sudych
pozic puvodniho seznamu.

oddEvenFold :: [a] -> ([al, [al)
oddEvenFold [1, 2, 7, 5, 4] ~* ([1, 7, 41, [2, 51)

m) Funkce takeWhileFold vezme predikdt a seznam, a vrati nejdelsi prefix seznamu,
pro jehoz kazdy prvek vrati predikat hodnotu True. Pro predikat pouzijte formalni
argument.

takeWhileFold :: (a -> Bool) -> [a] -> [a]
takeWhileFold even [2, 4, 1, 2, 4, 5, 8, 6, 8] ~* [2, 4]

n) Funkce dropWhileFold vezme predikat a seznam, a vrati zadany seznam bez nejdel-
stho prefixu, pro jehoz kazdy prvek vrati predikat hodnotu True. Pro predikat pouzijte
formalni argument.

dropWhileFold :: (a -> Bool) -> [a] -> [a]
dropWhileFold odd (1, 2, 5, 9, 1, 7, 4, 6] ~* [2, 5, 9, 1, 7, 4, 6]

Definujte funkci foldl pomoci funkce foldr.

Naprogramujte funkci insert :: Ord a => a -> [a] -> [a] takovou, Zze vysledkem
vyhodnoceni insert x xs pro usporadany seznam xs bude usporadany seznam, ktery
vznikne vlozenim prvku x na vhodné misto v seznamu xs. Naptiklad tedy:

insert 5 [1, 3, 18, 19, 30] ~* [1, 3, 5, 18, 19, 30]

Funkci insert nemusite implementovat pomoci akumulacnich funkci, avSak chcete-li si je
procvicit, muzete.

Pomoci funkce insert a vhodné akumula¢ni funkce naprogramujte funkci
insertSort :: Ord a => [a] -> [a], kterad seradi vstupni seznam pomoci algoritmu
razeni vkladanim (insert sort).

Pro¢ je implementace funkce or (logickd disjunkce vSech hodnot v seznamu) pomoci funkce
foldr lepsi nez pomoci foldl?

Pomoci dokumentace a internetu zjistéte, co délaji funkce foldl' a foldll' z modulu
Data.List. Jak se lisi od funkeci foldl a f01d117 Kdy byste pouzili funkci foldl' misto
funkce foldl? Zamyslete se, pro¢ knihovna neobsahuje funkci foldr'.

Je mozné definovat funkci £ tak, aby se foldr £ [] s vyhodnotilo na seznam obsahujici
jenom prvky ze sudych mist v seznamu s?

Je mozné definovat takovou funkci pomoci vyrazu ve tvaru snd (foldr f v s) pro
vhodné hodnoty f a v?

Megjme funkci foldr2 definovanou nésledovné:

foldr2 :: (a ->a ->b ->b) -> (a ->b) ->b -> [a] -> b
foldr2 f2 f1 fO [1 = fO

foldr2 f2 f1 fO [x] = f1 x

foldr2 f2 f1 fO (x : y : s) = £2 x y (foldr2 £f2 f1 0 s)

Zkuste definovat funkci foldr pomoci foldr2 a funkci foldr2 pomoci foldr, nebo zda-
vodnéte, pro¢ to neni mozné.
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5.4 Akumulac¢ni funkce na vlastnich datovych strukturach

Méjme klasicky datovy typ BinTree a reprezentujici bindrni stromy, které maji v uzlech
hodnoty typu a:

data BinTree a = Node a (BinTree a) (BinTree a) | Empty
deriving (Show, Eq)

Definujte funkci treeFold, ktera bude analogii seznamové funkce foldr. Tedy volani
treeFold n e t nahradi ve stromé t vSechny hodnotové konstruktory Node funkci n
a vsSechny hodnotové konstruktory Empty hodnotou e. Naptiklad chceme, aby

o funkce treeFold (\v resultL resultR -> v + resultlL + resultR) 0 secetla
vSechna cisla v zadaném stromé,

o funkce treeFold (\v resultL resultR -> v * resultL * resultR) 1 vynéso-
bila vSechna ¢isla v zadaném stromé a

e funkce treeFold (\v resultL resultR -> v || resultlL || resultR) False
rozhodla, jestli v zadaném stromé je alespon jedna hodnota True.

Zkuste si pred vlastni implementaci rozmyslet, jaky ma funkce treeFold mit typ.

Vasi ilohou je implementovat pomoci funkce treeFold z pifedchozi tlohy nékolik funkci,
které pracuji se stromy typu BinTree a. Jestli liloha nefikd jinak, feseni by mélo byt bez
formalnich parametri, tedy v nasledujicim tvaru:

functionName = treeFold (function) (term)

Definici datového typu BinTree a, nékolika testovacich stromt a funkce treeFold
naleznete v souboru (i) 05_treeFold.hs (d4 se stdhnout i z ISu).

Ke vétsine uloh je dostupny i ukdzkovy vysledek na predem zvoleném stromé (slouzi
jako ilustrace, co zaddni vlastné pozaduje). Kvili prehlednosti jsou ukdzkové stromy
pojmenované a jejich definice najdete az za posledni podilohou.

a) Funkce treeSize vrati pocet uzli v zadaném stromeé.

treeSize :: BinTree a -> Int
treeSize tree0l ~* 6
treeSize tree06 ~~* 5

b) Funkce treeHeight vrati vysku zadaného stromu (pozndmka: prazdny strom ma
vysku 0, jednouzlovy strom mé vysku 1).

treeHeight :: BinTree a -> Int
treeHeight tree03 ~»* 2
treeHeight tree0l ~~»* 3

¢) Funkce treeList vrati seznam hodnot ze vSech uzli. Nejdiive uvedte hodnoty
z levého podstromu, pak hodnotu v uzlu a nasledné hodnoty z pravého podstromu
(tzv. inorder prochézeni stromu).

treelList :: BinTree a -> [al]

treelist treeOl ~~* [5, 3, 2, 1, 4, 1]

treelist tree02 ~-* I:"A“, an’ ”C", "D”, nEn]
d) Funkce treeConcat vrati zretézeni hodnot ze vsech uzla.

treeConcat :: BinTree [a] -> [a]
treeConcat tree02 ~»* "ABCDE"



data BinTree a = Node a (BinTree a) (BinTree a)
               | Empty
               deriving (Eq, Show)

treeFold :: (a -> b -> b -> b) -> b -> BinTree a -> b
treeFold n e (Node v l r) = n v (treeFold n e l)
                                (treeFold n e r)
treeFold n e Empty        = e

tree01 :: BinTree Int
tree01 = Node 2 (Node 3 (Node 5 Empty Empty) Empty)
                (Node 4 (Node 1 Empty Empty) (Node 1 Empty Empty))

tree02 :: BinTree String
tree02 = Node "C" (Node "A" Empty (Node "B" Empty Empty))
                  (Node "E" (Node "D" Empty Empty) Empty)

tree03 :: BinTree (Int,Int)
tree03 = Node (3,3) (Node (2,1) Empty Empty) (Node (1,1) Empty Empty)

tree04 :: BinTree a
tree04 = Empty

tree05 :: BinTree Bool
tree05 = Node False (Node False Empty (Node True Empty Empty))
                    (Node False Empty Empty)

tree06 :: BinTree (Int, Int -> Bool)
tree06 = Node (0,even)
              (Node (1,odd) (Node (2,(== 1)) Empty Empty) Empty)
              (Node (3,(< 5)) Empty
                              (Node (4,((== 0) . mod 12)) Empty Empty))


Otevřít přiložený soubor
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e)

Funkce treeMax vrati maximélni hodnotu ze vSech hodnot v uzlech. Hodnoty musi
byt z typové tridy Ord a Bounded (poznamka: zkuste hodnoty minBound a maxBound).
Upozornéni: Stromy, které budete pouzivat na vyhodnocovani méjte explicitné otypo-

vvvvvv

treeMax :: (Ord a, Bounded a) => BinTree a -> a
treeMax tree0l ~* 5
treeMax tree03 ~* (3, 3)

Funkce treeFlip vrati zadany strom, avSak kazdé jeho prava vétev bude vyménéna
s prislusnou levou vétvi.

treeFlip :: BinTree a -> BinTree a
treeFlip tree0l ~»*

Node 2 (Node 4 (Node 1 Empty Empty)

(Node 1 Empty Empty)) (Node 3 Empty (Node 5 Empty Empty))
treeConcat (treeFlip tree02) ~»* "EDCBA"

Funkce treeld vrati zadany strom v nezménéné podobé (Pozor! Stale vyzadujeme
pouziti funkce treeFold!).

treeld :: BinTree a -> BinTree a
treeld tree05 ~* treel05

Funkce rightMostBranch vrati seznam hodnot nejpravéjsi vétve zadaného stromu
(v nejpravéjsi vétvi nikdy ,nezatacime doleva®).

rightMostBranch :: BinTree a -> [a]

rightMostBranch treeO1 ~* [2, 4, 1]

rightMostBranch tree02 ~-»* ["C", "E"]

Funkce treeRoot vrati korenovy prvek zadaného stromu. Jestli je strom prazdny,
program havaruje (pozndmka: muzete pouzit hodnotu undefined).

treeRoot :: BinTree a -> a
treeRoot treel0l ~~* 2

Funkce treeNull zjisti, jestli je zadany strom prazdny (podobé se funkci null pro
seznamy).

treeNull :: BinTree a -> Bool
treeNull tree0l ~~* False
treeNull tree04 ~~* True

Funkce leavesCount vrati pocet listi v zadaném stromé (list je kazdy uzel, ktery
nema potomky).

leavesCount :: BinTree a -> Int
leavesCount tree0l ~~* 3
leavesCount tree04 ~~* 0

Funkce leavesList vrati seznam hodnot z listi zadaného stromu. Preferované poradi
list v seznamu je zleva doprava.

leavesList :: BinTree a -> [a]
leavesList tree01 ~* [5, 1, 1]
leavesList tree02 ~* ["B", "D"]

Funkce treeMap aplikuje zadanou funkci na hodnotu v kazdém uzlu zadaného stromu
(pozndmka: funkce pracuje podobné jako map na seznamech). Vyslednd funkce muze
mit jeden formalni parametr.

treeMap :: (a -> b) -> BinTree a -> BinTree b
treeMax (treeMap negate tree01) ~»* -1

10
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n) Funkce treeAny zjisti, jestli alespon jedna hodnota v zadaném stromé spliuje zadany
predikat (tedy se na ném vyhodnoti na True). Vyslednd funkce muze mit jeden
formalni parametr.

treeAny :: (a -> Bool) -> BinTree a -> Bool
treeAny (==10) tree01 ~»* False

treeAny even treeOl ~~* True

treeAny null tree02 ~»* False

0) Funkce treePair zjisti, jestli je v kazdém uzlu stromu prvni slozka usporadané
dvojice rovna druhé slozce této dvojice.

treePair :: Eq a => BinTree (a,a) -> Bool
treePair tree03 ~»* False

p) Funkce subtreeSums vlozi do kazdého uzlu zadaného stromu soucet vsech uzla
podstromu urcéeného timto uzlem.

subtreeSums :: Num a => BinTree a -> BinTree a
subtreeSums treeOl ~»* Node 16 (Node 8 (Node 5 Empty Empty) Empty)
(Node 6 (Node 1 Empty Empty) (Node 1 Empty Empty))

M¢éjme klasicky datovy typ RoseTree a reprezentujici stromy libovolné arity, které maji
v uzlech hodnoty typu a:

data RoseTree a = RoseNode a [RoseTree al
deriving Show

Definujte funkci roseTreeFold, ktera bude analogii seznamové funkce foldr. Tedy vo-
lani roseTreeFold n e t nahradi ve stromé t vSechny hodnotové konstruktory RoseNode
funkei n a vSechny hodnotové konstruktory RoseEmpty hodnotou e. Naptiklad chceme, aby

o funkce roseTreeFold (\v sums -> v + sum sums) seCetla vSechna ¢isla v zadaném

stromé,

o funkce roseTreeFold (\v products -> v * product products) vyndasobila ves-

kera cisla v zadaném stromé a
o funkce roseTreeFold (\v ors -> v || or ors) rozhodla, jestli v zadaném stromé
je alespon jedna hodnota True.
Zkuste si pred vlastni implementaci rozmyslet, jaky ma funkce roseTreeFold mit typ.

Uvazte datovy typ RoseTree a a akumula¢ni funkci roseTreeFold z predchozi dlohy.
Pomoci funkce roseTreeFold implementujte analogie vSech funkei z tlohy 5.4.2, které
ale budou tentokrat pracovat se stromy libovolné arity.

Meéjme datovy typ Nat reprezentujici prirozena cisla:
data Nat = Succ Nat | Zero deriving (Eq, Show)

Definujte funkci natFold typu (a -> a) -> a -> Nat -> a, kterd je tzv. katamorfis-
mem na typu Nat. Jinymi slovy funkce natFold nahrazuje vSechny hodnotové konstruktory
datového typu, podobné jako funkce foldr, treeFold a roseTreeFold.

Piiklady zamysleného pouziti funkce nfold:
a) Funkce natFold (Succ . Succ) Zero :: Nat -> Nat zdvojnasobuje hodnotu pfi-
rozeného ¢isla typu Nat.
b) Funkce natFold (1 +) 0 :: Nat -> Int pfevadi hodnotu typu Nat do celych ¢isel
typu Int.

11
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Pomoci funkce natFold z minulého prikladu naprogramujte
a) funkci, kterd secte dvé prirozena éisla typu Nat,
b) funkci, kterd rozhodne, jestli je zadané prirozené ¢islo typu Nat sudé a
c¢) funkci, kterd vyndsobi dvé prirozend ¢isla typu Nat (tady se VAm moznd bude hodit
nékterd z jiz naprogramovanych funkei).
Vsechny predchozi funkce zkuste naprogramovat bez prevodu prirozeného ¢isla typu Nat
na celé ¢islo typu Int nebo Integer.

Na konci patého cviceni byste méli umét:

>

>

pouzit liné vyhodnocovani k praci s nekoneénymi seznamy;
umét pouzit nekonecné seznamy v praxi;

umét pouzit intensionalni seznamy pro generovani novych seznamu ze zadanych
seznamul;

poznat, kdy se da zadany problém vyfresit pomoci intensionalnich seznami;
umét pomoci intensionalnich seznamu definovat nekonecné seznamys;

pouzit akumulacni funkce na jednoduché operace na seznamech jako soucet
vSech prvki, maximum seznamu a podobné;

poznat, kdy je mozné problém jednoduse vyresit pomoci akumulac¢nich funkeci
a také vybrat akumulacni funkci, ktera pro tento tcel bude vhodna.

12



Reseni

Res. 5.1.1 Funkci naturalsFrom jde definovat pomoci jednoduché rekurzivni definice, kterd nebude
mit zadny bazovy pripad.
naturalsFrom :: Integer -> [Integer]
naturalsFrom n = n : naturalsFrom (n + 1)
naturals :: [Integer]
naturals = naturalsFrom O
Pan Fesak upresnuje: Protoze definici funkce naturalsFrom chybi bazovy pripad
a jeji volani nikdy neskonci, tato definice neni ve skute¢nosti korektni rekurzivni
definice v matematickém slova smyslu. Piresnéji feceno je tato definice korekurzivni
(viz https://en.wikipedia.org/wiki/Corecursion).
Res. 5.1.2 naturals !! 2 ~» naturalsFrom O !! 2 ~» (0 : naturalsFrom (0 + 1)) !l 2
~~» naturalsFrom (0 + 1) !! (2 - 1)
~» ((0 + 1) : mnaturalsFrom ((0 + 1) + 1)) !l (2 - 1)
~» ((0 + 1) : naturalsFrom ((0 + 1) + 1)) !! 1
~» naturalsFrom ((0 + 1) + 1) !'! (1 - 1)
~» (((0 + 1) + 1) : mnaturalsFrom (((0 + 1) + 1) + 1)) Il (1 - 1)
~ (((0 + 1) + 1) : naturalsFrom (((0 + 1) + 1) + 1)) ! O
o (0 + 1) 41 s 1+ 1 2
Nejdulezitéjsi projev lenosti je vidét v predposlednim fadku: zahozeni (a tedy nevyhodno-
ceni) podvyrazu naturalsFrom (((0 + 1) + 1) + 1), protoze ho funkce (!!) nepotfe-
buje!. Pii striktni strategii by jednak vypadalo jinak pofadi vyhodnocovani podvyrazi, ale
také by se vyhodnocovaly vSechny. To by pravé u zminéného podvyrazu vedlo k nekonec-
nému vypoctu.
Res. 5.1.4 a) Funkce £ pfi pokusu o vyhodnoceni cykli: £ ~»* £ ~»* £ ~»* ... AvSak opét, funkce

b)

d)

fst vybere z uvedené dvojice jenom prvni prvek. Tedy k vyhodnoceni £ nedojde a cely
vyraz bude vyhodnocen v kone¢ném case.

Funkce f je definovina jen pro prazdny seznam, ale ve vyrazu je voldna
na neprazdném seznamu. Normdalné bychom tedy dostali chybovou zpravu
Non-exhaustive patterns in function f. Ale protoZe funkce const nepouziva svij
druhy argument, k vyhodnoceni £ [1] diky lenosti nikdy nedojde, a vyhodnoceni tedy
skon¢i bez chyby.

Vyraz div 2 0 sdm o sobé vrati chybu divide by zero. MizZe se zdat, ze tady
zafunguje liné vyhodnocovania O * div 2 0 se vyhodnotina 0, protoze prvni argument
je 0. Obecné v tomto pripadé to vsak neni pravda, protoze u aritmetickych operatori
vzdy dochazi k vyhodnoceni obou operandi. Kvili efektivité totiz neni vyhodnocovani
aritmetickych operaci definovano primo v Haskellu, ale pomoci primitivnich operaci
procesoru.

P1i pokusu o vyhodnoceni tohoto vyrazu dostaneme typovou chybu. Je potieba mit na
paméti, ze syntaktickd a typova analyza vyrazu predchazi jeho vyhodnocovani, a tedy

! Pfesnéji fedeno, formalni parametr xs, na ktery se vyraz navaze, se nevyskytuje na pravé strané pouzité

definice funkce (!1!).
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liné vyhodnocovani situaci nezachrani, protoze k nému viubec nedojde.

addNumbers :: [String] -> [String]
addNumbers ns = zipWith (\i n -> show i ++ ". " ++ n) [1 ..] ns

Oznacme pocty kroku pii liném, norméalnim a striktnim vyhodnocovani poporadé L, N
as.

a) L < S. Nejdiive vySetiime nekoneéné vypocty:

e L = 00, tedy lina strategie vede k zacykleni. Potom dle véty o perpetualité také
striktni strategie vede k zacykleni a L = 5 = oc.

e L#00a8=o00,zfejmé L <S8S.

e L # 00 a S # oo. Striktni strategie vynuti vyhodnoceni kazdého podvyrazu
prave jednou, kdezto lind nejvyse jednou, obé pritom bez ohledu na pocet pouziti
vysledku vyrazu (Napf. u £ x = x + x bude vyraz dosazeny za x vyhodnocen
pouze jednou). Opét tedy L < S.

b) Mezi N a S obecné vztah neni. Prvni dva ptipady z predchozi argumentace projdou
stejné; ukazeme vsak, ze muze nastat N > S. Pouzijeme opét funkci f x = x + x.
Odkrokujme si vyhodnoceni vyrazu £ (1 + 2) obéma strategiemi:

e Striktni: £ (1 + 2) ~» f 3 ~» 3 + 3 ~~ 6

e Norm.:f (1 +2) ~» (L +2) + (1L +2) ~» 3+ (1 +2) ~» 3+ 3~ 6

a) repeat True
cycle [Truel
iterate id True

) iterate (2 *) 1

) iterate (9 *) 1
d) iterate (9 *) 3

) iterate ((-1) *) 1
iterate negate 1
cycle [1, -1]

f) iterate ('x' :) ""

iterate ("x" ++) ""

g) iterate (\x -> (mod (x + 1) 4)) 1
cycle [1, 2, 3, 0]

Existuje vice feseni. Oznacime je postupné fibN.

-- standardni, ale neefektivni definice

fibl 0 = 0
fibl 1 = 1
fibl n = fibl (n - 1) + fibl (n - 2)

-— kompaktnejst zapis fibl
fib2 n = if n == 0 || n == 1 then n else fib2 (n - 1) + £ib2 (n - 2)
-- efektivni seznamova definice
fib3 = fib' (0, 1)
where

fib' (x, y) = x : fib' (y, x + y)

-- efektivni definice funkce s akumulacnim parametrem, odvozena z fi1b3

14
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fib4 n = fib' n (0, 1)
where

fib' 0 (x, y)

fib' n (x, y)

X
fib' (o - 1) (y, x + y)

Rizné dalsi feseni lze nalézt na strance http://www.haskell.org/haskellwiki/The_
Fibonacci_sequence.

Res. 5.1.10 Chceme-li néco provést pro kazdé dva sousedni prvky seznamu, pouzijeme ,zipovani
s vlastnim ocasem*:

differences :: [Integer] -> [Integer]
differences xs = zipWith (-) (tail xs) xs

Res. 5.1.11 values :: (Integer -> a) —-> [a]
values f = map f naturals

a) Prvni derivaci (diskrétni) funkce f.
b) Druhé derivaci (diskrétni) funkce £.

Nenechédme se zmést druhou derivaci. Tu miizeme pouzit k vySetifeni extrémi jen
u spojitych funkci. Prvni derivace nam ale pomuze; hleddme body, do nichz funkce klesa

(a tedy prvni derivace je zdpornd) a z nichz roste (a tedy prvni derivace nasledujiciho bodu
je kladnd).

localMinima :: (Integer -> Integer) -> [Integer]
localMinima f = map fst3 . filter lmin $ zip3 (tail fs) dfs (tail dfs)
where
fs = values £
dfs = differences fs

lmin (_, din, dout) = din < O && dout > O
fst3 (x, _, ) =x

Res. 5.1.12 fibs :: [Integer]
fibs = 0 : 1 : zipWith (+) fibs (tail fibs)

Re3. 5.1.13 treeTrim :: BinTree a -> Integer -> BinTree a
treeTrim Empty _ = Empty

treeTrim (Node v 1 r) O

treeTrim (Node v 1 r) n

Node v (treeTrim 1 (n-1)) (treeTrim r (n-1))

Node v Empty Empty

a) treeRepeat :: a -> BinTree a
treeRepeat x = Node x (treeRepeat x) (treeRepeat x)

b) treelterate :: (a -> a) -> (a -> a) -> a -> BinTree a
treelterate f g x =
Node x (treelterate f g (f x)) (treelterate f g (g x))

c) depthTree :: BinTree Integer
depthTree = treelterate (+1) (+1) 0

Res. 5.1.14 infFinTree = Node "strom" infFinTree (Node "konec" Empty Empty)
Res. 5.2.1 a) countPassed :: [(Int, [String])] -> [(Int, Int)]

countPassed m = [ (uco, length passed) | (uco, passed) <- m ]
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b) atLeastTwo :: [(Int, [String])] -> [Int]
atLeastTwo m = [ uco | (uco, passed) <- m, length passed >= 2 ]

c) passedIB015 :: [(Int, [String])] -> [Int]
passedIBO15 m = [ uco | (uco, passed) <- m, elem "IBO15" passed ]

d) passedBySomeone :: [(Int, [String])] -> [String]
passedBySomeone m = [ code | (_, passed) <- m, code <- passed ]

Res. 5.2.2 allPairs people = [ (fst m, fst f) | m <- people, not (snd m),
f <- people, snd f ]

Jinym funkénim fesenim by bylo naptiklad:

allPairs people = [ (fst m, fst f) | m <- people, f <- people,
not (snd m), snd f ]

To je ale zbytecné neefektivni: ke kazdému m se postupné zkusi vSechna mozna £ i tehdy,
kdyZz m neni muz a proto stejné takové pritazeni vzapéti zahodime. Kvalifikatory tedy
chceme mit co nejvice vlevo, aby se nevyhovujici pritazeni vyloucila co nejdiive. Vzajemné
poradi generatora pak ovliviiuje, zda jsou ve vysledném seznamu shlukovany pary podle
muzu, nebo Zen.

Res. 5.2.3 divisors :: Int -> [Int]

divisors n = [ x | x <- [1 .. n], mod n x == 0 ]
Res. 5.24 a) [ x2 | x <= [1 .. k] ]
f [[al]]l -> [[all
fs=[t | t<-s, length t > 3 ]
[
[
[

k' | _ <= [1 .. 5]1]
['«s" | _<=[1 ..mn]] | n<=100 ..]1
[T ..n] | n<-[1 ..]1]1

Res. 5.2.5 a) [ fx | x <-s]
b) [ x| x<-s, px]
c) Lfx | x<s, px]
d) [ x| _<=[1..1]1
) [x | _< [1..nl]l
f) [ x| t <-s, letx=1ft, px]
[fx | x<-s, p (fx)]

Res$. 5.2.6 a) perm :: Eq a => [a] -> [[a]]
perm [1 = [[1]
perms = [m : n | m <~ s, n <~ perm (filter (m /=) s)]
b) varrep :: Int -> [a]l -> [[all]
varrep 0 s = [[]]
varrep k s = [m : n | m <- s, n <- varrep (k - 1) s]

c) comb :: Int -> [a] -> [[al]

comb 0 _ = [[]]
comb k s =
[m:t | (m, n) <- zip s . tails . tail $ s, t <- comb (k - 1) n]
where
tails [] = [[1]
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Res. 5.2.7

Res. 5.2.8

Res. 5.2.9

Res. 5.2.10

Res. 5.2.11

Res. 5.3.1
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tails (x : s) = (x : s) : tails s

Tady lze pripadné pouzit funkci tails z modulu Data.List, viz http://hackage.
haskell.org/package/base-4.7.0.1/docs/Data-List.html#v:tails.

Necht n = length s. Lepsi casovou slozitost mé funkce £2, protoze projde seznamem
jenom jednou, tedy ma linedrni ¢asovou slozitost. Na druhé strané f1 vykond nejvice
n/2 + 1 volani funkce (!!). Tato volani se v tomto ptipadé vykonaji kazdé v linedrnim
case vzhledem k druhému argumentu funkce (!'!). Dohromady tedy vyhodnoceni funkce
f1 vyzaduje kvadraticky cas.

integers = 0 : [ sgn * n | n <= [1 ..], sgn <= [1, -1] 1]

Pri tvorbé nekonecénych seznamii si musime dat pozor na to, aby byl kazdy prvek do-
sazitelny na konec¢né pozici. Napriiklad reseni [0 ..] ++ [-1, -2 ..] toto nesplinuje —
vSechna zaporna c¢isla se nachézi az za nekonecnym poctem kladnych. V intensionalnich
seznamech tento problém nastavd, pokud se nekonecény generdtor objevi na jiné nez prvni
pozici. Uvazte tfeba nespravné feseni: [ sgn * n | sgn <- [1, -1], n <= [1 ..] 1.
P1i vyhodnocovani se nejdrive zafixuje hodnota sgn = 1 a nasledné probihd nekonecné
mnoho dosazeni do n, takze na volbu sgn = -1 nikdy nedojde.

threeSum = [ (x, y, 2) | z<-[2 ..], x<-[1 .. z-1], let y =2 - x ]

Jak bylo nastinéno v feseni 5.2.8, nekone¢ny generdtor se nesmi objevit na jiné nez
prvni pozici, natoz aby jich nekonecnych bylo vice. Nemuizeme tedy napsat tieba
[ x, 5y, 2) | x<=[1 ..], y<=[1 ..], let z=x +y ], protoze bychom do-
stali jen nekone¢né mnoho trojic tvaru (1, y, 1 + y). Je proto zapotiebi jit do nekonecna
po néjaké vhodné vlastnosti, kterou ma vzdy jen kone¢né mnoho prvki. Zde se primo nabizi
soucet prvnich dvou prvkd — pro jeden konkrétni soucet snadno vygenerujeme vsechny
vyhovujici trojice, kterych je konecény pocet.

nonNegativePairs = [ (x, y) | z <= [2 .., x <= [1 .. z~- 1], let y = z -
— X]

Reseni je prakticky totozné jako 5.2.9, jen se pfes soucet iteruje ,skryté.

Je potreba zvolit vhodnou vlastnost, pres niz se d4a iterovat do nekonecna a ma ji vzdy
kone¢ény pocet prvki. Vhodnou touto je diky kladnosti prvkua soucet seznamu. Vsechny
seznamy s danym souctem vyrobime pomoci rekurze a intensionalniho seznamu.

positiveLists = [ 1 | s <= [0 ..], 1 <- listsOfSum s ]
where
listsOfSum :: Integer -> [[Integer]]
lists0fSum 0 = [[1]
listsOfSum n = [x : 1 | x <= [1 .. n], 1 <= 1listsOfSum (n - x)]

a) product' :: Num a => [a] -> a
product' [] =1
product' (x : s) = x * product' s
b) length' :: [a] -> Int
length' [] =0
length' (_ : s) = 1 + length' s
c) map' :: (a -> b) -> [a]l -> [b]
map' _ [] =[]
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map' f (x : s) =f x : map' f s

Vzdy jde o definici, kterd vraci urc¢itou hodnotu na prazdném seznamu. V piipadé
nepriazdného seznamu se vysledek néjakym zpusobem ziskd z prvniho prvku seznamu
a vysledku rekurzivniho voldni definované funkce na zbytku seznamu.

Funkcionalitu téchto tii funkei lze tedy abstrahovat na funkci, ktera dostane jako jeden
argument hodnotu vracenou na prazdném seznamu a jako druhy argument funkci, ktera se
aplikuje na prvni prvek neprazdného seznamu a na vysledek volani pozadované funkce na
zbytku seznamu. Tedy:

foldr' :: (@ ->b ->b) ->b -> [a] -> b
foldr' _ z [] =z
foldr' £ z (x : s) f x (foldr' f z s)

Pro nékteré podilohy je uvedeno vice ekvivalentnich feseni — tato jsou uvadéna pod sebou
a jsou odlisena apostrofem v nazvu funkce.

a) sumFold :: Num a => [a] -> a
sumFold = foldr (+) O
sumFold' :: Num a => [a] -> a

sumFold' = foldr (\e t -=> e + t) O

b) productFold :: Num a => [a] -> a
productFold = foldr (*) 1
productFold' :: Num a => [a] -> a
productFold' = foldr (\e t -> e * t) 1

c) orFold :: [Bool] -> Bool
orFold = foldr (||) False
orFold' :: [Bool] -> Bool
orFold' foldr (\e t -> e || t) False

d) andFold :: [Bool] -> Bool
andFold = foldr (&&) True
andFold' :: [Bool]l -> Bool
andFold' = foldr (\e t -> e && t) True

e) lengthFold :: [a] -> Int
lengthFold = foldr (\_ t -> t + 1) O

f) minimumFold :: Ord a => [a] -> a
minimumFold = foldrl min
minimumFold' :: Ord a => [a] -> a
minimumFold' = foldrl (\e t -> if e < t then e else t)
minimumFold'' :: Ord a => [a] -> a

minimumFold'' list = foldr min (head list) list

g) maximumFold :: Ord a => [a] -> a
maximumFold = foldrl max
maximumFold' :: Ord a => [a] -> a
maximumFold' = foldrl (\e t -> if e < t then t else e)
maximumFold'' :: Ord a => [a] -> a

maximumFold'' list = foldr max (head list) list
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Res. 5.3.3 Jedné se o funkce sum, product, or, and, length, minimum a maximum.

Res. 5.3.4

Res. 5.3.5

Res. 5.3.6

a) Nejsnaze se vyznam tohoto vyrazu objasni na prikladé. Na zakladé typu A-abstrakce
vidime, ze funkce pracuje na cislech.

foldr1 (\x s -> x + 10 * 8) [1, 2, 3] ~* 1 + 10 * (2 + 10 * 3)

~* 321

b) Tento pripad je podobny jako u vyrazu s foldrl. Opét se podivejme na priklad
vyhodnoceni:

foldll (\s x -> 10 * s + x) [1, 2, 3] ~* 10 = (10 * 1 + 2) + 3

~* 123

Tedy funkce prevede seznam cisel reprezentujici dekadicky rozklad ¢isla na jedno cislo.

Jasnym kandidatem na teseni je pouziti nékteré z akumulac¢nich funkci. Celkem mame na
vybér ze ¢tyi: foldr, foldl, foldrl, foldll. Pripomenme si, jak kterd z nich funguje:

foldr
foldril
foldl
foldl1l

1@ (20 (3@ (40w
10 (2@ (3@ 4)
(((we 1) @2) @3) 04
((1@2)e3)ae4

(@ w [1,2,3,4]
(©) [1,2,3,4]
(© w [1,2,3,4]
(© [1,2,3,4]

Na zakladé téchto prikladi vidime, ze jedingm vhodnym kandiddtem na prirozenou definici
funkce subtractlist je foldll. Tedy ve vysledku dostaneme:

subtractlist :: [Integer] -> Integer
subtractlist = foldll (-)

a) Funkce foldr pracuje na seznamech a nahrazuje (:) za funkci, v tomto pfipadé za

(),

a [1 za id. Intuitivné musi jit o seznam funkci, které budeme postupné skladat.

Ve vysledku tedy vytvorime slozeni funkci v poradi, v jakém jsou uvedeny v seznamu.
b) Pfi urcovani typu lze postupovat nasledovné algoritmicky:

Méame dany vyraz foldr (.) id

Zjistime si typy vSech funkci:

foldr :: (a => b ->b) > b -> [a] -> b

(.) :: (a->b) > (¢c->a) ->c ->b

id tra > a

Prejmenujeme typové proménné, aby mél kazdy vyskyt kazdé funkce vlastni
typové proménné:

foldr :: (a => b ->b) > b -> [a] -> b

() 2 (@>e) > ->d —>f >e

id it c > c

Urcime typové rovnosti na zakladé aplikaci:
d->e) > ->d) >f->e=a->b->0Db
c->c=5bD

Rozepiseme typové rovnosti do jednodussich:

d >e =a

f->d=0»
f->e =D
c->c=5bD

Vyjadrime si vSechny proménné pomoci co nejmensiho poétu proménnych:

d=e=1f =c
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Reseni

b=c->c
a=c¢c->c

o Zjistime, jaky typ vlastné hledame. Je to typovy vyraz odpovidajici typu foldr
s odstranénymi dvéma typovymi argumenty, tedy ve vysledku [a] -> b. Dosadime
do néj vyjadreni proménnych ziskanych v predchozim kroku a tim dostaneme

vysledny typ:

foldr (.) id :: [a] > b =[c -=> c] > ¢c > ¢

c) foldr (.) id [(+ 4), (* 10), (42 )]
d) foldr (.) id [(+ 4), (x 10), (42 7] 1

append' :: [a] -> [a] -> [a]
append' xs ys = foldr (:) ys xs
append'' :: [a] -> [a] -> [a]
append'' = flip (foldr (:))

reverse' :: [a] -> [a]
reverse' foldl (£flip (:)) [1I

Pro nékteré podilohy je uvedeno vice ekvivalentnich feseni — tato jsou uvadéna pod sebou

a jsou odlisena apostrofem v nazvu funkce

a) composeFold :: [(a -> a)] -> a -> a
composeFold = foldr (.) id
composeFold' :: [(a -> a)] -> a -> a

composeFold' = flip (foldr id)

b) idFold :: [a] -> [a]
idFold = foldr (:) []
idFold' :: [a]l -> [a]
idFold' = foldr (\e t -> e : t) []

c) concatFold :: [[a]l]l -> [al]
concatFold = foldr (++) []

d) listifyFold :: [a] -> [[all

listifyFold = foldr (\x s -> [x] : s) []

listifyFold':: [a] -> [[all

listifyFold' = foldr ((:) . (: [1)) [I

e) mapFold :: (a -> b) -> [a] -> [b]

mapFold f = foldr (\e t -> f e : t) []

f) nullFold :: [a] -> Bool

nullFold = foldr (\_ _ -> False) True

g) headFold :: [a] -> a
headFold = foldrl const
headFold':: [a] -> a
headFold' = foldrl (\e t -> e)

h) lastFold :: [a] -> a
lastFold = foldrl (flip const)
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lastFold':: [a] -> a
lastFold' = foldrl (\e t -> t)

i) maxminFold :: Ord a => [a] -> (a,a)
maxminFold list = foldr (\e (tMin, tMax) -> (min e tMin, max e tMax))
(head 1list, head list) list

j) suffixFold :: [a]l -> [[al]
suffixFold = foldr (\e (x : xs) -> (e : x) : x : xs) [[1]

k) filterFold :: (a -> Bool) -> [a] -> [a]
filterFold p = foldr (\e t -> if p e then e : t else t) []

1) oddEvenFold :: [a]l -> ([al, [al)
oddEvenFold = foldr (\x (1, r) -> (x : r, 1)) ([0, [1)

m) takeWhileFold :: (a -> Bool) -> [a] -> [a]
takeWhileFold p = foldr (\e t -> if p e then e : t else []) []

n) dropWhileFold :: (a -> Bool) -> [a] -> [a]
dropWhileFold p = foldl (\t e —>
if null t && p e
then []
else t ++ [e]) []
dropWhileFold':: (a -> Bool) -> [a] -> [al
dropWhileFold' p list = foldl (\t e
if null (¢t [1) & p e
then id
else t . (e :) ) id list []

|
A\

Druhé uvedené reseni ma lepsi slozitost.
Res. 5.3.10 foldl' f z s = foldr (flip f) z (reverse s)

Res. 5.3.11 insert :: Ord a => a -> [a] -> [a]
insert x [1 = [x]
insert x (y:ys) = if x <y
then x : y : ys
else y : insert x ys

insert' :: Ord a => a -> [a] -> [a]
insert' x = foldr (\y (z : zs) ->
if y >z
then z : y : zs
else y : z : zs) [x]

Poznamenejme, ze prvni varianta je diky lenosti tim rychlejsi, ¢im blize zacatku se ma
prvek vlozit, kdezto druha varianta vzdy prochézi a kopiruje cely seznam.

insertSort :: Ord a => [a] -> [a]
insertSort = foldr insert []
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Res. 5.3.15

Res. 5.4.1

Res. 5.4.2
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Funkce foldr prestane vyhodnocovat vyraz po prvnim nalezeném True (diky linému
vyhodnocovani funkce (| ])), avsak foldl ho vzdy projde cely. Tedy v pripadé nekoneéného
seznamu foldr skoné¢i po prvnim nalezeném True, ale foldl neskon¢i nikdy.

Odpovéd jste méli hledat na internetu, ne tady.

Ne, neni to mozné. Funkce f by musela dokazat rozlisit, kdy je volana na prvku ze sudého
mista a kdy z lichého. K dispozici méd vsak pouze n-ty prvek a zbytek seznamu od (n + 1)-
tého prvku. Pokud bychom predpokladali, ze tato funkce existuje, musela by fungovat
korektné i na dvojici seznamu [1, 2, 3] a [0, 1, 2, 3]. Avsak v jistém okamziku bude
volana tak, Ze dostane jako argument hodnotu 1 a vysledek vyrazu foldr £ [1 [2, 3].
Pak ale nelze rozeznat, o ktery pripad se jednd, pricemz v jednom mé& vratit [1, 3]
a v druhém [0, 2].

Ve druhém piipadé to mozné je:
f = \(b, s) x => (not b, if b then s ++ [x] else s)
v = (True, [1)

Ted jiz postupujeme zleva (foldl) a v hodnoté typu Bool si ukladame, jestli je aktualni
pozice suda.

foldr £ z s = foldr2 (\x ys > fx (fys)) (\x >fx2)zs

Opacné definice (foldr2 pomoci foldr) neni moznd. Pomoci foldr2 je mozné vybrat
kazdy druhy prvek seznamu (foldr2 (\x y s -> x : s) (: [1) []), coz vSak pomoci
foldr neni mozné (viz tloha 5.3.14).

treeFold :: (a -=> b -> b -> b) -> b -> BinTree a > b
treeFold _ e Empty = e
treeFold n e (Node v 1 r) = n v (treeFold n e 1) (treeFold n e r)

a) treeSize :: BinTree a -> Int
treeSize = treeFold (\_ 1 r -> 1 +1 +1r) O

b) treeHeight :: BinTree a -> Int

treeHeight = treeFold (\_ 1 r -> 1 + max 1 r) O
c) treelList :: BinTree a -> [a]

treeList = treeFold (\v 1 r -> 1 ++ [v] ++ r) []

d) treeConcat :: BinTree [a] -> [al
treeConcat = treeFold (\v 1 r -> 1 ++ v ++ r) []

e) treeMax :: (Ord a, Bounded a) => BinTree a -> a
treeMax = treeFold (\v 1 r -> maximum [v, 1, r]) minBound

f) treeFlip :: BinTree a -> BinTree a
treeFlip = treeFold (\v 1 r -> Node v r 1) Empty

g) treeld :: BinTree a -> BinTree a
treeld = treeFold (\v 1 r -> Node v 1 r) Empty
treeld' = treeFold Node Empty

h) rightMostBranch :: BinTree a -> [a]
rightMostBranch = treeFold (\v 1 r -> v:r) []

i) treeRoot :: BinTree a -> a
treeRoot = treeFold (\v 1 r -> v) undefined
treeRoot' = treeFold (const . const) undefined
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j) treeNull :: BinTree a -> Bool
treeNull = treeFold (\v 1 r -> False) True

k) leavesCount :: BinTree a -> Int
leavesCount = treeFold (\v 1 r -> if 1 + r == 0 then 1 else 1 + r) O

1) leavesList :: BinTree a -> [al
leavesList = treeFold (\v 1 r ->
if null 1 && null r
then [v]
else 1 ++ r) []

m) treeMap :: (a -> b) -> BinTree a -> BinTree b
treeMap f = treeFold (\v 1 r -> Node (f v) 1 r) Empty
treeMap' f = treeFold (\v -> Node (f v)) Empty
treeMap'' f = treeFold (Node . f) Empty

n) treeAny :: (a -> Bool) -> BinTree a -> Bool
treeAny p = treeFold (\v 1 r ->p v [| 1 || r) False
treeAny' p = treeFold (\v 1 r -> or [p v, 1, r]) False

0) treePair :: Eq a => BinTree (a,a) -> Bool
treePair = treeFold (\(x,y) 1 r -> x == y && 1 &% r) True
p) subtreeSums :: Num a => BinTree a -> BinTree a
subtreeSums = treeFold (\v 1 r -> Node (v + root 1 + root r) 1 r)
Empty
where

root (Node v 1 r) =v
root Empty = O

Res. 5.4.3 roseTreeFold :: (a -> [b]l -> b) -> RoseTree a -> b
roseTreeFold n (RoseNode v ts) = n v (map (roseTreeFold n) ts)

Res. 5.4.4 a) roseTreeSize :: RoseTree a -> Int
roseTreeSize = roseTreeFold (\_ xs -> 1 + sum xs)

b) roseTreeHeight :: RoseTree a -> Int
roseTreeHeight = roseTreeFold (\_ xs -> 1 + maximum xs)

c¢) Inorder prichod se u téchto stromi nedd dobre definovat, mizeme ale udélat tfeba
preorder — v seznamu je nejprve hodnota uzlu a nasledné hodnoty vSech podstrom.

roseTreeList :: RoseTree a -> [a]
roseTreelist = roseTreeFold (\v xs -> v : concat xs)

d) roseTreeConcat :: RoseTree [a] -> [a]
roseTreeConcat = roseTreeFold (\v xs -> v ++ concat xs)
e) roseTreeMax :: (Ord a, Bounded a) => RoseTree a -> a
roseTreeMax = roseTreeFold (\v xs -> maximum (v : xs))
f) roseTreeFlip :: RoseTree a -> RoseTree a
roseTreeFlip = roseTreeFold (\v xs -> RoseNode v (reverse xs))
g) roseTreeld :: RoseTree a -> RoseTree a
roseTreeld = roseTreeFold (\v xs -> RoseNode v xs)
roseTreeld' = roseTreeFold RoseNode

h) roseRightMostBranch :: RoseTree a -> [a]
roseRightMostBranch = roseTreeFold (\v xs -> v :
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if null xs then [] else last xs)

i) roseTreeRoot :: RoseTree a -> a
roseTreeRoot = roseTreeFold (\v _ -> v)
roseTreeRoot' = roseTreeFold const

j) Datovy typ neumoznuje reprezentovat prazdné stromy.

roseTreeNull :: RoseTree a -> Bool

roseTreeNull = roseTreeFold (\_ _ -> False)

roseTreeNull' = roseTreeFold (const . const False)
k) roseLeavesCount :: RoseTree a -> Int

roseLeavesCount = roseTreeFold (\_ xs ->
if null xs then 1 else sum xs)

1) roseLeavesList :: RoseTree a -> [al
roselLeavesList = roseTreeFold (\v xs ->
if null xs then [v] else concat xs)

m) roseTreeMap :: (a -> b) -> RoseTree a -> RoseTree b
roseTreeMap f = roseTreeFold (\v xs -> RoseNode (f v) xs)
roseTreeMap' f = roseTreeFold (\v -> RoseNode (f v))
roseTreeMap'' f = roseTreeFold (RoseNode . f)

n) roseTreeAny :: (a -> Bool) -> RoseTree a -> Bool
roseTreeAny p = roseTreeFold (\v xs -> p v || or xs)
roseTreeAny' p = roseTreeFold (\v xs -> or (p v : xs))
0) roseTreePair :: Eq a => RoseTree (a, a) -> Bool
roseTreePair = roseTreeFold (\(x, y) xs -> x == y && and xs)
roseTreePair' :: Eq a => RoseTree (a, a) -> Bool
roseTreePair' = roseTreeFold (\(x, y) xs -> and ((x == y) : xs))
p) roseSubtreeSums :: Num a => RoseTree a -> RoseTree a

roseSubtreeSums = roseTreeFold (\v xs -> RoseNode
(sum (v : map root xs))
xs)
where root (RoseNode v _) = v

Res. 5.4.5 Nejprve je tieba promyslet si, jak by takova funkce intuitivné méla fungovat. Katamorfismus
je obecné funkce na struktufe, ktera nahrazuje konstruktory této struktury zadanymi
funkcemi nebo hodnotami, a ve vysledku umozni rekurzivné projit celou strukturu. Datovy
typ Nat mé konstruktory Zero :: Nat a Succ :: Nat -> Nat. Nasim cilem je prevod
hodnoty tohoto typu na néjakou hodnotu, obecné typu a. Katamorfismus na hodnotach
daného typu je definovan funkcemi, které nahrazuji jeho hodnotové konstruktory funkcemi
stejné arity, jejichz vyslednd hodnota je typu a, a v misté, kde mé konstruktor argument
puvodniho typu (v tomto piipadé tedy Nat), uvedeme a.

S témito znalostmi se tedy podivejme na typ Nat. Hodnotovy konstruktor Zero na-
hradime nularni funkci, tedy hodnotou typu a. Hodnotovy konstruktor Succ nahradime
unarni funkci s typem a -> a. Kdyz definujeme tuto transformaci jako funkci, musime ji
definovat po ¢astech pro jednotlivé hodnotové konstruktory. V téle pak pouzijeme dodané
funkce a rekurzivné volame natFold:

natFold :: (a -> a) -> a -> Nat -> a
natFold s z Zero =z
natFold s z (Succ x) s (natFold s z x)
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Pokud bychom fixovali parametry s a z, lze lépe vidét, jak katamorfismus na Nat pracuje:

natFoldsz :: Nat -> a
natFoldsz Zero =2z
natFoldsz (Succ x) = s (natFoldsz x)

a)

Cislo n typu Nat vlastné znamen4 pri¢teni n jedni¢ek k nule. KdyZ neza¢neme nulou,
ale jinym c¢islem m, dostaneme presné soucet n+m. Budeme tedy foldovat jedno z ¢isel,
konstruktory Succ nechame byt a Zero nahradime druhym cislem.

natAdd :: Nat -> Nat -> Nat
natAdd m n = natFold Succ m n
natAdd' = natFold Succ

Nula je sudé, konstruktor Zero se tedy ma vyhodnotit na True. Pri¢teni jednicky vzdy
paritu zméni, konstruktory Succ proto nahradime funkci invertujici logickou hodnotu.

natEven :: Nat -> Bool
natEven = natFold not True

Soucin m a n je jen n-nasobné pricteni m k nule. Pri¢itat uz umime funkci natAdd
a chceme-li funkci provést n-krat, nahradime ji vSechny konstruktory Succ v n.

natMul :: Nat -> Nat -> Nat
natMul m n = natFold (natAdd m) Zero n
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Prilozeny kéd

Pan SazecC upozornuje: Kopirovani kédu ze souboru PDF nezachovava odsazeni!
Soubory jsou ale vlozeny i jako prilohy tohoto dokumentu; s rozumnym prohlizecem
je muzete stahnout kliknutim na nazev souboru, at uz zde, ¢i v ptislusnych prikladech.
Ptilohy jsou k nalezeni také ve studijnich materidlech v ISu.

() 05_treeFold.hs

data BinTree a = Node a (BinTree a) (BinTree a)

treeFold ::

treeFold

treeFold

tree0l1 ::

tree0l =

tree02 ::

tree02 =

tree03 ::

treel3 =

tree04 ::

tree04 =

tree05 ::

tree0b =

tree06 ::

tree06 =

| Empty
deriving (Eq, Show)

(a->b->b->b) ->b -> BinTree a -> b

ne (Node v1r) =nv (treeFold n e 1)
(treeFold n e r)

n e Empty = e

BinTree Int
Node 2 (Node 3 (Node 5 Empty Empty) Empty)
(Node 4 (Node 1 Empty Empty) (Node 1 Empty Empty))

BinTree String
Node "C" (Node "A" Empty (Node "B" Empty Empty))
(Node "E" (Node "D" Empty Empty) Empty)

BinTree (Int,Int)
Node (3,3) (Node (2,1) Empty Empty) (Node (1,1) Empty Empty)

BinTree a
Empty

BinTree Bool
Node False (Node False Empty (Node True Empty Empty))
(Node False Empty Empty)

BinTree (Int, Int -> Bool)
Node (0,even)
(Node (1,0dd) (Node (2,(== 1)) Empty Empty) Empty)
(Node (3,(< 5)) Empty
(Node (4,((== 0) . mod 12)) Empty Empty))
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Otevřít přiložený soubor
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