Princip uplné matematicka indukce pro prirozena
cisla (UMI)

Jde o metodu dukazu toho, ze néjaké tvrzeni T' plati pro vSechna piirozend ¢isla.
Tento princip fiké:
Plati-li
(1) T(0) a
(2) Pro véechna n € N plati nésledujici implikace:
(Pro vsechna k € N,k < n plati T(k)) = T(n + 1),
potom pro kazdé n € N plati T'(n).
UMI se samoziejmé d4 formulovat rizné. Napriklad misto (1) a (2) mizeme
mit:
(3) Pro vSechna n € N plat{ nasledujici implikace:
(Pro véechna k € N,k < n plati T'(k)) = T'(n)

Puvodni (1) je zde ”schovdna” v (3) pii volbé n = 0.

Doporucuji se zamyslet:

Pro¢ tento princip plati?

Jaky je rozdil mezi principem matematické indukce a principem tuplné matem-
atické indukce?

Plati tento princip i pro libovolnou jinou nekone¢nou posloupnost? Co je
potieba zménit pii dukazu, ze T plati pro vsechna kladnd prirozend ¢isla?



Priklad 1 Dokazte, zZe slovo w = (A — B) V (C' A D) nenf formuli vyrokové
logiky.

Reseni
Nejprve zavedme znaéeni: Nechi pro libovolné slovo z nad abecedou vyrokové
logiky znaci z(x) pocet zdvorek a b(z) pocet bindrnich spojek ve slové x.

Dokézeme, ze pro kazdou formuli ¢ plati z(¢) = 2 % b(¢). Tim dokazeme,
ze w nen{ formule, nebot pro w tato rovnost neplati. Ditkaz povedeme tiplnou
matematickou indukci vzhledem k délce vytvorujici posloupnosti. Dokazeme
tedy, Ze pro kazdé n € N* a kazdou formuli s vytvotujici posloupnosti délky n
plati dané rovnost. Rovnost proto plati pro kazdou formuli.

(1) Necht ¢ je libovolna formule s vytvoiujici posloupnosti délky 1. Tedy
@ = A, kde A je vyrokovéa proménnd. Plat{ z(p) = 2 * b(p), nebot obé strany
rovnice jsou 0.

(2) Necht ¢ je libovolna formule s vytvoiujici posloupnosti ¥, g, ..., ¥, 1, ©
kde n € N, n > 1 (n je tedy délka této vytvorujici posloupnosti). Z definice
formule vime, ze ¢ ma jeden z téchto tif tvaru:

(i) ¢ = A, kde A je vyrokova proménna nebo

(ii) ¢ = by, kde 1 < i < n nebo

(iil) ¢ = (Yi09;), kde 1 < i< n,1<j<n,o jenckterd z bindrnich spojek.

Pokud plati (i), pak z(¢) = 0=2xb(p).

Pokud plat{ (ii), pak z(¢) = z(¢;), b(¢) = b(¥;). ¥1,%a, ..., 1; je vytvorujici
posloupnost formule v¢; délky i < n. Z indukéniho predpokladu: z(w;) = 2 x
b(1;), proto i z(¢) = 2 * b(y).

Pokud plati (iii), pak (*) z(¢) = z(¢;) +2(1;)+2 (zdvorky ve ¢ jsou viechny
ty v podformulich 9, a v;, navic dvé vnéjsi). Podobné jako v pfedchozim
piipadé, pro ¥; a 1); existuje vytvotujici posloupnost délky < n, a proto pro né
plati z indukéniho pfedpokladu: z(v;) = 2 * b(¥;) a 2(v¥;) = 2 % b(y;). Tyto
rovnosti dohromady s (*) dévaji: z(p) = z(¥;)+2(¥;)+2 = 2xb(1;) +2x(;)+2
= 2% (1 4+ b)) + b)) = 2 = b(p) (bindrni spojky ve ¢ jsou viechny ty v
podformulich ¥; a 9, navic jedna, ktera tyto podformule spojuje).

Dokézali jsme tedy, ze pro kazdou formuli ¢ plati rovnost z(p) = 2 * b(¢p).
Pro slovo w tato rovnost neplati, a proto neni formuli. (I

Vsimnéte si, co je jadrem dukazu. Je vlastné potieba dokazat, ze

(1) Formule A (kde A je libovolnd vyrokova proménnd) mé danou vlastnost.

(2) Pokud formule ¢ mé danou vlastnost, pak i formule —) m& danou vlas-
ntost.

(3) Pokud formule ¢ a ¢ maji danou vlastnost, pak i formule (3 o ¢) mé
danou vlasntost, kde o je libovolnd bindrni spojka (v nasem jazyce vyrokové
logiky).

Tomuto typu dukazu fikdme indukce vzhledem ke struktufe formule (zkrdcené
strukturdlnf indukce). Z (meta)konjunkce (1), (2) a (3) plyne, ze kazdé formule
mé danou vlastnost. Jak je vidét na pfikladu 1, princip strukturdlni indukce se
opird o princip tplné matematické indukce. Indukéni krok tiplné matematické
indukce vzhledem k délce vytvorujici posloupnosti se "rozpadne” na 3 piipady
- vSechny mozné struktury formule.



Priklad 2 Pro kazdé n € Nt (pfirozené kladné ¢islo) oznacme M,, mnozinu
viech formuli, pro které existuje vytvoiujici posloupnost délky n. Déle necht
[+ Nt — Nt je funkce definovand nasledovné: f(n) = maz{|p| | ¢ € M,}.
Dokazte, Ze pro véechna n € NT plati: f(n) = 2"t — 3.

Reseni
Rovnost dokdzeme jako dvé nerovnosti:

(1) f(n) = 271~ 3

(2) f(n) <2741 — 3
Diikaz (1): Najdeme pro kazdé n € NT formuli ¢, takovou, ze |p,| = 2"+ —3
a o, € M,,. Kdyz v M, lezi formule délky x, pak maximélni délka formule v
M,, je alesponi x, proto f(n) > 2"+ —3.

Nechf ¢; = A a pro kazdé n € N;n > 1: ¢, = (pn_1 — @n_1). Matemat-
ickou indukef vzhledem k n dokézeme, 7e |p,| = 2! — 3.

Pron=1: |p1]| = |A| =1 =211 3.

Necht pro n € N* platf |p,| = 2! — 3. Pak |¢ni1] = 2 * |pn| + 3 (dve
zévorky, jedna bindrnf spojka, dvé podformule) = 2x(2"+! —3)+3 (z indukéntho
predpokladu) = 2(**D+1 _ 3 (aritmeticks tprava).

(Kdybychom chtéli byt hodné precizni, jesté bychom dokézali, ze pro vsechna
n € NT je o, formule, ne jen slovo. Je to nicméné celkem ’zfejmé’).

Dukaz (2): Dukaz povedeme matematickou indukei vzhledem k n.

Pro n = 1 nerovnost platf: f(1) = 1 (V mnoziné M; jsou pravé formule
délky 1) < 211 — 3.

Necht n € NT a plati f(n) < 27! — 3. Méjme nyni libovolnou formuli
@ € Myy1. Pro ¢ tedy existuje vytvorujici posloupnost délky n + 1, oznac¢me ji
U1, P2, ..., ¥y, . Podle definice formule musi byt ¢ jednoho z nésledujicich t{
tvaru:

(1) ¢ = A. Nerovnost pak ziejmé plati: |A| = 1 < 2"+ — 3 pro viechna
n e NT.

(2) Y = _‘d)i pro néjaké i€ N+, 1 S n. 1/}1 patfl’ do Mn, 1/)1,w2, ...7¢Z‘_1,1/)i je
jeji vytvorujici posloupnost. (Je jasné, ze kdyz i < n, muzeme k této vytvorujici
posloupnosti na zacatek pridat napriklad formule A, As, ..., A,,—; a tim ziskat
vytvorujici posloupnost formule v; délky n). Z indukéntho pfedpokladu pak
plati: f(n) < 2"t — 3 proto i [1;| < 27Tt — 3. Plat{ tedy |p| = [1h;] + 1 <
ontl 341 < 200+D+1 _ 3 hro viechna n € NT.

(3) ¢ = (¢ o ;) pro n&jaka 4,5 € N, i,j < n, o je néjakd bindrni spo-
jka. 5, ¢; patif do M, (stejné jako ¢; ve (2) ). Z indukéniho pfedpokladu
plati: f(n) < 2"t — 3, proto i [¢;| < 27Tt — 3 a |¢;| < 2"+ — 3. Plat{ tedy
[l = [l + s +3 < 2% (271 = 3) 4 3 = 20+ D+ D3 O

Protoze jsme si vsimli, ze ¢ € M; = ¢ € M, pro i < n, stacila ndm (neiplnd)
matematickd indukce. Pokud bychom si toho nevsimli/vedli dukaz trochu jinak,
potfebovali bychom tiplnou matematickou indukci, abychom méli nerovnost pro
v8echny formule ve vytvotujici posloupnosti formule ¢, ne jen pro tu predposledni.



