
Zadáńı 1. cvičeńı, podzim 2019

Na cvičeńı nestihnete spoč́ıtat úplně všechno, ale většinu byste proj́ıt měli.

Př́ıklad. 1. Řešte systémy nerovnic, nakreslete si př́ıslušné oblasti v rovině.
(a)

x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 1

x

(b)

y ≤ arctanx, y ≤ 1

x2

(c)
x2 + (y − 1)2 ≥ 4, y + x2 − 2x ≥ 0, y ≥ 0

Poznámka. U nerovnice f(x, y) ≥ 0 se soustřed’te se na vymezeńı hranic oblast́ı v
rovině pomoćı rovnice f(x, y) = 0. Uvnitř každé z nich pak pro spojitou f máte stejné
znaménko hodnot.

Př́ıklad. 2. Určete definičńı obor funkce R2 → R:

a)
xy

y(x3 + x2 + x+ 1)
,

b)
ln(x2 − y2),

c)
ln(−x2 − y2),

d)
arcsin(2χQ(x)),

kde χQ je charakteristická funce množiny racionálńıch č́ısel,
e)

f(x, y, z) =
√

lnx · arcsin(y2z).

Poznámka. Definičńı obor by měl být součást́ı každé definice funkce. Pro ”týráńı”student̊u
se ale často mı́sto toho naṕı̌se výraz a zkoumá se, jaký je ”maximálńı”definičńı obor,
kde má tento výraz smysl.

Př́ıklad. 3. Vrstevnice funkce f : R2 → R jsou množiny bod̊u f−1(c) = {(x, y) ∈
R2; f(x, y) = c} pro c ∈ R. Je to řez grafu funkce rovinou z = c v R3. Pomoćı vrstevnic
a řez̊u jinými rovinami (např. y = kx) zjistěte, jak vypadaj́ı grafy následuj́ıćıch funkćı
R2 → R:

a) f(x, y) =
√
x2 + y2. (Kužel s vrcholem v počátku.)

b) f(x, y) = 2− x2 − y2. (“Obrácený” paraboloid s vrcholem v bodě (0, 0, 2).)
c) f(x, y) = x2 − y2. (“Sedlo”, hyperbolický paraboloid.)
d) f(x, y) = ln(x2 − y2). (Pozor na definičńı obor.)
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Při poč́ıtáńı limit funkćı v́ıce proměnných nemáme k dispozici mnoho nástroj̊u (jako
např. L’Hospitalovo pravidlo). Plat́ı ale pravidlo, že limita existuje, jen když pro ja-
koukoliv posloupnost argument̊u konverguj́ıćıch k př́ıslušnému hromadnému bodu de-
finičńıho oboru je limita hodnot funkce v nich vždy tatáž (a zejména tedy existuje).
Neexistence se tak většinou snadno dokáže tak, že v r̊uzných směrech přibližováńı
dostáváme r̊uzné limity. Je také často vhodné změnit systém souřadnic.

Připomeňte, že spojitost znamená existence limity, která je rovna hodnotě funkce v
daném bodě. Vyberte si několik z následuj́ıćıch př́ıklad̊u.

Př́ıklad. 4. Zjistěte, zda existuj́ı tyto limity a pokud ano, čemu se rovnaj́ı:

a) lim(x,y)→(e2,1)
lnx
y

. (Limita existuje a je rovná 2.)

b) lim(x,y)→(4,4)

√
x−√y
x−y . (Faktorizaćı jmenovatele zjist́ıme, že je to 1

4
.)

c) lim(x,y)→(1,∞)
cos y
x+y

. (Limita je 0.)

d) lim(x,y)→(0,2)
exy −1
x

. (Rozšǐrte zlomek a použijte substituci t = xy (tj. poč́ıtáme
s t→ 0), vyjde 2.)

e) lim(x,y)→(∞,∞)
x2+y2

x4+y4
,. (Zkuste v polárńıch souřadnićıch x = r cosϕ, y = r sinϕ,

(x, y)→ (∞,∞), tj. r →∞, ϕ ∈ [0, π
2
]. Mı́sto poč́ıtáńı m̊užete využ́ıt toho, že

spojitá funkce sin4 ϕ + cos4 ϕ na uzavřeném intervalu nabývá svého minima,
které muśı být kladné. Vyjde limita rovna 0.)

f) lim(x,y)→(0,0)
x2+y2

x+y
. (Použijte křivky y = x a y = 1 − ex, na nich máme r̊uzné

limity – limita neexistuje.)

g) lim(x,y)→(0,0)
x2−y2
x2+y2

. (V polárńıch souřadnićıch se snadno vid́ı, že limita neexis-

tuje.)
h) lim(x,y)→(1,−2)

2x+xy−y−2
x2+y2−2x+4y+5

, (Př́ımky bodem [1,−2] jsou y = k(x − 1) − 2 a

podél nich dostáváme r̊uzné limity – limita neexistuje.)

Př́ıklad. 5. Najděte body nespojitosti následuj́ıćıch funkćı:

a) f(x, y) = x−y
x2+y2−1 . (Definičńı obor je R2 bez kružnice o poloměru 1 se středem v

počátku. Tedy v definičńıcm oboru žádné body nespojitosti nejsou. Lze funkci
spojitě dodefinovat v některých bodech kružnice? V úvahu připadaj́ı jen body
(±
√

2/2,±
√

2/2), nebot’ v nich x− y = 0. Zjistěte, zda v nich existuje limita.)
b)

f(x, y) =

{
x3+y3

x2+y2
pro [x, y] 6= [0, 0],

0 pro [x, y] = [0, 0].

(Funkce je spojitá ve všech bodech.)


