Zadani 4. cviceni, podzim 2019

Necht F(z,y): R? — R je spojité diferencovatelnd funkce v okoli bodu [z, yo], déle
F(xo,y0) =0 a Fy(xo,y0) # 0. Pak existuje spojité diferencovatelna funkce f: R — R
definovand na néjakém okoli U bodu z, pticemz F(z, f(x)) = 0 pro vSechna x € U.
Funkce y = f(x) je tedy rovnosti F(x,y) = 0 implicitné definovana v okoli bodu
xo. Pokud F,(zo,y0) = 0, funkce f se zminénymi vlastnostmi nemusi, ale muze (!!)
existovat (napt. y> —z = 0).

Podobné tvrzeni plati pro funkce vice proménnych, napt. pro 3 proménné:

Necht F(z,y,z): R® — R je spojité diferencovatelnd funkce v okoli bodu [z, yo, 20],
déle F(xq,y0,20) = 0 a F,(xo, Yo, 20) # 0. Pak existuje spojité diferencovatelna funkce
f: R? = R definovand na né&jakém okoli U bodu [z, yo], pricemz F(z,y, f(x,y)) = 0
pro véechna x € U. Pokud F,(xq, yo, 20) = 0, funkce f nemusi, ale muze (!!) existovat.

Z prikladu si zvolte alespon jeden ze vSech typu (napft. 1, 5, 7, 9, 13 a pfipadné 13
all).

Piiklad. 1. Urcete prvni a druhou derivaci implicitné zadané funkcey = f(x) splnujici
22 + y? = 1. Najdéte jeji lokalni extrémy.

(Po zderivovéni obou stran mame 2z + 2yy’ = 0, z toho 3 = —=. Prvni rovnost je
ekvivalentni s rovnost{ x +yy’ = 0, po zderivovani dostaneme 1+ (y/)* +yy” = 0. Tedy
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Extrémy jsou pro x = 0 maximum nebo minimum, podle toho, kterou volime vétev
feseni. Nakreslete si obrézek.)

Priklad. 2. Uréete derivaci implicitni funkce y(x), pokud xy? —2xy+2*—3y?>+5 = 0.
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Priklad. 3. Urcete derivaci implicitni funkce, pokud sin(x?) + cos(y?) — 1 = 0.
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Priklad. 4. Necht je funkce y(z) ddna v okoli bodu [1,1] implicitné rovnici y> — 2xy +
x? = 0. Urcete y'(1) a y"(1).
(y'(1)=0,y"(1) = -2.)

Priklad. 5. Rozhodnéte, zda krivka x* — y® + 2zy = 0 lezi v okoli bodu [1,—1] nad
(nebo pod) svoji tecnou.

(Kfivku v okoli bodu [1, —1] povazujte za graf funkce y(x) zadané implicitné, odpovézte
podle hodnoty druhé derivace této funkce v daném bodé.

y"(1) = 16 > 0, funkce je tedy konvexni a lezi nad tec¢nou.)

Piiklad. 6. Rozhodnéte, zda kiivka $2° — 3zy? + y* — 3 = 0 lezi v okolf bodu [1, 3]
nad (nebo pod) svoji te¢nou.
(y"(1) = 2 > 0, funkee je tedy konvexni a lezf nad tecnou.)

Piiklad. 7. Vypoctéte vsechny parcialni derivace prvniho a druhého rfadu v bodé
[1,v/2,2] funkce z = f(x,y) definované v okoli daného bodu implicitné rovnici 2% +
422 —xr— 2y = 1.

(2(1,V2) = 522 =0, 2,(1,v2) = 2252 =0, 2,(1,V2) = 2,,(1,V2) = -2,
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Piiklad. 8. Vypoctéte vsechny parcialni derivace prvniho a druhého radu v bodé
[—2,0,1] funkce z = f(x,y) definované v okoli daného bodu implicitné rovnici 2x? +
2% + 22 + 812 — 2+ 8= 0.

(20(—2,0) = =282 = 0, 2,(—2,0) = =g = 0, 2(—2,0) = 2, (—2,0) = &,

2ay(—2,0) = 0.)

Priklad.9. V okoli kterych bodii kiivky F(z,y) = x?+2xy—y*—8 = 0 nelze vyjddrit
y jako funkciy = f(x)?

(Body, kde f(z,y) =0 a F,(z,y) = 0 jsou [2,2],[—2,—2]. V nich vezméme implicitni
funkci x = z(y). Spoctéte jeji prvni a druhou derivaci. Z vypoctu vidite, Ze tecna
kiivky v téchto bodech je rovnobézna s osou y a kiivka lezi vlevo nebo vpravo od této
tecny. Tedy neni ji mozno vyjadfit y jako funkci . Namalujte si obrazek.)

Piiklad. 10. V okoli kterych bodi parabolické valcové plochy z* — 2px = 0, kde
p > 0, nelze vyjadrit z jako funkci z = f(x,y)?

(Podezielé body jsou ty, kde F,(x,y,z) = 0. To je celd osa y. Nyni staci pracovat v ro-
vinach y = konst stejné jako v predchozim prikladu. Vsechny body osy y. Instruktivni
je namalovat obrazek.)

Priklad. 11. V okolf kterych bodu jednodilného hyperboloidu h o rovnici
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nelze vyjadrit z jako funkci z = f(x,y)?
(Najdeme podezielé body. Ty tvoii elipsu v roviné z, y. Predstavte si, jak hyperboloid
vypada a kde je tato elipsa. Z této predstavy je vidét, ze v okoli bodu elipsy neni z
funkei z, y. Dokéazete to tak, ze v okoli bodu (zg, o, 0) na elipse, lezi na hyperboloidu

s s kazdym bodem (z,y, 2) i bod (z,y,—z).)

Na mnoziné M implicitné zadané jednou rovnici F' = 0 lze pfimocare hledat extrémy
jiné funkce h. Gradient funkce h pak musi byt nasobkem gradientu funkce h, pokud
je druhy gradient nenulovy.

Piiklad. 12. Najdéte extrémy funkce h(x,y) = x—y naelipse F(x,y) = 2°4+2y*—6 = 0
v roviné R2.

(Extrém musi nastat ve staciondrnim bodé, ty musi mit vlastnost, ze gradient h je
nasobkem gradientu F. Vyjdou body [z,y] s = £2, y = — £ 1, jedno minimum,
jedno maximum. Tuto skute¢nost dokazeme pomoci tvrzeni, ze spojitd funkce nabyva
na uzaviené a omezené podmnoziné v R" svého maxima i minima.)

Piiklad. 13. Najdéte extrémy funkce h(x,y, z) = x+2y+3z za podminky F(z,y, z) =
zyz=36ax>0,y>0az>0.

(Stacionarni bod je (6, 3, 2) a jde o minimum. To dokdzeme napiiklad tak, ze vypocteme
x jako funkci (y, 2) z F(x,y, z) = 0, dosadime do h a spoc¢teme Hessidn modifikované
funkce v (3,2).)



