
Zadáńı 6. cvičeńı, podzim 2019

Transformace souřadnic při integraci. Necht’ G(x, y) : M ⊆ R2 → R2 je prosté, prvky Jaco-
biho maticeG′(x, y) jsou spojité funkce a detG′(x, y) 6= 0 pro všechna [x, y] ∈M . Pak pro každou

”
rozumnou“ (přesněji Riemannovsky měřitelnou) množinu K a spojitou funkci f : G(K) → R

plat́ı: ∫∫
G(K)

f(s, t) ds dt =

∫∫
K
f(G(x, y))|detG′(x, y)| dx dy.

Velmi d̊uležitá je transformace do polárńıch souřadnic:

x = r cosϕ, y = r sinϕ,

tj. pro dané r a ϕ dostaneme bod ve vzdálenosti r od počátku [0, 0], přičemž velikost orien-
tovaného úhlu, vedeného v kladném směru (tj. proti směru hodinových ručiček) od osy x k
polopř́ımce zač́ınaj́ıćı v [0, 0] a procházej́ıćı přes tento bod, je ϕ.

Tedy G(r, ϕ) = [r cosϕ, r sinϕ] = [g(r, ϕ), h(r, ϕ)]. Pak Jacobiho matice zobrazeńı G je

G′(r, ϕ) =
(

g′r g′ϕ
h′r h′ϕ

)
=
(

cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
. Dále jacobián je detG′(r, ϕ) = r cos2 ϕ + r sin2 ϕ = r.

Protože poloměr r ≥ 0, je |detG′(r, ϕ)| = |r| = r. Transformace do polárńıch souřadnic je
obvykle výhodná, pokud je množina, přes kterou integrujeme, kruhem, mezikruž́ım, kruhovou
výseč́ı nebo něč́ım podobným.

Někdy je lepš́ı použ́ıt transformaci do polárńıch souřadnic se středem v bodě [a, b] (obvykle
v př́ıpadech, kdy je množina, přes kterou integrujeme, podobná kruhu se středem v bodě [a, b])
mı́sto výše uvedené transformace se středem v bodě [0, 0]:

x = r cosϕ+ a, y = r sinϕ+ b.

Snadno si můžete ověřit, že jacobián této transformace je opět r. Př́ıpustné hodnoty nových
proměnných jsou r ∈ 〈0,∞), ϕ ∈ 〈0, 2π).

Zd̊urazněme zejména, že transformace při výpočtu integrál̊u v́ıce proměnných vyb́ıráme podle
tvaru množiny, přes kterou se integruje, nikoliv podle integrované funkce, jako je tomu u integrál̊u
jedné proměnné!

Př́ıklad 1. Pomoćı přechodu k polárńım souřadnićım zjednodušte dvojný integrál

I =

∫∫
M
f(
√
x2 + y2) dx dy,

kde M : x2 + y2 ≤ 1.

Výsledek. 2π
∫ 1
0 rf(r) dr.

Př́ıklad 2. Spoč́ıtejte integrál ∫∫
M

√
(x− 1)2 + (y + 1)2 dx dy,

kde M : 1 ≤ (x− 1)2 + (y + 1)2 ≤ 4.

Nápověda. M je mezikruž́ı se středem [1,−1], tud́ıž použijeme polárńı souřadnice se středem
[1,−1].

Výsledek. 14
3 π.

Př́ıklad 3. Užit́ım transformace u = xy, y = vx spočtěte I =
∫∫

A x
2y2 dx dy, kde množina A je

ohraničena křivkami xy = 1
2 , xy = 2, 2y = x, y = 2x, přičemž x, y ≥ 0.

Výsledek. Transformace x =
√

u
v , y =

√
uv,detG′(u, v) = 1

2v , meze: u ∈ 〈12 , 2〉, v ∈ 〈
1
2 , 2〉, I =

63
24 ln 2.

Př́ıklad 4. Užit́ım transformace u = xy, v = y2

x spočtěte I =
∫∫

A

√
xy dx dy, kde množina A je

ohraničena křivkami y2 = 2x, y2 = x, xy = 1, xy = 2.
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Nápověda. Neńı potřeba vyjadřovat transformaci G : x = f(u, v), y = g(u, v). Stač́ı uvažovat

inverzńı transformaci G−1 : u = xy, v = y2

x , nebot’ G ◦ G−1 = id, tud́ıž detG′ · det(G−1)′ =

det( 1 0
0 1 ) = 1 a z toho detG′(u, v) = 1

det(G−1)′(x,y) , přičemž pravou stranu rovnosti budeme muset

převést do proměnných u, v.

Výsledek. det(G−1)′(x, y) = 3y2

x ,detG′(u, v) = 1
3v , meze: u ∈ 〈1, 2〉, v ∈ 〈1, 2〉, I = 2

9(2
√

2 −
1) ln 2.

Př́ıklad 5. Vypočtěte integrál
∫∫

A 2(x2 + y2) dA, kde A : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≥ |x|.

Nápověda. Převed’te do polárńıch souřadnic.

Výsledek. 15
4 π.

Př́ıklad 6. Vypočtěte
∫ 1
0

∫ √1−x2

−
√
x−x2 dy dx.

Nápověda. Transformujte do polárńıch souřadnic.

Výsledek. 3
8π.

Obsah plochy, hmotnost, těžǐstě. Integrály můžeme využ́ıt např́ıklad při výpočtu následuj́ıćıch
věćı:

(1) obsah plochy A je ∫∫
A

dx dy,

(2) hmotná destička maj́ıćı plochu A a hustotu v bodě [x, y] danou funkćı %(x, y) má hmot-
nost

M =

∫∫
A
%(x, y) dx dy,

(3) hmotná destička maj́ıćı plochuA a hustotu v bodě [x, y] danou funkćı %(x, y) má souřadnice
těžǐstě [x0, y0] dané vztahy

x0 =
1

M

∫∫
A
x%(x, y) dx dy, y0 =

1

M

∫∫
A
y%(x, y) dx dy.

Př́ıklad 7. Určete obsah množiny A ohraničené křivkami x = y2 a x = 4y2 − 3.

Výsledek. 4.

Př́ıklad 8. Určete obsah rovinného obrazce omezeného křivkami o rovnićıch x = 0, y = 1
x ,

y = 8 a y = 4x.

Výsledek. 1
2 + 2 ln 2.

Př́ıklad 9. Máme destičku ve tvaru rovnoramenného pravoúhlého trojúhelńıka s přeponou délky
1, jej́ı̌z hustota je př́ımo úměrná vzdálenosti od jedné z odvěsen a v protěǰśım vrcholu je rovna
2. Najděte těžǐstě destičky.

Nápověda. Uvažujte trojúhelńık s vrcholy [0, 0], [1/
√

2, 0], [0, 1/
√

2].

Výsledek. M = 1
6 , x0 =

√
2
8 , y0 = 1

M (
∫ 1√

2

0

∫ 1√
2
−x

0 2
√

2y2 dy dx =
√
2

24 , T = [
√
2
8 ,
√
2

24 ].

Př́ıklad 10. Určete souřadnice těžǐstě homogenńı destičky ohraničené grafy křivek y = x2 a
x+ y = 2.

Výsledek. T = [−1
2 ,

8
5 ].

Př́ıklad 11. Určete souřadnice těžǐstě destičky, ohraničené grafy křivek y = x2 a x + y = 1,
je-li hustota v bodě [x, y] rovna jeho vzdálenosti od osy y.

Výsledek. T = [−1
2 ,

8
5 ].
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Př́ıklad 12. Určete souřadnice těžǐstě T kruhové destičky x2 + y2 ≤ a2, kde a > 0, je-li jej́ı
hustota v daném bodě př́ımo úměrná vzdálenosti tohoto bodu od bodu [a, 0] (pro výpočet m̊užeme
vźıt hustotu rovnu c krát zmı́něná vzdálenost).

Nápověda. Užijte transformaci x − a = r cosϕ, y = r sinϕ, tj. polárńı souřadnice se středem
[a, 0].

Výsledek. M = 32a3c
15 , T = [−a

5 , 0].


