ZADANT 13. cVICENI, PoDzIM 2019
POPISNA STATISTIKA, NEROVNOSTI, LIMITNI VETY

Exponencialni rozdéleni Exp()\) je rozdéleni s hustotou

f(m):{o for x < 0,

Ae M for x > 0.

Markovova nerovnost. Pro libovolnou nezapornou nahodnou veli¢cinu X se stfedni hodnotou
E(X) plati

pro vSechna € > 0.

Cebysevova nerovnost. Pro libovolnou nahodnou velicinu X se stiedni hodnotou E(X) a
roztylem D(X) plati

P(X-E(X))>¢) < Dg()
nebo ekvivalentné
P(X-E(X))<e)>1- Dg()

pro vSechna € > 0.

Centralni limitni véta. Uvazujme posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in X;, které maji
spoleénou stfedni hodnotu EX; = pu, spoleény rozptyl var X; = 02 > 0 a stejné omezeny tieti
absolutni moment F|X;| < C. Pro rozdéleni ndhodnych veli¢in

= Xi—pu
Sn_; N

plati limitni vztah
lim P(S,, < z) = &(x),
kde @ je distribu¢ni funkce normovaného normélniho rozdéleni N(0, 1).
Moivreova-Laplaceova véta je specidlnim pifpadem centrdlni limitn{ véty: Necht X, jsou
nahodné veli¢iny s binomickym rozdélenim Bi(n, p). Pak pro normované ndhodné veliciny
Xn —np
np(1 —p)

=
plati vztah
lim P(S, <z)= ®(x),
n—oo

kde @ je distribuéni funkce normovaného normélniho rozdéleni N(0, 1).

Priklad 1. Byly nameéreny ndsledujici hodnoty néjakého znaku
10;7;7;8;8;9;10;9;4;9;10;9;11;9; 7; 8; 3; 9; 8; 7.
Urcete aritmeticky prumér, medidn, kvartily, rozptyl.

Piiklad 2. Méjme nezdpornou ndhodnou velicinu X se stredni hodnotou p.

(1) Bez dalsich informaci o rozdéleni X odhadnéte P(X > 3u).

(2) Vite-li, zZe X ~ Ex(i), vypoctéte P(X > 3u).
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Priklad 3. Urcete pravdépodobnost, Ze pri 1200 hodech kostkou padne Sestka alesport 150 krat
a nejvyse 250 krat

a) pomoci Cebysevovy nerovnosti,

b) pomoci de Moivreovy-Laplaceovy véty.

Priklad 4. Prumérnd rychlost vétru je na urcéitém misté 20 km/hod.

a) Bez ohledu na rozdéleni rychlosti vétru jako ndhodné veli¢iny urcete pravdépodobnost, Ze
pri jednom pozorovani rychlost vétru nepresahne 60 km/h.

b) Urcete interval, v némz se bude rychlost vétru nachdzet s pravdépodobnosti alespon 0,9,
vite-li navic, Ze smérodatnd odchylka o =1 km/hod.

Priklad 5. Na FI je 10% studentu s prospéchem do 1,2. Jak velkou skupinu je treba vybrat,
aby s pravdépodobnosti 0,95 v ni bylo 8-12% studentii s prospéchem do 1,2 Ulohu feste zvldst
pomoci Cebysevovy a zvldst pomoci Moivreovy-Laplaceovy véty.
Priklad 6. Dokazte, Ze pro kvantily normovaného normdlniho rozdéleni plati vztah

—U% = Ul_%.

Piiklad 7. Pravdépodobnost, Ze se zasazeny strom ujme, je 0,8. Jakd je pravdépodobnost, Ze z
500 zasazenyjch stromu se jich ujme aspori 3807

Vysledek. 0,987.

Piiklad 8. Pravdépodobnost, Ze semeno vyklici, je 0,9. Kolik semen je treba zasadit, aby s
pravdépodobnosti aspori 0,995 vyklicilo cca 90% semen (coZ presnéji formulujeme se zpresniujicim
pozadavkem, aby odchylka podilu vyklicenijch semen od 0,9 neprevysila 0,034 ).

Vysledek. n ~ 614.

Piiklad 9. Zivotnost (v hodindch) urcité elektrické soucdstky md exponencidini rozdélent s pa-
rametrem \ = %0' Pomoct centrdlni limitni véty odhadnéte pravdépodobnost, Ze celkovd Zivotnost
100 takovych soucastek bude mezi 900 a 1050 hodinami.

Vijsledek. = 10,0 = 100, P(900 < Y2 X; < 1050) = P (202 < XX < 100w ) _
(0,5) — (—1) ~ 0,533,

NAHODNY VYBER Z NORMALNIHO ROZDELENT

Nahodnym vybérem rozsahu n rozumime n-tici nezavislych nahodnych veli¢in X1,..., X,,
které maji totéz rozdéleni. S ndhodnym vybérem se obvykle setkdvame pii opakovaném provadéni
téhoz pokusu.

Statistika je ndhodnd veli¢ina vznikld transformaci ndhodného vybéru.
e Vybérovy prumér M = %Z?:l X;, a jsou-li navic Xi,..., X, ~ N(u,02), pak M ~
N(u,o?%/n).
e Vybérovy rozptyl $? = 13" (X, — M)? = (X0, X2 —nM),S = VS2.

Intervalovym odhadem parametru 6 rozumime interval (77,7 ), kde Tr(X1,...,X,) a
Ty (X1,...,X,) jsou statistiky vybéru (X, ..., X,,). Plati-li
PTL<0<Ty)=1-a,
fikdme, ze (Tr,Ty) je 100 - (1 — )% interval spolehlivosti pro parametr 6.
Hornim odhadem parametru 6 na hladiné vyznamnosti 1 — « je statistika U, pro niz
POH<U)>1-a.



Dolnim odhadem 6 na hladiné vyznamnosti 1 — « je pak statistika L, pro niz
P(L<6)>1-q.

Piipad, kdy je Xi,..., X, ndhodny vybér z normalniho rozdéleni N(u,c?):

M a S? jsou nezavislé ndhodné veliciny.

M ~ N(:“Jv Uz/n)v a tedy U = (M - M)/(O—/\/ﬁ) ~ N(Oa 1)
K= (n-1)8?/c% ~x*(n —1).

S(Xi —p)?/o? ~ X2 (n).

T = (M—p)/(5/v/n) ~tn—1).

Intervaly spolehlivosti:

pt (znéme o) (M — w2, M + 2u1_a2)

© (nezné‘me 02) (M - %tlfa/2(n - 1)7M + %tlfa/Q(n - 1))
2 ; (n—1)S? (n—1)82

o® (nezname p) (Xf_a/z(n—l)’ Xi/g(”—l))

2 () S (Xi—p)? (Xi—p)?
g (zname /«4) (X?—Q/Q(n)’ Xi/z(”) )
2 2
p1 — p2 (znédme o2, 03) My — My + \/% + %’ SU—a)2
p1 — po (nezndme o2 = o3) | My — My + S*\/% + % “t_qe(m+n—2)

2 2 2 2
podil rozptylt o2 /03 ( 51/ S1/53 )

Fl—a 2(m_17n_1)7 Fa Q(m_Ln_l)

Piiklad 10. Pri 600 hodech kostkou padla jednicka pouze 45 krdt. Rozhodnéte, jestli je mozné
tordit, Ze jde o idedIni kostku na hladiné o = 0,01. Ve zduvodnéte a svuj zdvér explicitné
formulugte.

Piiklad 11. Do bedny uklddame vijrobky se stredni hodnotou 8 kg a smérodatnou odchyl-
kou 0,8 kg. Jaky maximdlni pocet viyrobki muzeme do bedny ulozit, aby celkovd hmotnost s
pravdépodobnosti 0,9738 neprekrocila jednu tunu?

Viysledek. n ~ 324.

Piiklad 12. Odbératel provddi kontrolu jakosti ndmi dodangch vyrobku namdtkovou kontro-
lou testovaného rozmeéru u 21 ndhodné vybrangch vyrobki. Doddvka bude prijata, pokud nebude
vybérovd smerodatnd odchylka prekracovat hodnotu 0,2 mm. Vime pritom, Ze naSe stroje produ-
kuji vyrobky, w nichZ md sledovangj rozmér normdlni rozdéleni tvaru N (10 mm;0,0737 mm?). S
vyuzitim statistickych tabulek uréete pravdépodobnost, s niZ bude doddavka prijata. Jak se zménd
odpovéd’, pokud odbératel kvili ndkladim na testy zacéne testovat pouze 4 vijrobky?

(V pripadé chybéjicich idaji v tabulce hodnoty, které mdte k dispozici, linedrné interpolujte).

Vijsledek. Pii 21 testech je pravdépodobnost x3,(10,9) = 0,05, pii 4 testech x3(1,63) = 0, 24.
Piiklad 13. Ze zdkladniho souboru, z rozdéleni N(u,0?), kde 0 = 0,06 jsme poridili ndhodnsj

vgbér s realizacemi 1,3;1,8;1,4;1,2;0,9;1,5;1,7. Urcete oboustranny 95% interval spolehlivosti
pro nezndmou stredni hodnotu.

Vysledek. 1,22 <y < 1,58.

Piiklad 14. Ndhodny veli¢ina X md normdlni rozdéleni N(p,0?), kde pu,0? nejsou zndmy. V
ndsledujici tabulce jsou uvedeny cetnosti jednotlivijch realizaci této ndhodné veliciny.

T; S| 1112|141 15| 16| 17| 18| 20| 21
cetnost || 1| 2 | 8| 4 | 7| 6| 4| 3] 2] 1




Vypoctéte:
a) vybérovy prumeér,
b) wvybérovy rozptyl a vybérovou smérodatnou odchylku,
¢) 99% interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu .

Vysledek. 13,954 < p < 16,671

Piiklad 15. Necht Xq,..., X, je ndhodny vvbér z rozdéleni N(u,0,04). Urcéete nejmensi pocet
mérend, kterd je treba provést, aby $irka 95% intervalu spolehlivosti pro p nepresdhla 0,16.

Viysledek. 25

Piiklad 16. Byla provedena ¢tyri nazdvisld mérent obsahu manganu u dvou vzorku oceli a byly
ziskany vysledky:

1. vzorek || 0,31% | 0,30% | 0,29% | 0,32%
2. vzorek || 0,59% | 0,57% | 0,58% | 0,57%

Stanovte 95% interval spolehlivosti pro rozdil strednich hodnot uy — uo za predpokladu, Ze jde
o realizace ndahodného vybéru z normdlniho rozdéleni s nezndmymi, ale shodngymi rozptyly.

1. TESTOVANI HYPOTEZ:

Testovani hypotéz umoznuje na zakladé nadhodného vybéru s danou pravdépodobnosti ovérovat
domnénky o rozdéleni, z néhoz pochazi dany nahodny vybér.
Hypotézou budeme rozumét néjaké tvrzeni o parametrech tohoto rozdéleni.
Hj ...nulové hypotéza (napf. 6 = ¢, kde ¢ je domnénka o hodnoté parametru 6)
H; ...(oboustrannd) alternativni hypotéza (obvykle negace nulové)
Testovanim Hg oproti alternativni hypotéze rozumime postup zalozeny na ndhodném vybéru, s
jehoz pomoci platnost Hy zamitneme nebo nezamitneme (= pripoustime).

Chyba 1. druhu ... Hy plati a my ji zamitneme (zavaznéjsi)
Chyba 2. druhu ... Hg neplati a my ji nezamitneme

Pravdépodobnost chyby 1. druhu se nazyvéa hladina vjznamnosti (c, obvykle a = 0,05),
pravdépodobnost chyby 2. druhu se znaci 8 a ¢islo 1 — 8 se nazyva sila testu. Hypotézy budeme
testovat pomoci piislusnosti do intervalu spolehlivosti — na zakladé realizace nadhodného vybéru
sestrojime 100(1 — )% interval spolehlivosti pro nezndmy parametr 6 a zjistime, zda ¢ patii
do tohoto intervalu. Pokud ano, hypotézu Hy nezamitdme (v opa¢ném piipadé zamitdme) na
hladiné vyznamnosti .

Priklad 17. Z velkého souboru resistoru téhoz typu bylo ndhodné vybrdno 16 kusi s vybérovim
prumérem hodnot odporu 9,3kS2. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze vijbér pochdzi
z normdlniho rozdélent se stredni hodnotou p = 10k, za predpokladu, Ze:

a) 02 =4k,

b) o2 neni zndmo a S? = 6,25kQ.

Viysledek. a) nezamitdme, b) nezamitdme.

Piiklad 18. Na dvou soustruzich se vyrabéji tytéz soucdstky, u nichz se mérime vniting prumér
(predpokladd se normdlni rozdélend se stejngmi rozptyly u obou soustruhi). Byl porizen ndhodny
vybér rozsahu 16 z produkce prvniho soustruhu a rozsahu 25 z produkce druhého soustruhu.
Prislusné vybérové priméry jsou 37,5 mm, resp. 36,8 mm a vybérovy rozptyly 1,21 mm?, resp.
1,44 mm?. Testujte hypotézu o rovnosti stiedni hodnoty kontrolovanych rozméri v produkci obou
stroju oproti oboustranné alternativé pri o = 0,1.
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Piiklad 19. Na Sachovy turnaj md byt vybrdn jeden zdstupce ze dvou oddilovich Sachisti, a to
ten, jehoZ vykon je stabilnéjsi (md mensi rozptyl). Procentudlni uspésnost z poslednich turnaji
je:

Al 49,6 59,4 | 59,5|76,8| 69,4 | 70,9 | 68,1 | 66,3
B || 88,5 51,2 79,6| 72,3 | 86,5

Na hladiné vijznamnosti 0,05 testujte, zda je mozZno rozhodnout o tom, ktery z hrdcéu se md
turnaje zucastnit.



