1. doméca tloha - rieSenie
Uloha 1. Najdéte
3 2,2 4
oYy + 7Y +y
11m 5
(@y) =00 |23 +y

Riesenie. Budeme postupovat podla ndvodu. Najskor ozna¢me

23y + 2%y + oyt
23| + [y"]

gn(z,y) =

Prevodom do polarnych stradnic obdrzime pre ¢ € [0, 27]:

sin® pcosp + sin? @ cos® p + cost o

lim r,y) = lim r = lim rh(yp).
(,y)—(0,0) 93 ) =04 | sin® | + | cos? | r—04 (%)

Funkcia h(y) je spojitd na [0, 27, pretoZe jej menovatel je nenulovy. Potom podla Weiers-
trassovej vety je h(y) ohrani¢end na tomto intervale (a nadobuda svojej najmensej a najvacsej
hodnoty). Teda mdme

lim x,y) = lim rh(p) = 0.
(z,y)—(0,0) g3( y) r—04 ((,0)

Na prstencovom okoli (—1,1)? \ {(0,0)} bodu (0, 0) isto plati
—lgs(z,9)] < g2(,y) < [gs(, y)|. (1)
Spocitame lim, y)—(0,0) |93(2, )|, ¢0 mOZeme urobit na zdklade jedného z troch argumentov:

e Veta o limite zloZenej funkcie |g3(z,y)| v (0,0) hovori, Ze tato limita je

lim x, =0,
(2.2)5(0.0) g3( y)‘

pretoZe | - | je spojita funkcia v lim ;40,0 g3(,y) = 0.

e Jednoduchou tipravou mame

lim z,y)l = lim sgn(gs(z, z,y) =0,
wm eyl = lim Csen(gs(z,4))g5(2, )

pretoZe znamiekova funkcia je zrejme obmedzena a lim, )00 g3(x, y) = 0.
o Z definicie limity mame hned lim, ,)—(0,0) 93(%, ¥) = 0 = lim(, )~ (0,0) |93(, y)|.
Pozadovant limitu dostaneme aplikovaciou vety o troch limitdch z nerovnosti (1) t. .

lim ga(z,y) = 0.

(z,y)—(0,0)

Iny pristup od Michala Barnisina (Vit Jelinek postupoval tieZ vel'mi podobne) nédjdete v prilohe.
O

Uloha 2. Najdéte staciondrn{ body funkce
f(x,y) =2 +y + 4sin(x) sin(y)

a zjistéte, v kterych nabyva funkce f svého lokalntho minuma nebo maxima. Nabyva f svého
globalniho minima nebo maxima na celém defini¢nim oboru?
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RieSenie. Nutna podmienka pre extrém v bode (z, y) je dand nasledujticimi rovnicami:

fi(wy) = 1+ 4cos(z) sin(y)
fo(x,y) =1+ 4sin(z) cos(y)

0
0.
Z rozdielu tychto rovnic a pozorovanim, Ze v staciondrnom bode je isto cos(z), cos(y) # 0,
dostavame podmienku:

sin(x) _ sin(y)
cos(z)  cos(y)

tan(z) = = tan(y).

Vzhladom k tomu, Ze tan je m-periodicka funkcia, nutne plati + = y + k7 pre k € Z.
Dosadenim do druhej podmienky dostaneme:

0 = 1+ 4(cos(y) sin(kn) + sin(y) cos(kn)) cos(y) = 1 + 4(—1)* sin(y) cos(y).

Teda sin(2y) = (_1;k+1 a2y e {(—1)"'Z 4+ 2r, (-1)*Z + 7 4 2ix} pre | € Z. PovSimnime si,
T 3

Ze na intervale [—7, 2&') mame celkovo 2? staciondrnych bodov.

Hessova matica funkcie f v bode (z,v) je

[ —4sin(x)sin(y) 4 cos(x) cos(y)
Hf(wy) = ( 4cos(z)cos(y)  —4sin(z)sin(y) )

det(H f(z,y)) = 16(sin?(x) sin*(y) — cos?(z) cos*(y))
= 16(sin®*(z) (1 — cos?(y)) — (1 — sin®*(z)) cos*(y)) = 16(sin*(x) — cos*(y))
= 16(sin®(y + k7) — cos?(y)) = 16(sin*(y) — cos?(y)) = —16 cos(2y).

Preto sa extrém nachadza iba v staciondrnych bodoch, ktoré spliiuja cos(2y) < 0 t.j. 2y €
(=5 +m+2pm, 5 + 7+ 2pm) pre p € Z. Poznamenajme, Ze pre vSetky staciondrne body plati
cos(2y) # 0. Vzhladom k predoslému musi byt 2y = (—1)*Z + 7 + 27 a lokdlny extrém
nastava v 22 bodoch na [—Z, 2. Zostava urdit typ extrému. Prvy minor Hessovej matice
je —4sin(z)sin(y) = —4sin(y + kr)sin(y) = —4(=1)*sin?*(y) = 4(—1)*"sin?*(y) a zavisi na
parite k.

Celkovo mame lokélne extrémy v bodoch [(—1)F % + 2 + (I + k), (—1)* & + £ + Ix] pre
l,k € Z. Ak k je neparne, jedna sa o lokdlne minimum. V opa¢nom pripade (k je parne) sa
jedna o lokalne maximum.

Funkcia f nema globalne extrémy, pretoZe pre kazdy bod (z,y) € R? plati

flx+y—>5,0) < f(x,y) < f(x +y+5,0).
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Priklad 1

Néjdite
sz + :z:2y2 + y4
1im —_—
(xy)—=(0,0) |23+ y?
Riesenie. Zrejme
23y + 22y + y? ) 23 4+ 22y + o3 ) 23 4+ 2%y + o3
im == lim oy —— s = lim s (D
(zy)—(0,0) |3 +y (z,9)—(0,0) |23 4+ y (z,9)—(0,0) |23 4+ y
13+m2y+y3

Dokazeme, ze vyraz V = je ohraniéeny, z ¢oho podla vety o limite obmedzenej

[z5]+y?
funkcii bude plyntt, ze hladand limita je 0 pre (z,y) € R2.

Uvazujme teda vyraz V z (1) na prstencovom okoli bodu [0, 0] s polomerom 1. Ked'Ze plati (po-
stupne vyuzijeme trojuholnikovii nerovnost; fakt, ze |x2| = 22 a nezépornost séitancov menovatela;

to, ze pre y € (—1,1) platf y? <|yl; |y| -|y| = ¥ a delenie so zvyskom):

At i IR o e 1 O i |
23] + y? 23] + 32| 23] + y?
NP+ 2?lyl +lyl -yl [+ 2lyl +y? 2l
- 23] + 2 %] +y? 2] + y?

a podla AG nerovnosti plati pre nezdporné séitance menovatela:

[0 + 92 > 2+ VIe32 = 2 -[allyl Vial > 2-Jally] Va? > 2-lal’lyl = 2- 2%y (3)

kde |z| > 22 plat{ pre x € (—1,1),
tak pre|V| (z (2) a (3)) plati:

23 4+ 22y + 93

2’lyl a?[y| 13
|23 + y?

|23+ y2 — 2 22|y| Jr2 2 (4)

Teda V' je na tomto okolf bodu [0, 0] ohraniceny, lebo —3 < —|V| <V <|V| < 2, &o bolo treba
dokazat.



