2. domaéca tloha - rieSenie

Uloha 1. Necht a je kladné redlné ¢islo. DokaZte, Ze mnoZina
M = {(z,y) € R% F(z,y) = (¢* +¢°)* — ’(a” —y*) = 0}

je omezend. V okoli kterychbodit (z,y) € M nelze M popsat pomoci grafu funkcey = h(z)?V
kterych bodech mnoZiny M je soufadnice y maximélnia v kterych miniméIni? K zodpovézeni
otdzek pouZijte implicitni funkci.

Riesenie. Najskor ukdZeme, Ze mnoZina M je obmedzena. Néjdeme ¢ > 0 také, ze M C
B.(0) = {(z,y) € R% p(x,y) < €} vzhladom k nejakej metrike p na R? (na R™ su v3etky
metriky ekvivalentné, preto sta¢i ukdzat obmedzenost vzhladom k jednej z nich - my si
vyberieme euklidovska metriku). Transforméciou do polarnych stiradnic dostdvame

F(rcosg,rsing) = r* — a®r? cos 2¢p = r?(r* — a* cos 2p) = 0.

Teda na mnozine M plati \/22 + y?> = r = 0 alebo 2? 4+ y* = r? = a® cos 2¢p < a?. Preto staci
poloZit e = a +1 > 0.

Vieme, ze M ide popisat pomocou grafu funkcie y = h(x) na okoli bodov (z,y) € M
takych, ze
— 2 2 2 _ 2 2 2
Fy(x,y) = 2(2° +y°)2y + a”2y = 2y(22° + 2y° + a”) # 0.

Zostava presktimat body s y = 0 t.j. (+a,0), (0,0). Vzhladom k tomu, Ze mnoZina M je sy-
metrickd podla osi x (aj podla osi y), na okoli bodov (+a, 0), (0, 0) nejde M popisat pomocou
grafu funkcie y = h(z).

Poznamenajme, Ze mnozina M C R? je kompaktnd, pretoze M je obmedzend a uzav-
retd (,je dand uzavretou podmienkou — rovnostou”) podmnoZzina R2. Teda spojitd funkcia
f(z,y) = y nadobtda svojho maxima a minima na kompaktnej mnozine M podla Weiers-
trassovej vety. Takyto globalny extrém moze nastat bud v staciondrnom bode Lagrangeovej
funkcie L(z,y,\) = f(x,y) — AF(x,y), alebo v bode, kde niektora z parcidlnych derivacii L
neexistuje. V nasom pripade stac¢i ndjst staciondrne body L (L je polynomidlna funkcia) a
porovnat stradnice y.

Avsak zadanie poZaduje vyuZitie implicitnej funkcie, preto postupujme nasledovne. Zo
symetrie )M stac¢i hladat globdlne maximum (vzhladom k predoslému odstavcu existuje)
funkcie
h(z) >0 x€(0,a)

ﬂaw:y:{o ze{0,a)’

Opit toto maximum moZe nastat bud v staciondrnom bode h(x), alebo v bodoch = € {0, a}.
Podla vety o implicitnej funkcii staciondrne body & (z) na (0, a) st dané podmienkou

£z, h(z))

") = =5 e i)

=0.

Zaoberame sa rovnostou Fl(z,y) = 2(z* + y?)2z — a®2x = 2x(22* + 2y* — a®) = 0, ¢o pre
z € (0,a) dava podmienku 222 4 2y* — a* = 0. Dosadenim tejto podmienky do F(z,y) = 0

obdrZzime staciondrny bod z, = a\/% s h(zg) = a\/g > (. Preto maximdlna stiradnica y

mnoziny M je a\/% a minimdlna je —a\/% . []



Uloha 2. Necht A = (a;;) je symetrickd matice n x n. Najdéte globalni extrémy kvadratické
funkce

R R, f(z)= Z ;i TiT;
ij=1

na jednotkové sféte
Sl = {x € R™; fo = 1} .
1=1

RieSenie. Evidentne f je spojita (kvadratickd) funkcia na kompaktnej mnozine S™7*, teda f
nadobtda globédlnych extrémov na jednotkovej sfére podla Weierstrassovej vety. A takyto
extrém musi byt nutne v stacionarnom bode Lagrangeovej funkcie L, ktora je polynomidalna.
Ozname = = (x1,,...,%,) a nech (—, —) je Standardny skaldrny sti¢in na R”. Potom
Lagrangeova funkcia je

L(z,\) = (x, Ax) — A\({z,z) — 1).

Podmienky pre stacionarny bod (x, \) st

L (z,\) =2Ax —2\Ex =2(A— AE)x =0
Li(z,\) = (x,z) — 1 =0.

Teda dvojica (z, \) predstavuje vlastny vektor velkosti jedna prislusny k redlnemu vlastnému
¢islu \. PretoZe matica A je symetricka redlna matica, existuje baza vektorového priestoru
R" nad tvorend vlastnymi vektormi linedrneho zobrazenia x — Az, a tieto vlastné vektory
prislusia redlnym vlastnym ¢islam. Nech (z*, \*) je staciondrny bod Lagrangeovej funkcie L,
potom plati
fx*) = (2", Ax™) = (", \"2") = X" (2", z") = \".

Teda globdlne maximum f na S"! je max;<x<, \* a globdlne minimum f na S™! je
min; <<, AF, kde {\*}7_, st vietky vlastné ¢isla matice A véetne ndsobnosti. Poznamenajme,
Ze ku kazdému vlastnému ¢islu A existuju aspon dva vlastné vektory velkosti jedna. Na
druhej strane, ak je algebraicka nasobnost vlastného ¢isla asporn 2, potom takychto vlastnych
vektorov je nespocitatelne vela. O



