4. doméca tloha - rieSenie

Uloha 1 (0.5b). Uvazujme nasledujiicu hru. Hra¢ hadZe kockou tak dlho, dokial nepadnu
dve hodnoty Sest v dvoch po sebe idtcich hodoch. Nech ndhodna veli¢ina X udava celkovy
pocet hodov kockou. Ur¢ite pravdepodobnostnt generujicu funkciu ndhodnej veli¢iny X a
pomocou nej urcite charakteristiky £(X) a D(X). Rieste za predpokladu, Ze kocka je férova
tj. kazda z hodnot 1 aZ 6 moZe padnut s pravdepodobnostou ;.

Riesenie. Najskor poznamenajme, Ze pravdepodobnostnd funkcia 7y (k) je nenulova iba pre
k € N. Pre inSpirdciu si uréime niektoré pociato¢né hodnoty 7.

mx (1) =0,
nx(2) = o,
Tx(3) = %7

mx(4) = % = %

Budeme uvazovat postupnosti bodov kocky reprezentované prvkami mnoziny {a, 6}. Pricom
6 bude znacit jav, Ze v danom tahu padla hodnota Sest, a jav a bude doplnok javu 6 pre dany
tah. Formélne takato postupnost vyjadruje prienik javov, Ze v i-tom hode padla 6 alebo
nepadla 6, cez vSetky uvaZované hody i. Teda pre pravdepodobnosti tychto javov plati
P(a) = 2a P(6) = ;. Pretojav {X = 3} ide vyjadrit iba pomocou postupnosti a66. Na druhu
stranu jav { X = 4} ziskame ako zjednotenie aa66 a 6a66 z postupnosti a66. Jav {X = n + 3}
pre n > 2 vieme ziskat z vyrazov aab(n + 1), 6ab(n + 1) a abab(n), kde b(k) je Tubovolna
postupnost pre {X = k}. VSimnite si, Ze fixnd Cast takejto postupnosti musi koncit na a.
Preto postupnosti aab(n+1) a abab(n) vieme reprezentovat ako postupnost ab(n+2), celkovo
mame 2 typy postupnosti pre tento pripad, a to ab(n + 2) a 6ab(n + 1). Preto plati

1
mx(n+3) = g(wx(n +2)+ gwx(n +1)) pren > 0.

Zostava odvodit generujicu pravdepodobnostnu funkciu Gx(t) = Y oo mx(k)t* pre X.
Bude aplikovat jednoduché algebraické tipravy na predosla rekurentna formulku.
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Zostava spocitat ¢iselné charakteristiky E(X) a D(X).
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E(X?) = G%(1) + G’ (1) = 12 4+ 42 - 81,
D(X) = E(X?) — (B(X))* =12+ 42 - 81 — 42* = 42 - 40 — 30 = 1650.

B(X) = G (1) =

G// (1)

Uloha 2 (0.5b). Hra¢ ma k dispozicii n identickych kociek, kde n je pevné prirodzené &islo, a
hodi kazdou kockou prave raz. Urcite pravdepodobnostnt a distribu¢nt funkciu ndhodnej
veli¢iny X, ktord idava stcet hodnot na vsetkych n kockach. Aplikujte pre pripad n = 6 a
X = 16. Rieste za predpokladu, Ze kazd4 kocka je férova t.j. kazdd z hodnoét 1 az 6 moze
padnut s pravdepodobnostou :.

Hint: PouZite generujicu pravdepodobnostnt funkciu ndhodnej veliciny.

Riesenie. Nahodnu veli¢inu X je moZzné popisat ako > | X;, kde X; popisuje bodovt hod-
notu jednej kocky a ndhodné velic¢iny X; sti po dvoch nezévislé. Generujtica funkcia ndhodnej
veli¢iny X; je zrejme G, (t) = (¢t 4+ t* + - - - + ). Z vlastnosti konvoluicie ndhodnych veli¢in
mame
HGX t+t2+---+t6)":it"(1—t6)" (L)n
6™ 1—t

V dalSom kroku pouZijeme binomickt vetu a sticet geometrickej rady, aby sme nasli koefi-
cient mx(m) pri t™.
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Koeficient pri t* sme nasli ako pocet rieseni z Ny rovnice ky + ks + - - - + k,, = k, o sa da Tahko
odvodit tvahou ,stars and bars”. Ozna¢ime m = n + 6! + k a nahradime k pismenom m,
potomnutnem —n—60 =k > 0tj. [""] > L. Ked’Zemébyt’tieZn > [avieme, Ze mx(m) > 0
iba pre m € [n, 6n]. Potom staci uvaZovat iba podmienku | "] > [. Celkovo mdme

o= £ 3 3o (") ()

TakZe sme ukézali, Ze pravdepodobostna funkcia X je

[75™] m—6l—1\ /n
mx(m) = =0 6%(_1)% nﬁll 1) (z) m € [n,6n] NN,
0 inak.

Zostava odvodit distribu¢nt funkciu Fx (z) ndhodnej veli¢iny X . KedZe 7y jenenulovanaN,
sta¢i ndm urcit postupnost ¢iastoénych sactov a, = > 7 _ mx(m). Generujtca funkcia A(t)



postupnosti {a,} bude A(t) = Gx(t) > 1oyt = Gx(t)1. TakZe a, dostaneme obdobnym
(m

K
postupom, ako sme odvodili 7y (m), len mocnina 1 nebude n, ale n + 1.

~ 1 m— 6\ (n\ .,
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Preto distribu¢na funcia Fx(x), ktord je sprava spojit4, je

|Lelom )

Yo’ (DN () @ e nsonl,
Fx(r) =10 T <n,
1 x > 6n.

Ked je n = 6, potom je

-3 ((5) ()

Na druht stranu distribu¢né funkcia v bode 16 je
1 16 10
Fx(16) = — — .

Bonusova tloha pre tych, ktorym prisli tlohy jedna a dva jednoduché.

Uloha 2019. UvaZzujme nekoneéne vel'ky hraci stol tvoreny nekonecne vela za sebou idticimi
polickami ocislovanymi vzostupne prirodzenymi ¢islami. Postavime figtirku na jeho pocia-
tok (hodnota 0) a v kazdom tahu hodime kockou a posunieme figtrku o hodnotu na kocke.
Nech b, oznacuje pravdepodobnost, Ze sa niekedy dostaneme na policko k. Urcite b, a
limy_, o0 by (nie je to %). Rieste pre klasicku férova kocku.

Riesenie. Jednoduché pozorovanie je, Ze na I'ubovolné poli¢ko sa vieme dostat iba z predo-
Slych Sest policok, ak st samozrejme k dispozicii. TakZe pre pravdepodobnosti b, bude platit
obdobny rekurentny vztah pre k € Z:

1 k=20
bk =<0 k<O
%(bk,1 +bi_o+bp_3+bp_g+ b5+ bk—ﬁ) k> 0.

Najskor predpokladajme, Ze limy,_,, by, existuje a ozna¢me tato hodnotu ako b € [0, 1]. Pok-
sime sa urcit tato hodnotu. Ak dosadime b do predoslej rekuretnej formulky, tak dostaneme
iba pravdivé tvrdenie:

1 1
b= lim by = > <lim bp_1 + lim by + lim by_3 + lim by_s + lim by_s + lim bk_ﬁ) — ~(6D).
k—oo 6 k—oo k—o0 k—oo k—o00 k—o0 k—oo 6



Preto potrebujeme néjst vhodny trik na vypocet b. NapiSeme si pod seban > 6 poupravenych
rekurentnych vztahov.

6b1 = by

6by = by + bo

6bs = bo + by + by

6by = bz + ba + by + by

6b5 = by + b3 + ba + by + by

6bg = bs + by + b3 + b + b1 + by
6b7 = bg + b5 + by + bs + by + by
6bs = by + b + b5 + by + b3 + b

6bn = bn—l + bn—2 + bn—3 + bn—4 + bn—5 + bn—6

Stctom tychto rovnic obdrzime:
6b,, + 5b,_1 + 4b,,_5 + 3b,_3 + 2b,,_4 + b,_5 = 6by = 6.
Potom dostavame:
lim 6b,, + lim 5b,,_; + lim 4b,,_o + lim 3b,,_3 + lim 2b,,_4 + lim b,_5 = 6
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
21b = 6.

Zostava ukazat, Ze zmienend limita existuje. M0Zeme si vSimnut, Ze plati (vlastnost aritme-
tického priemeru)

min(bnfla bn727 bnf?n bn747 bn757 bnfﬁ) S bn S max(bnfb bn727 bn737 bn74a bn757 bnfﬁ)

a rovnost nastdva iba v pripade b,y = b,—2 = b,—3 = b,_4 = b,_5 = b,_¢. TakZe kazdé
b, € [an,d,] md vlastnost [a,,d,] D [an—1,dr—1] D ..., a teda podla Cantorovej vety o
prieniku je N, [a,, d,] # (. Aby limita existovala, potrebujeme tento prienik jednoprvkovy.
To ukdzeme pomocou rekurentného predpisu. Mame linearnu diferen¢nti rovnicu:

1
by — é(bk—l + bp—a + br—3 + be—g + bp—5 + be—) = 0.

Jej rieSenie je tvaru b, = Zle ¢;(Ai)", kde \; st komplexné korene polynému

1
p(x):x6—6(x5+x4+x3+x2+x+1).

Polyném p(x) je charakteriskym polynémom matice
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Plati, ze A°je tvorena kladnymi prvkami' t.j. matica A je primitivna, a naviac je aj stochas-
ticka. Potom podla Perronovej-Frobeniovej vety ma takdto matica prave jedno vlastné ¢islo
1 a vSetky ostatné vlastné ¢isla \; spliiuja |\;| < 1 pre i > 1. Preto limita lim,,_,, b,, existuje a
je rovna 2. O

1Prvky b, pre n > 6 st linedrnou kombindciou prvkov by, bs, ..., bs s kladnymi koeficientami, lebo vzdy
pocitame priemer Siestich pravdepodobnosti.



